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MÐ ��U

1. Làch sû v§n �· v  l½ do chån �· t i

Ph÷ìng tr¼nh �¤o h m ri¶ng ng¨u nhi¶n xu§t hi»n nhi·u trong c¡c qu¡ tr¼nh

cõa vªt lþ, hâa håc v  sinh håc, ch¯ng h¤n qu¡ tr¼nh truy·n nhi»t v  khu¸ch

t¡n, qu¡ tr¼nh truy·n sâng trong cì håc ch§t läng, c¡c mæ h¼nh qu¦n thº trong

sinh håc khi m  sü t¡c �ëng cõa ngo¤i lüc l  li¶n töc v  ng¨u nhi¶n. Vi»c nghi¶n

cùu nhúng lîp ph÷ìng tr¼nh n y câ þ ngh¾a quan trång trong khoa håc v  cæng

ngh».

Nhúng v§n �· �ành t½nh cì b£n �°t ra khi nghi¶n cùu c¡c ph÷ìng tr¼nh �¤o

h m ri¶ng ng¨u nhi¶n:

• Nghi¶n cùu d¡ng �i»u ti»m cªn nghi»m cõa c¡c h» �ëng lüc ng¨u nhi¶n

b¬ng c¡ch sû döng l½ thuy¸t tªp hót ng¨u nhi¶n. B i to¡n cì b£n cõa l½

thuy¸t n y l  nghi¶n cùu sü tçn t¤i v  c¡c t½nh ch§t cõa tªp hót ng¨u

nhi¶n, ch¯ng h¤n t½nh trìn cõa tªp hót.

• Nghi¶n cùu sü tçn t¤i v  t½nh ên �ành v  ên �ành hâa cõa nghi»m døng

cõa h» t§t �ành v  h» ng¨u nhi¶n t÷ìng ùng. Nghi¶n cùu sü tçn t¤i v  t½nh

duy nh§t nghi»m cõa h» ph÷ìng tr¼nh �¤o h m ri¶ng ng¨u nhi¶n.

TÊNG QUAN V�N �� NGHI�N CÙU

Mët trong c¡c h÷îng ph¡t triºn lîp ph÷ìng tr¼nh parabolic l  lîp ph÷ìng
tr¼nh �¤o h m ri¶ng suy bi¸n kiºu Caldiroli-Musina �¢ �÷ñc nghi¶n cùu

nhi·u trong nhúng n«m g¦n �¥y câ d¤ng

du+ [−div(σ(x)∇u) + f(u) + λu]dt = gdt+ h(x, t, u)dW (t), x ∈ O, t > 0,

u|∂O = 0, t > 0, (1)

u|t=0 = u0.

Trong tr÷íng hñp t§t �ành (h(x, t, u) ≡ 0), lîp ph÷ìng tr¼nh n y �÷ñc

�÷a ra bði Caldiroli-Musina trong b i b¡o cõa P. Caldiroli and R. Musina (2000)
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khi mi·n O bà ch°n v  h» sè khu¸ch t¡n σ l  h m khæng ¥m, �o �÷ñc v  câ thº

b¬ng khæng t¤i húu h¤n �iºm. Mët v½ dö �iºn h¼nh l  σ(x) ∼ |x|α, α ∈ (0, 2)

trong tr÷íng hñp mi·n bà ch°n. Ph÷ìng tr¼nh n y câ thº xem l  mæ h¼nh �ìn

gi£n cõa qu¡ tr¼nh khu¸ch t¡n nìtron (�i·u khiºn ph£n hçi cõa ph£n ùng h¤t

nh¥n) (xem R. Dautray and J.L. Lions (1985)). Trong tr÷íng hñp n y u v 

σ t÷ìng ùng ch¿ sü ch£y nìtron v  sü khu¸ch t¡n nìtron. �º nghi¶n cùu lîp

ph÷ìng tr¼nh n y, Caldiroli v  Musina �¢ x²t khæng gian n«ng l÷ñng tü nhi¶n

D1
0(O, σ) �÷ñc �ành ngh¾a l  bê sung �õ cõa C∞0 (O) �èi vîi chu©n

‖u‖D1
0(O,σ) :=

(∫
O
σ(x)|∇u|2dx

)1/2

v  chùng minh mët sè �ành l½ nhóng t÷ìng ùng. Düa tr¶n nhúng k¸t qu£ n y,

�¢ nhi·u k¸t qu£ nghi¶n cùu cõa lîp c¡c ph÷ìng tr¼nh n y nh÷ sau:

• Nghi¶n cùu sü tçn t¤i cõa tªp hót v  c¡c t½nh ch§t cõa tªp hót, c¡c t¡c

gi£ N.I. Karachalios v  N.B. Zographopoulos �¢ nghi¶n cùu sü tçn t¤i

v  d¡ng �i»u ti»m cªn cõa nghi»m b i to¡n Cauchy-Dirichlet �èi vîi lîp

ph÷ìng tr¼nh tr¶n trong tr÷íng hñp �°c bi»t f(u) = −λu+ |u|2γu(0 ≤ γ ≤
2− α

N − 2 + α
), g(x) = 0 (xem N.I. Karachalios and N.B. Zographopoulos

(2005), (2006)).

• Trong c¡c n«m tø 2010 �¸n 2012, c¡c t¡c gi£ C.T. Anh, N. D. B¼nh, T. Q.

B£o v  L.T.Thóy �¢ chùng minh �÷ñc sü tçn t¤i tªp hót to n cöc trong

L2(O) v  L2(RN) v  t½nh trìn cõa tªp hót to n cöc v  sü phö thuëc nûa

li¶n töc tr¶n v  sè h¤ng phi tuy¸n cõa mët sè lîp ph÷ìng tr¼nh parabolic

suy bi¸n nûa tuy¸n t½nh ætænæm tr¶n mi·n bà ch°n v  khæng bà ch°n vîi

sè h¤ng phi tuy¸n ti¶u hao v  t«ng tr÷ðng kiºu �a thùc (xem C.T. Anh,

N.D. Binh and L.T. Thuy (2010), C.T. Anh and L.T. Thuy (2012), C.T.

Anh, T.Q. Bao and L.T.Thuy (2013)).

Trong tr÷íng hñp ng¨u nhi¶n (h(x, t, u) 6= 0) , vîi ph÷ìng tr¼nh parabolic

suy bi¸n ng¨u nhi¶n d¤ng

du+ [− div(σ(x)∇u) + λu]dt = [f(x, u) + g(x)]dt+
m∑
j=1

hj(x)dWj(t), (2)
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n«m 2011, c¡c t¡c gi£ M. Yang v  P.E. Kloeden �¢ chùng minh �÷ñc sü tçn t¤i

tªp hót ng¨u nhi¶n trong L2(O) vîi O l  mët mi·n bà ch°n (xem M. Yang and

P.E. Kloeden (2011)).

Ti¸p theo, mët lîp ph÷ìng tr¼nh d¤ng Navier-Stokes �÷ñc nhi·u nh  to¡n

håc nghi¶n cùu nhi·u trong nhúng n«m g¦n �¥y l  lîp ph÷ìng tr¼nh Navier-
Stokes-Voigt câ d¤ng

d(u− α2∆u) + [−ν∆u+ (u · ∇)u+∇p]dt

= f(x, t)dt+ h(x, t, u)dW (t), x ∈ O, t > 0,

∇ · u = 0, x ∈ O, t > 0, (3)

u(x, t) = 0, x ∈ ∂O, t > 0,

u(x, 0) = u0(x), x ∈ O,

trong �â O l  mët mi·n bà ch°n vîi bi¶n ∂O trìn.

Trong tr÷íng hñp t§t �ành (h(x, t, u) ≡ 0), lîp ph÷ìng tr¼nh n y �÷ñc

giîi thi»u bði A.P. Oskolkov (1973) vîi mæ h¼nh �ëng lüc cõa mët ch§t läng

lo¤i Kelvin-Voigt khæng n²n �÷ñc, nhît, � n hçi (vîi tham sè �°c tr÷ng cho

t½nh � n hçi α). Chó þ r¬ng khi α = 0, h» Navier-Stokes-Voigt trð th nh h»

Navier-Stokes cê �iºn v  khi ν = 0 ta �÷ñc mæ h¼nh Bardina d¤ng �ìn gi£n,

mæ t£ chuyºn �ëng cõa c¡c ch§t läng khæng nhît. V¼ vªy, g¦n �¥y, h» (3) trong

tr÷íng hñp t§t �ành �÷ñc E.S. Titi v  c¡c cëng sü sû döng �º ch½nh quy hâa

ph÷ìng tr¼nh Navier-Stokes, tø �â x§p x¿ h» ph÷ìng tr¼nh n y cho khæng gian

ba chi·u khi α nhä, gióp mæ phäng trüc ti¸p nghi»m cõa h» Navier-Stokes trong

c£ tr÷íng hñp �i·u ki»n bi¶n tu¦n ho n v  bi¶n �i·u ki»n Dirichlet (xem Y. Cao,

E.M. Lunasin and E.S. Titi (2006)). Thüc t¸, mæ h¼nh n y cán �÷ñc gåi l  α−
mæ h¼nh trong cì håc ch§t läng (xem M. Holst, E. Lunasin and G. Tsogtgerel

(2010)).

Khi ngo¤i lüc f khæng phö thuëc v o bi¸n thíi gian, sü tçn t¤i v  t½nh duy

nh§t nghi»m �÷ñc chùng minh �¦u ti¶n bði A.P. Oskolkov (1973). Sau �â, V.

K. Kalantarov �¢ chùng minh sü tçn t¤i v  �¡nh gi¡ sè chi·u cõa tªp hót to n

cöc cõa nûa nhâm sinh bði h» n y (xem V.K. Kalantarov (1986)). G¦n �¥y,
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trong cæng tr¼nh V.K. Kalantarov and E.S. Titi (2009) �¢ ph¡t triºn k¸t qu£

tr¶n, chùng minh �÷ñc t½nh determining modes v  t½nh ch½nh quy Gevrey cõa

tªp hót to n cöc. N«m 2013, c¡c t¡c gi£ C.T. Anh v  P. T. Trang �¢ chùng

minh sü tçn t¤i v  t½nh duy nh§t nghi»m �çng thíi chùng minh sü tçn t¤i tªp

hót lòi trong tr÷íng hñp ngo¤i lüc khæng phö thuëc v o thíi gian (xem C.T.

Anh and P.T. Trang (2013)).

Trong tr÷íng hñp ng¨u nhi¶n (h(x, t, u) 6= 0), n«m 2012, H. Gao v  C.

Sun �¢ chùng minh sü tçn t¤i tªp hót ng¨u nhi¶n v  �¡nh gi¡ sè chi·u Hausdorff

cõa h» ph÷ìng tr¼nh n y vîi nhi¹u ng¨u nhi¶n dW (t) (xem H. Gao and C. Sun

(2012)). N«m 2013, T. Q. B£o �¢ chùng minh t½nh trìn v  t½nh li¶n töc cõa tªp

hót vîi nhi¹u ng¨u nhi¶n h(x)dW (t) (xem T. Q. Bao (2013)).

Mët sè v§n �· m  hi»n nay chóng tæi �¢ v  �ang quan t¥m nghi¶n cùu b i

to¡n n y l :

• Nghi¶n cùu t½nh ên �ành v  ên �ành hâa cõa nghi»m døng b¬ng c¡c nhi¹u

ng¨u nhi¶n ho°c �i·u khiºn ph£n hçi câ gi¡ tr¶n mi·n phò hñp.

• Sü tçn t¤i, t½nh duy nh§t nghi»m v  t½nh ên �ành cõa nghi»m døng

cõa ph÷ìng tr¼nh Navier-Stokes-Voigt ng¨u nhi¶n v  lîp ph÷ìng tr¼nh

parabolic suy bi¸n ng¨u nhi¶n.

Mët h÷îng ph¡t triºn ti¸p cõa h» ph÷ìng tr¼nh Navier-Stokes-Voigt ð tr¶n l 

lîp h» ph÷ìng tr¼nh Kelvin-Voigt-Brinkman-Forchheimer 3 chi·u vîi

O ⊂ R3 v  bi¶n trìn ∂O.

d(u− α2∆u) + [−ν∆u+ (u · ∇)u+ f(x, u) +∇p]dt

= g(x)dt+ h(x, t, u)dW (t), x ∈ O, t > 0,

∇ · u = 0, x ∈ O, t > 0, (4)

u(x, t) = 0, x ∈ ∂O, t > 0,

u(x, 0) = u0(x), x ∈ O,

vîi u = (u1, u2, u3) l  h m vectì vªn tèc, p = p(x, t) l  h m ¡p su§t c¦n t¼m,

ν > 0 l  h» sè nhît, α > 0 l  tham sè �°c tr÷ng cho t½nh � n hçi cõa ch§t

läng, u0 l  vªn tèc ban �¦u, f(x, u) l  h m phi tuy¸n v  h(x, t, u)W (t) l  nhi¹u
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ng¨u nhi¶n trong khæng gian H. Chó þ r¬ng vîi f ≡ 0 ta câ h» ph÷ìng tr¼nh

Navier-Stokes-Voigt ng¨u nhi¶n t÷ìng ùng, v  vîi α = 0 ta câ h» ph÷ìng tr¼nh

Brinkman-Forchheimer (xem V. K. Kalantarov and S. Zelik (2012)). Hìn núa,

trong tr÷íng hñp t§t �ành (vîi h(x, t, u) ≡ 0), b i b¡o cõa C. T. Anh v  P. T.

Trang (xem C.T. Anh and P.T. Trang (2013)) l  cæng tr¼nh nghi¶n cùu �¦u

ti¶n v· b i to¡n (4) v· sü tçn t¤i, t½nh duy nh§t cõa nghi»m y¸u, sü tçn t¤i tªp

hót lòi v  t½nh ên �ành mô cõa nghi»m døng. Mët sè v§n �· m  hi»n nay chóng

tæi �ang quan t¥m nghi¶n cùu b i to¡n n y l :

• Nghi¶n cùu t½nh ên �ành cõa nghi»m døng cõa ph÷ìng tr¼nh t§t �ành.

• Nghi¶n cùu £nh h÷ðng cõa nhi¹u ng¨u nhi¶n l¶n t½nh ên �ành cõa nghi»m

døng cõa ph÷ìng tr¼nh t§t �ành.

MÖC ��CH, �ÈI T×ÑNG V� PH�M VI NGHI�N CÙU

• Möc �½ch luªn ¡n: Nghi¶n cùu sü tçn t¤i v  t½nh ch§t cõa tªp hót ng¨u

nhi¶n, b i to¡n ên �ành v  ên �ành hâa �èi vîi mët sè lîp ph÷ìng tr¼nh �¤o

h m ri¶ng ng¨u nhi¶n xu§t hi»n trong c¡c qu¡ tr¼nh khu¸ch t¡n, truy·n

nhi»t v  trong cì håc ch§t läng.

• �èi t÷ñng nghi¶n cùu: D¡ng �i»u ti»m cªn nghi»m cõa mët lîp ph÷ìng

tr¼nh parabolic suy bi¸n vîi nhi¹u ng¨u nhi¶n; sü tçn t¤i, t½nh duy nh§t

cõa nghi»m, t½nh ên �ành v  ên �ành hâa nghi»m cõa Navier-Stokes-Voigt

ng¨u nhi¶n ba chi·u; t½nh ên �ành cõa nghi»m h» ph÷ìng tr¼nh Kelvin-

Voigt-Brinkman-Forchheimer ng¨u nhi¶n ba chi·u.

• Ph¤m vi nghi¶n cùu: Nghi¶n cùu d¡ng �i»u ti»m cªn b¬ng tªp hót ng¨u

nhi¶n, sü tçn t¤i v  t½nh duy nh§t nghi»m, sü tçn t¤i, t½nh ên �ành cõa

nghi»m døng v  ên �ành hâa nghi»m døng.

• Nëi dung 1: Ph÷ìng tr¼nh parabolic suy bi¸n ng¨u nhi¶n.

Sü tçn t¤i cõa tªp hót ng¨u nhi¶n cõa lîp ph÷ìng tr¼nh n y trong L2(O)

cho h» �ëng lüc ng¨u nhi¶n sinh bði v§n �· (2) �¢ �÷ñc nghi¶n cùu bði P.
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E. Kloeden v  M. Yan n«m 2011. V¼ vªy, ph¤m vi nghi¶n cùu cõa chóng

tæi gçm

� Nghi¶n cùu t½nh trìn cõa tªp hót ng¨u nhi¶n thu �÷ñc trong L2(O).

Cö thº, chóng tæi s³ chùng minh sü tçn t¤i sü tçn t¤i cõa tªp hót ng¨u

nhi¶n trong khæng gian Lp(O) v  D1
0(O, σ), v  c¡c tªp hót n y công

ch½nh l  tªp hót ng¨u nhi¶n thu �÷ñc trong M. Yang v  P.E. Kloeden

(2011) bði v¼ t½nh duy nh§t cõa tªp hót.

� Nghi¶n cùu sü £nh h÷ðng cõa nhi¹u Ito tuy¸n t½nh v  phi tuy¸n �èi

vîi sü ên �ành cõa nghi»m døng cõa b i to¡n (2). Chóng tæi �¢ ch¿ ra

r¬ng mët nhi¹u ng¨u nhi¶n vîi c÷íng �ë �õ lîn s³ ên �ành hâa �÷ñc

nghi»m døng �¢ cho.

• Nëi dung 2: H» ph÷ìng tr¼nh Navier-Stokes-Voigt ng¨u nhi¶n ba
chi·u. Nhúng nëi dung nghi¶n cùu cõa chóng tæi trong ph¦n n y gçm

� Nghi¶n cùu sü tçn t¤i v  t½nh duy nh§t nghi»m,

� Nghi¶n cùu sü ên �ành cõa nghi»m døng bao gçm ên �ành theo ngh¾a

trung b¼nh b¼nh ph÷ìng v  ên �ành h¦u ch­c ch­n,

� Nghi¶n cùu sü ên �ành hâa nghi»m døng b¬ng �i·u khiºn câ gi¡ b¶n

trong mi·n.

• Nëi dung 3: H» ph÷ìng tr¼nh Kelvin-Voigt-Brinkman-Forchheimer
ng¨u nhi¶n ba chi·u. Nhúng nëi dung trong ph¦n n y l  tø k¸t qu£ v·

sü ên �ành cõa nghi»m døng cõa ph÷ìng tr¼nh t§t �ành trong b i b¡o C.T.

Anh and P.T. Trang (2013), chóng tæi nghi¶n cùu sü £nh h÷ðng cõa nhi¹u

ng¨u nhi¶n l¶n t½nh ên �ành cõa nghi»m døng.

PH×ÌNG PH�P NGHI�N CÙU

• �º nghi¶n cùu sü tçn t¤i v  t½nh duy nh§t nghi»m, chóng tæi sû döng c¡c

ph÷ìng ph¡p v  cæng cö cõa gi£i t½ch h m phi tuy¸n: ph÷ìng ph¡p x§p x¿

Galerkin, ph÷ìng ph¡p hëi tö trong gi£i t½ch h m, sû döng c¡c t½nh ch§t

cõa thíi �iºm døng v  c¡c bê �· xû l½ sè h¤ng phi tuy¸n.
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• �º nghi¶n cùu d¡ng �i»u ti»m cªn cõa nghi»m, chóng tæi sû döng c¡c cæng

cö v  ph÷ìng ph¡p cõa l½ thuy¸t h» �ëng lüc ti¶u hao væ h¤n chi·u khæng

ætænæm, cæng thùc Ito vîi c¡c �¡nh gi¡ ti¶n nghi»m v  c¡c ph÷ìng ph¡p

nghi¶n cùu t½nh ên �ành nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh �¤o h m ri¶ng.

C�U TRÓC CÕA LU�N �N

Ngo i ph¦n mð �¦u, k¸t luªn, danh möc c¡c cæng tr¼nh �÷ñc cæng bè v  danh

möc t i li»u tham kh£o, luªn ¡n gçm 4 ch÷ìng:

• Ch÷ìng 1: Ki¸n thùc chu©n bà. Ch÷ìng n y tr¼nh b y c¡c kh¡i ni»m v 

c¡c ki¸n thùc cì sð c¦n thi¸t �÷ñc sû döng trong luªn ¡n.

• Ch÷ìng 2: D¡ng �i»u ti»m cªn nghi»m cõa mët lîp ph÷ìng tr¼nh parabolic

nûa tuy¸n t½nh suy bi¸n ng¨u nhi¶n. Tr¼nh b y c¡c k¸t qu£ v· t½nh trìn

cõa tªp hót ng¨u nhi¶n, sü tçn t¤i, t½nh ên �ành v  ên �ành hâa nghi»m

døng.

• Ch÷ìng 3. D¡ng �i»u ti»m cªn nghi»m cõa h» Navier-Stokes-Voigt ng¨u

nhi¶n. Tr¼nh b y c¡c k¸t qu£ v· sü tçn t¤i v  t½nh duy nh§t nghi»m, sü

tçn t¤i v  t½nh ên �ành cõa nghi»m døng theo b¼nh ph÷ìng trung b¼nh,

h¦u ch­c ch­n, ên �ành hâa nghi»m døng b¬ng �i·u khiºn câ gi¡ b¶n trong

mi·n.

• Ch÷ìng 4. D¡ng �i»u ti»m cªn nghi»m cõa h» Kelvin-Voigt-Brinkman-

Forchheimer ng¨u nhi¶n. Tr¼nh b y c¡c k¸t qu£ v· t½nh ên �ành cõa nghi»m

døng cõa ph÷ìng tr¼nh t§t �ành theo b¼nh ph÷ìng trung b¼nh, h¦u ch­c

ch­n khi câ sü t¡c �ëng cõa nhi¹u ng¨u nhi¶n.
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Ch÷ìng 1

MËT SÈ KI�N THÙC CHU�N BÀ

1.1. C�C KHÆNG GIAN H�M

1.1.1. Khæng gian Sobolev câ trång

Cho O l  mët mi·n bà ch°n trong RN . Gi£ sû α ∈ (0, 2) v  σ : O → R l  h m

�o �÷ñc Lebesgue, khæng ¥m v  thäa m¢n �i·u ki»n sau (xem P. Caldiroli and

R. Musina (2000)):

(Hα) : σ ∈ L1
loc

(O) v  lim inf
x→z

|x− z|−ασ(x) > 0 vîi måi z ∈ O.

Khi �â, khæng gian D1
0(O, σ) l  bê sung �õ cõa khæng gian C∞0 (O) �èi vîi

chu©n

‖u‖σ :=

(∫
O

σ(x)|∇u|2dx
) 1

2

. (1.1)

Khi �â, D1
0(O, σ) l  khæng gian Hilbert vîi t½ch væ h÷îng

((u, v))σ :=

∫
O

σ(x)∇u∇vdx.

1.2. MËT SÈ K�T QU� V� GI�I T�CH NG�U NHI�N TRONG
KHÆNG GIAN HILBERT

1.2.1. Khæng gian h m cõa c¡c qu¡ tr¼nh ng¨u nhi¶n

�ành ngh¾a 1.1. i) K½ hi»u Lp(Ω,Ft,P, L2(0, T ;X)) ( ho°c ta công dòng k½

hi»u LpFt(0, T ;X) trong ngú c£nh (Ω,Ft,P) �÷ñc x¡c �ành) l  khæng gian

t§t c£ c¡c qu¡ tr¼nh ng¨u nhi¶n F ×B([0, T ])− �o �÷ñc u : Ω× [0, T ]→ X

sao cho t÷ìng th½ch vîi bë låc (Ft)t∈[0,T ] v  thäa m¢n

‖u‖2
Lp(Ω,Ft,P,L2(0,T ;X)) := E

(∫ T

0

‖u(t)‖2
Xdt

)p/2
<∞.
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ii) K½ hi»u Lp(Ω,Ft,P, C([0, T ];X)) l  khæng gian t§t c£ c¡c qu¡ tr¼nh {u(t); 0 ≤
t ≤ T} nhªn gi¡ trà trong X, li¶n töc, Ft− �o �÷ñc li¶n töc v  thäa m¢n

‖u‖pLp(Ω,Ft,P,C([0,T ];X)) := E sup
t∈[0,T ]

‖u(t)‖pX <∞.

1.2.2. T½ch ph¥n ng¨u nhi¶n trong khæng gian Hilbert

Vîi K0, H l  c¡c khæng gian Hilbert, ta x²t Φ : [0, T ] × Ω → L2(K0, H) thäa

m¢n c¡c t½nh ch§t sau

• Φ l  �o �÷ñc v  t÷ìng th½ch vîi bë låc Ft;

• Φ l  kh£ t½ch c§p hai theo ngh¾a sau

‖Φ‖2
T ;H := E

∫ T

0

‖Φ(s, ·)‖2
L2(K0,H)ds < +∞. (1.2)

Tø k¸t qu£ v· �ành lþ biºu di¹n qu¡ tr¼nh Wiener trong khæng gian Hilbert,

ta câ �ành ngh¾a t½ch ph¥n ng¨u nhi¶n∫ T

0

Φ(t, ω)dW (t) :=
∞∑
n=1

√
µn

∫ T

0

Φ(t, ω)endWn(t).

1.3. MËT SÈ KH�I NI�M CÌ B�N V� H� �ËNG LÜC NG�U
NHI�N V� T�P HÓT NG�U NHI�N

�ành ngh¾a 1.2. Mët tªp ng¨u nhi¶n {A(ω)}ω∈Ω ∈ D(ω) �÷ñc gåi l  D-tªp
hót ng¨u nhi¶n cõa φ n¸u vîi P-h¦u ch­c ch­n, ω ∈ Ω, ta câ

(i) A(ω) l  compact, v  ¡nh x¤ ω 7→ d(x,A(ω)) l  �o �÷ñc vîi måi x ∈ X;

(ii) {A(ω)}ω∈Ω l  b§t bi¸n, tùc l ,

φ(t, ω,A(ω)) = A(θtω) vîi måi t ≥ 0;

(iii) {A(ω)}ω∈Ω hót måi tªp trong D, tùc l , vîi måi {B(ω)}ω∈Ω ∈ D,

lim
t→∞

distX(φ(t, θ−tω,B(θ−tω)),A(ω)) = 0,

ð �¥y distX l  nûa kho£ng c¡ch Hausdorff trong X,

distX(A,B) = sup
x∈A

inf
y∈B
‖x− y‖X vîi A,B ⊂ X.
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Ch÷ìng 2

D�NG �I�U TI�M C�N NGHI�M CÕA MËT LÎP PH×ÌNG
TR�NH PARABOLIC NÛA TUY�N T�NH SUY BI�N

NG�U NHI�N

Nëi dung cõa ch÷ìng n y �÷ñc vi¸t düa tr¶n c¡c b i b¡o [1, 3] trong Danh möc

cæng tr¼nh khoa håc cõa t¡c gi£ li¶n quan �¸n luªn ¡n.

2.1. T�NH TRÌN CÕA T�P HÓT NG�U NHI�N

2.1.1. �°t b i to¡n

Trong ch÷ìng n y, chóng tæi nghi¶n cùu b i to¡n parabolic nûa tuy¸n t½nh

suy bi¸n ng¨u nhi¶n tr¶n mi·n bà ch°n

du+ [−div(σ(x)∇u) + f(u) + λu]dt = gdt+
m∑
j=1

hjdW
j
t , x ∈ O, t > 0,

u|∂O = 0, t > 0, (2.1)

u|t=0 = u0,

trong �â u0 ∈ L2(O) cho tr÷îc, O ⊂ RN(N ≥ 2) l  mët mi·n bà ch°n vîi bi¶n

trìn, λ > 0, {W j
t }mj=1 l  mët qu¡ tr¼nh Wiener hai ph½a �ëc lªp m chi·u. �º

nghi¶n cùu b i to¡n (2.1), ta gi£ thi¸t:

(Hα) H m σ : O → R l  mët h m �o �÷ñc khæng ¥m thäa m¢n σ ∈ L1
loc

(O) v 

α ∈ (0, 2), lim infx→z |x− z|−ασ(x) > 0 vîi måi z ∈ O;

(F) Sè h¤ng phi tuy¸n f ∈ C1(R,R) ti¶u hao v  t«ng tr÷ðng kiºu �a thùc, tùc

l , câ mët sè p ≥ 2 sao cho vîi måi u ∈ R,

f(u)u ≥ C1|u|p − C2, (2.2)

|f(u)| ≤ C3|u|p−1 + C4, (2.3)

v 

(f(u)− f(v))(u− v) ≥ −`(u− v)2, (2.4)

ð �¥y Ci, i = 1, 2, 3, 4, v  ` l  c¡c h¬ng sè d÷ìng;
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(G) g ∈ L2(O);

(H) C¡c h m hj, j = 1, . . . ,m, thuëc L∞(O)∩Dom(A), vîiAu = −div(σ(x)∇u),

Dom(A) = {u ∈ D1
0(O, σ) : Au ∈ L2(O)}.

Ph²p �êi bi¸n v(t) := u(t) − z(θtω) s³ chuyºn ph÷ìng tr¼nh (2.1) th nh

ph÷ìng tr¼nh sau

vt +Av + f(v + z(θtω)) + λv = g −Az(θtω), (2.5)

vîi gi¡ trà ban �¦u v(x, 0) = v0(ω) = u0 − z(ω) v  Au = −div(σ(x)∇u).

2.1.2. Sü tçn t¤i cõa tªp hót ng¨u nhi¶n trong Lp(O)

M»nh �· 2.1 (Tçn t¤i tªp h§p thö ng¨u nhi¶n trong Lp(O)). Gi£ sû c¡c �i·u

ki»n (Hα) − (F) − (G) − (H) �÷ñc thäa m¢n. �°t B = {B(ω)}ω∈Ω ∈ D v 

u0(ω) ∈ B(ω). Khi �â, cho P-h¦u ch­c ch­n, ω ∈ Ω, tçn t¤i T = T (B,ω) > 0,

vîi måi t ≥ T ,

|u(t, θ−tω, u0(θ−tω))|pp ≤ c(1 + r(ω)).

�°c bi»t, cho ω ∈ Ω, K0(ω) = {u ∈ Lp(O) : |u|pp ≤ c(1 + r(ω))} l  mët tªp h§p

thö ng¨u nhi¶n trong Lp(O) cõa φ.

M»nh �· 2.2. Gi£ sû r¬ng c¡c �i·u ki»n (Hα) − (F) − (G) − (H) �÷ñc thäa

m¢n. �°t B = {B(ω)}ω∈Ω ∈ D, khi �â vîi måi ε > 0 v  ω ∈ Ω, P-h¦u ch­c

ch­n, tçn t¤i h¬ng sè T = T (ε, B, ω) > 0,M = M(ε, B, ω) sao cho∫
O(|u(t,θ−tω,u0(θ−tω))|≥M)

|u(t, θ−tω, u0(θ−tω))|pdx ≤ ε. (2.6)

vîi måi t ≥ T .

Tø M»nh �· 2.1, M»nh �· 2.2 v  �ành l½ 2.10 trong Wenqiang Zhao v 

Yangrong Li (2012), ta câ �ành l½ sau

�ành l½ 2.1. Gi£ sû r¬ng c¡c �i·u ki»n (Hα) − (F) − (G) − (H) �÷ñc thäa

m¢n. Khi �â h» �ëng lüc ng¨u nhi¶n φ sinh ra bði (2.5) câ duy nh§t mët tªp

hót ng¨u nhi¶n {Ap(ω)}ω∈Ω, tªp ng¨u nhi¶n t«ng chªm n y l  compact, b§t

bi¸n cõa Lp(O) hót måi tªp con t«ng chªm ng¨u nhi¶n cõa L2(O). Hìn núa,

Ap(ω) = A(ω), ð �¥y {A(ω)}ω∈Ω l  tªp hót trong L2(O).
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2.1.3. Sü tçn t¤i cõa tªp hót ng¨u nhi¶n trong khæng gian D1
0(O, σ)

Bê �· 2.1. Gi£ sû {B∗(ω)}ω∈Ω l  mët tªp h§p thö ng¨u nhi¶n trong Lp(O) ∩
D1

0(O, σ) t÷ìng ùng vîi h» �ëng lüc ng¨u nhi¶n φ. Khi �â φ l  compact ti»m

cªn lòi vîi ω ∈ Ω,P-h¦u ch­c ch­n, tùc l , {φ(tn, θ−tnω, xn)} l  compact t÷ìng

�èi khi tn → +∞ v  xn ∈ B∗(θ−tnω).

Bê �· 2.2. Vîi méi η > 0, tçn t¤i t0 > 0 v  m ∈ N∗ sao cho

‖(IdD1
0(O,σ) − Pm)v(t, θ−tω, v0(θ−tω))‖2

σ ≤ η,∀t ≥ t0,∀u0(θ−tω) ∈ B∗(θ−tω),

(2.7)

ð �¥y Pm l  mët ph²p chi¸u chu©n t­c tø D1
0(O, σ) v o mët khæng gian con

m-chi·u.

�ành l½ 2.2. Gi£ sû r¬ng c¡c gi£ thi¸t (Hα) − (F) − (G) − (H) �÷ñc thäa

m¢n. Khi �â, h» �ëng lüc ng¨u nhi¶n sinh bði (2.1) câ mët tªp hót ng¨u nhi¶n

compact A = {A(ω)}ω∈Ω trong D1
0(O, σ).

2.2. ÊN �ÀNHHÂANGHI�MDØNGB�NGNHI�U NG�UNHI�N
NH�N T�NH.

Trong möc n y, ta s³ nghi¶n cùu sü £nh h÷ðng cõa nhi¹u Ito �èi vîi sü ên �ành

cõa nghi»m døng cõa ph÷ìng tr¼nh, vîi u0 ∈ L2(O),
du+ [− div(σ(x)∇u) + f(u)]dt = g(x)dt, x ∈ O, t > 0,

u(x, t) = 0, x ∈ ∂O, t > 0,

u(x, 0) = u0(x), x ∈ O.

(2.8)

2.2.1. Sü tçn t¤i v  t½nh ên �ành cõa nghi»m døng cõa ph÷ìng tr¼nh
t§t �ành

�ành ngh¾a 2.1. Mët h m u∗ �÷ñc gåi l  nghi»m døng y¸u cõa b i to¡n (2.8)

n¸u u∗ ∈ D1
0(O, σ) ∩ Lp(O), v ∫

O
σ(x)∇u∗ · ∇ϕdx+

∫
O
f(u∗)ϕdx =

∫
O
g(x)ϕdx

vîi måi h m thû ϕ ∈ D1
0(O, σ) ∩ Lp(O).
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�ành l½ 2.3. Gi£ sû c¡c �i·u ki»n (Hα)− (F)− (G)− (H) �÷ñc thäa m¢n, b i

to¡n (2.8) câ ½t nh§t mët nghi»m døng y¸u u∗. Hìn núa, n¸u

λσ1 > `,

th¼ nghi»m døng u∗ cõa b i to¡n (2.8) l  duy nh§t v  ên �ành mô to n cöc, tùc

l , vîi måi nghi»m y¸u u(t) cõa b i to¡n (2.8), ta câ ÷îc l÷ñng

|u(t)− u∗|22 ≤ |u(0)− u∗|22e−2(λσ1−`)t, ∀t ≥ 0.

2.2.2. Ên �ành hâa nghi»m døng b¬ng nhi¹u ng¨u nhi¶n nh¥n t½nh

Trong möc n y, ta s³ nghi¶n cùu sü ên �ành hâa cõa nghi»m u∗ b¬ng c¡ch sû

döng nhi¹u ng¨u nhi¶n d¤ng h(t, u)dW (t)
du+ [− div(σ(x)∇u) + f(u)]dt = g(x)dt+ h(t, u)dW (t), x ∈ O, t > 0,

u(x, t) = 0, x ∈ ∂O, t > 0,

u(x, 0) = u0(x), x ∈ O.
(2.9)

Ta gi£ sû r¬ng, h(t, ·) : L2(O) → L2(O) câ h(t, u∗) = 0, t÷ìng th½ch vîi bë låc

((Ft)t≥0) v  thäa m¢n c¡c �i·u ki»n

(E1) |h(t, u) − h(t, v)|22 ≤ γ(t)|u − v|22, t > 0, u, v ∈ L2(O), vîi γ(t) l  mët h m

li¶n töc khæng ¥m thäa m¢n

lim sup
t→∞

1

t

∫ t

0

γ(s)ds ≤ γ0, vîi γ0 l  mët h¬ng sè d÷ìng;

(E2) (h(t, u), u − u∗)2 ≥ ρ(t)|u − u∗|42, u ∈ L2(O), vîi ρ(·) l  mët h m li¶n töc

khæng ¥m thäa m¢n

lim inf
t→∞

1

t

∫ t

0

ρ(s)ds ≥ ρ0, vîi ρ0 l  mët h¬ng sè d÷ìng.

Mët v½ dö �ìn gi£n cõa h(t, u) khi thäa m¢n c¡c �i·u ki»n (E1) - (E2) ð ph½a

tr¶n l  h(t, u) = c(u− u∗), c ∈ R.
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�ành l½ 2.4. Gi£ sû r¬ng c¡c �i·u ki»n (Hα)− (F)− (G)− (H) v  (E1)− (E2)

�÷ñc thäa m¢n, n¸u

λσ1 + ρ0 > `+
1

2
γ0, (2.10)

khi �â nghi»m døng u∗ cõa (2.9) l  ên �ành mô to n cöc. Cö thº hìn, vîi méi

nghi»m to n cöc u(t) cõa b i to¡n (2.9), ta câ

lim sup
t→∞

1

t
log |u(t)− u∗|22 ≤ 2`+ γ0 − 2λσ1 − 2ρ0 P-h¦u ch­c ch­n

Nhªn x²t 2.1. Trong tr÷íng hñp nhi¹u ng¨u nhi¶n tuy¸n t½nh h(t, u)dW (t) =

c(u− u∗)dW (t), c ∈ R, �i·u ki»n ên �ành (2.10) trð th nh

λσ1 +
1

2
c2 > `.

Chó þ r¬ng trong tr÷íng hñp t§t �ành, nghi»m døng u∗ câ thº khæng ên �ành

vîi λσ1 ≤ `. V¼ vªy, nhi¹u ng¨u nhi¶n Wiener tuy¸n t½nh �¢ ên �ành hâa nghi»m

døng u∗ vîi ` trong kho£ng
[
λσ1, λσ1 +

1

2
c2
)
. Khi tham sè c c ng lîn th¼ kho£ng

n y s³ d i hìn. Hìn núa, vîi méi ` > 0 cho tr÷îc, ta luæn câ thº chån c �õ lîn

sao cho nghi»m døng u∗ �÷ñc ên �ành.
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Ch÷ìng 3

D�NG �I�U TI�M C�N NGHI�M CÕA H�
NAVIER-STOKES-VOIGT NG�U NHI�N

Nëi dung cõa ch÷ìng n y �÷ñc vi¸t düa tr¶n c¡c b i b¡o [4, 5] trong Danh möc

cæng tr¼nh khoa håc cõa t¡c gi£ li¶n quan �¸n luªn ¡n.

3.1. SÜ TÇN T�I V� T�NH DUY NH�T NGHI�M

3.1.1. �°t b i to¡n

X²t ph÷ìng tr¼nh Navier-Stokes-Voigt ng¨u nhi¶n ba chi·u tr¶n O câ d¤ng sau:

d(u− α2∆u) + [−ν∆u+ (u · ∇)u+∇p]dt

= f(x, t)dt+ h(t, u)dW (t), x ∈ O, t > 0,

∇ · u = 0, x ∈ O, t > 0, (3.1)

u(x, t) = 0, x ∈ ∂O, t > 0,

u(x, 0) = u0(x), x ∈ O,

trong �â W (t) l  mët qu¡ tr¼nh Wiener tr¶n khæng gian x¡c su§t (Ω,F ,P)

v  nhªn gi¡ trà trong khæng gian Hilbert t¡ch �÷ñc K0 := Q1/2K. K½ thi»u

u = (u1, u2, u3), p = p(x, t) t÷ìng ùng l  vectì vªn tèc v  h m ¡p su§t c¦n t¼m,

ν > 0 l  h» sè nhît v  α > 0 l  tham sè �°c tr÷ng cho t½nh � n hçi cõa ch§t

läng, u0 l  vªn tèc ban �¦u v  h(t, u)W (t) l  nhi¹u nh¨u nhi¶n.

C¡c sè h¤ng cõa ph÷ìng tr¼nh (3.1) thäa m¢n c¡c �i·u ki»n sau:

(H1) u0 l  ph¦n tû ng¨u nhi¶n nhªn gi¡ trà trong V , F0−�o �÷ñc thäa m¢n

E‖u0‖4
V <∞;

(H2) f ∈ L2
loc

(R+, V
′);

(H3) h : Ω× [0, T ]× V → L2(K0;H) thäa m¢n

(H3.1) Vîi måi t > 0, u ∈ V, h(t, u) : Ω→ L2(K0;H) l  h m �o �÷ñc.
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(H3.2) Vîi måi u ∈ V , h(·, u) l  Ft qu¡ tr¼nh �o �÷ñc.

(H3.3) Tçn t¤i γ ∈ L∞
loc

(R+), γ(t) ≥ 0, thäa m¢n

‖h(t, u)− h(t, v)‖2
L2(K0;H) ≤ γ(t)‖u− v‖2

V , vîi måi u, v ∈ V, t > 0.

(H3.4) Vîi måi T > 0, ta câ

E
(∫ T

0

‖h(s, 0)‖2
L2(K0;H)ds

)2

<∞.

�ành ngh¾a 3.1. Mët qu¡ tr¼nh ng¨u nhi¶n (u(t))t∈[0,T ] nhªn gi¡ trong V �÷ñc

gåi l  nghi»m trong kho£ng [0, T ] cõa b i to¡n (3.1) n¸u

(1a) u ∈ L2
(
Ω,Ft,P;L2(0, T ;V )

)
; tùc l 

E
(∫ T

0

‖u(s)‖2
V ds

)
<∞.

(1b) Vîi måi t ∈ [0, T ], ph÷ìng tr¼nh sau �óng vîi P-h¦u ch­c ch­n,

(u(t), φ)V +ν

t∫
0

((u, φ))ds+

t∫
0

〈B(u, u), φ〉 ds

=(u0, φ)V +

t∫
0

〈f(s), φ〉 ds+

 t∫
0

h(s, u(s))dW (s), φ

 ,

vîi måi φ ∈ V.

3.1.2. Sü tçn t¤i v  t½nh duy nh§t nghi»m

�ành l½ 3.1. Gi£ sû c¡c �i·u ki»n (H1)-(H3) �÷ñc thäa m¢n. Khi �â, tçn t¤i

duy nh§t mët nghi»m u cõa b i to¡n (3.1), hìn núa,

u ∈ L4 (Ω,Ft,P;C([0, T ];V )) , vîi måi T > 0.

3.2. T�NH ÊN �ÀNH MÔ CÕA NGHI�M DØNG

�º t¼m hiºu v· sü tçn t¤i cõa nghi»m døng, ta gi£ sû r¬ng ngo¤i lüc f trong

ph÷ìng tr¼nh (3.1) khæng phö thuëc v o thíi gian, tùc l  f = f(x). Khi �â gi£

sû (H2) s³ trð th nh

(H2bis) f ∈ V ′.
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3.2.1. Sü tçn t¤i v  t½nh ên �ành cõa nghi»m døng cõa ph÷ìng tr¼nh
Navier-Stokes-Voigt t§t �ành

X²t ph÷ìng tr¼nh Navier-Stokes-Voigt t§t �ành

ut + α2Aut + νAu+B(u, u) = f. (3.2)

�ành ngh¾a 3.2. Mët h m u∗ ∈ V �÷ñc gåi l  nghi»m døng y¸u cõa ph÷ìng

tr¼nh (3.2) n¸u nâ thäa m¢n

ν((u∗, v)) + b(u∗, u∗, v) = 〈f, v〉 , (3.3)

vîi måi h m thû v ∈ V .

�ành l½ 3.2. Gi£ sû f ∈ V ′. Khi �â b i to¡n (3.2) câ ½t nh§t mët nghi»m y¸u

u∗ thäa m¢n

‖u∗‖2 ≤ 1

ν2
‖f‖2

V ′.

Hìn núa, n¸u �i·u ki»n sau �÷ñc thäa m¢n

ν >

√
c0‖f‖V ′λ−1/4

1 , (3.4)

ð �¥y c0 l  h¬ng sè d÷ìng, khi �â nghi»m u∗ l  duy nh§t v  ên �ành mô to n

cöc, tùc l , vîi måi nghi»m y¸u u(t) cõa ph÷ìng tr¼nh Navier-Stokes-Voigt t§t

�ành (3.2), ta câ

‖u(t)− u∗‖V ≤ e−λt‖u(0)− u∗‖2
V , vîi λ > 0 n o �â v  vîi måi t > 0.

3.2.2. Ên �ành mô theo b¼nh ph÷ìng trung b¼nh

Trong möc n y, chóng tæi s³ nghi¶n cùu t½nh ên �ành cõa nghi»m døng u∗,

nghi»m n y công l  mët nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh Navier-Stokes-Voigt (3.1).

�º l m �i·u n y, ta gi£ sû th¶m mët v i �i·u ki»n m¤nh hìn cho h(t, u).

(H3bis): Cho h(t, u∗) = 0 vîi måi t ≥ 0, h thäa m¢n �i·u ki»n (H3), ð
�¥y γ : R+ → R+ l  h m li¶n töc khæng ¥m v  bà ch°n thäa m¢n

lim sup
t→+∞

1

t

∫ t

0

|γ(s)− γ0|ds = 0, vîi γ0 l  mët h¬ng sè cè �ành d÷ìng.
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Chó þ r¬ng tø nhúng gi£ thi¸t n y ta câ u∗ công l  nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh

Navier-Stokes-Voigt ng¨u nhi¶n (3.1).

�ành l½ 3.3. Gi£ sû c¡c �i·u ki»n (H2bis) - (H3bis)�÷ñc thäa m¢n, v  n¸u

ν >

√
c0‖f‖V ′λ−1/4

1 + η2
1 + η1, (3.5)

vîi c0 l  mët h¬ng sè d÷ìng v  η1 =
γ0

4λ1
, khi �â nghi»m b§t k¼ u(t) cõa ph÷ìng

tr¼nh (3.1) hëi tö �¸n nghi»m døng u∗ theo tèc �ë mô cõa b¼nh ph÷ìng trung

b¼nh. Tùc l , tçn t¤i mët sè thüc a > 0 v  T (a) > 0 thäa m¢n

E‖u(t)− u∗‖2
V ≤ E‖u(0)− u∗‖2

V e
−a2 t, vîi måi t ≥ T (a).

3.2.3. Ên �ành mô h¦u ch­c ch­n

�ành l½ 3.4. Gi£ sû c¡c �i·u ki»n (H2bis) - (H3bis) v  (3.5) �÷ñc thäa m¢n,

khi �â måi nghi»m u(t) cõa (3.1) hëi tö �¸n nghi»m døng u∗ theo tèc �ë mô

h¦u ch­c ch­n.

3.3. ÊN �ÀNH HÂA NGHI�M 0 B�NG �I�U KHI�N CÂ GI�
B�N TRONG MI�N

3.3.1. �°t b i to¡n v  mët v i k¸t qu£

X²t O l  mët mi·n bà ch°n thuëc R3 vîi bi¶n trìn ∂O. Ta nghi¶n cùu ph÷ìng

tr¼nh Navier-Stokes-Voigt ng¨u nhi¶n 3 chi·u câ d¤ng

d(u− α2∆u) + [−ν∆u+ (u · ∇)u+∇p]dt

= udW (t) + 1O0
Xdt, x ∈ O, t > 0,

∇ · u = 0 x ∈ O, t > 0,

u(x, t) = 0 x ∈ ∂O, t > 0,

u(x, 0) = u0(x) x ∈ O,

(3.6)

vîi O0 is l  mët tªp con mð cõa O vîi bi¶n trìn, 1O0
l  mët h m �°c tr÷ng

cõa nâ v  u = u(t, x) l  mët �i·u khiºn t÷ìng th½ch vîi bë låc tü nhi¶n {Ft}
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v  W (t) l  mët qu¡ tr¼nh Wiener câ d¤ng

W (t) =
∞∑
j=1

µjej(x)Wj(t), t ≥ 0, ξ ∈ O,

vîi µj l  c¡c sè thüc, {ej}∞j=1 l  mët cì sð trüc chu©n cõa L2(O), {ej} ⊂ C2(O),

v  {Wj}∞j=1 l  mët chuyºn �ëng Brown �ëc lªp trong khæng gian x¡c su§t

{Ω,F ,Ft,P} thäa m¢n
∞∑
j=1

µ2
j |ej|2∞ <∞,

ð �¥y | · |∞ l  k½ hi»u cõa chu©n trong L∞(O).

3.3.2. Sü ên �ành cõa h» ph÷ìng tr¼nh Navier-Stokes-Voigt ng¨u nhi¶n

Trong möc n y, chóng tæi x²t h» ph÷ìng tr¼nh Navier-Stokes-Voigt ng¨u nhi¶n

khæng �i·u khiºn

d(u+ α2Au) + [νAu+Bu]dt = udW (t). (3.7)

Chóng ta th§y r¬ng 0 l  mët nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh (3.7).

�ành l½ 3.5. Gi£ sû �i·u ki»n sau �÷ñc thäa m¢n

νλ1 >
1

2(1 + α2λ1)

∞∑
j=1

µ2
j |ej|2∞. (3.8)

Khi �â vîi méi u0 ∈ V cho tr÷îc, nghi»m u t÷ìng ùng cõa ph÷ìng tr¼nh (3.7)

vîi gi¡ trà ban �¦u u0 hëi tö �¸n 0 theo tèc �ë mô cõa b¼nh ph÷ìng trung b¼nh,

tùc l , tçn t¤i mët sè a > 0 thäa m¢n

E‖u(t)‖2
V ≤ ‖u0‖2

V e
−at, vîi måi t ≥ 0.

3.3.3. Ên �ành hâa b¬ng �i·u khiºn câ gi¡ b¶n trong mi·n

Ta �ành ngh¾a c¡c tªp hñp

O1 = O\O0,

V1 =
{
y ∈ (C∞0 (O1))

3 : ∇ · y = 0
}
.
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K½ hi»u H1 l  bao �âng cõa V1 trong (L2(O))3, v  V1 l  bao �âng V1 trong

(H1
0(O))3, vîi chu©n | · |1 v  ‖ · ‖1, t÷ìng ùng.

�°t A1 l  to¡n tû Stokes �÷ñc �ành ngh¾a tr¶n O1. Ta k½ hi»u λ∗1(O1) l  gi¡

trà ri¶ng �¦u ti¶n cõa to¡n tû A1:

X²t �i·u khiºn câ d¤ng

X = −ηu, η > 0, (3.9)

v  h» �i·u khiºn câ d¤ngd(u+ α2Au) + [νAu+Bu]dt+ ηP (1O0
u)dt = P (udW )

u(0) = u0 ∈ V.

�ành l½ 3.6. Gi£ sû r¬ng

νλ∗1(O1) >
1

2(1 + α2λ1)

∞∑
j=1

µ2
j |ej|2∞. (3.10)

Khi �â, vîi méi u0 ∈ V cho tr÷îc v  η ≥ η0 �õ lîn nh÷ng �ëc lªp vîi u0, nghi»m

t÷ìng ùng u cõa h» �i·u khiºn (3.6) vîi �i·u khiºn (3.9) thäa m¢n

eγtE‖u(t)‖2
V +

∞∫
0

eγsE‖u(s)‖2
V ds ≤ C‖u0‖2

V ,

v 

lim
t→∞

eγt‖u(t)‖2
V = 0,P− h¦u ch­c ch­n , (3.11)

vîi γ > 0, C > 0. �°c bi»t, ph÷ìng tr¼nh (3.6) �÷ñc ên �ành hâa tø O0.

Nhªn x²t 3.1. Tø b§t �¬ng thùc Poincar², ta câ

λ∗1(O1) ≥ C

(
sup
u0∈O1

dist(u0, ∂O)

)−2

.

Do �â λ∗1(O1) câ thº lîn tòy þ n¸u mi·n v nh kh«n O1 = O \ O0 l  �õ mäng.

Nâi chung, �ành l½ 3.6 câ thº nâi r¬ng sü £nh h÷ðng cõa nhi¹u ng¨u nhi¶n trong

(3.6) câ thº �÷ñc bò �­p bði �i·u khiºn câ gi¡ b¶n trong mi·n vîi hé trñ �õ

lîn.
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Ch÷ìng 4

D�NG �I�U TI�M C�N NGHI�M CÕA H� KELVIN - VOIGT
-BRINKMAN - FORCHHEIMER NG�U NHI�N

Nëi dung cõa ch÷ìng n y �÷ñc vi¸t düa tr¶n c¡c b i b¡o [2] trong Danh möc

cæng tr¼nh khoa håc cõa t¡c gi£ li¶n quan �¸n luªn ¡n.

4.1. �°t b i to¡n

Ta x²t h» ph÷ìng tr¼nh Kelvin - Voigt - Brinkman - Forchheimer ng¨u nhi¶n

ba chi·u

d(u− α2∆u) + [−ν∆u+ (u · ∇)u+ f(x, u) +∇p]dt

= g(x)dt+ h(t, u)dW (t), x ∈ O, t > 0,

∇ · u = 0, x ∈ O, t > 0, (4.1)

u(x, t) = 0, x ∈ ∂O, t > 0,

u(x, 0) = u0(x), x ∈ O.

�º nghi¶n cùu b i to¡n tr¶n, ta gi£ thi¸t

(K1) Mi·n O l  mët mi·n R3, thäa m¢n b§t �¯ng thùc Poincar² tùc l , tçn t¤i

mët h¬ng sè λ1 > 0 sao cho ‖φ‖2 ≥ λ1|φ|2,∀φ ∈ H1
0(O).

(K2) f : O × R3 → R3 l  mët h m li¶n töc v  f(x, ·) ∈ C1(R3,R3) thäa m¢n

c¡c �i·u ki»n sau
(1)f(x, u) · u ≥ µ|u|p+1 − ψ1(x),

(2)|f(x, u)| ≤ β|u|p + ψ2(x),

(3)f ′u(x, u)v · v ≥ (−K + κ|u|p−1)|v|2,

vîi ψ1, ψ2 l  c¡c h m khæng ¥m thäa m¢n ψ1 ∈ L1(O), ψ2 ∈ Lp
∗
(O) vîi

p∗ = (p + 1)/p,K, µ, β, κ l  c¡c h¬ng sè d÷ìng, p ≥ 1 v  u · v l  k½ hi»u

t½ch væ h÷îng cõa u v  v trong R3.

(K3) g ∈ V ′.
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4.2. T½nh ên �ành mô cõa nghi»m døng

4.2.1. Ên �ành mô theo b¼nh ph÷ìng trung b¼nh

�ành ngh¾a 4.1. Mët h m u∗ ∈ V ∩ Lp+1(O) �÷ñc gåi l  nghi»m y¸u cõa

ph÷ìng tr¼nh

νAu+B(u, u) + f(x, u) = g, (4.2)

n¸u nâ thäa m¢n

ν((u∗, v)) + b(u∗, u∗, v) +

∫
O
f(x, u∗) · vdx = 〈g, v〉 (4.3)

vîi måi h m thû v ∈ V ∩ Lp+1(O).

�º nghi¶n cùu sü ên �ành cõa nghi»m, chóng ta gi£ sû h(t, u) thäa m¢n �i·u

ki»n (H3.1), (H3.2) v  thäa m¢n th¶m c¡c �i·u ki»n sau:

(K4) h(t, u∗) = 0 vîi måi t ≥ 0, v  ‖h(t, u)‖2
L2(K0;H) ≤ γ(t)|u− u∗|2, t ≥ 0, ð �¥y

γ : R+ → R+ l  mët h m li¶n töc, khæng ¥m v  bà ch°n thäa m¢n

lim sup
t→+∞

1

t

∫ t

0

|γ(s)− γ0|ds = 0, vîi γ0 l  mët h¬ng sè d÷ìng.

Vîi nhúng gi£ thi¸t n y, ta th§y u∗ công l  nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh (4.1).

�ành l½ 4.1. Gi£ sû c¡c �i·u ki»n (K1)− (K4) �÷ñc thäa m¢n v  n¸u

λ1ν > K + Cλ
3/4
1

(
‖g‖2

V ′

ν2
+

2‖ψ1‖L1

ν

)1/2

+
γ0

2
, (4.4)

khi �â nghi»m y¸u u(t) cõa (4.1) s³ hëi tö theo tèc �ë mô �¸n nghi»m døng

u∗ theo ngh¾a b¼nh ph÷ìng trung b¼nh. Tùc l , tçn t¤i mët sè thüc a > 0 v 

T (a) > 0 thäa m¢n

E‖u(t)− u∗‖2
V ≤ E‖u(0)− u∗‖2

V e
−at2 , vîi måi t ≥ T (a).

4.2.2. Ên �ành mô h¦u ch­c ch­n

�ành l½ 4.2. Gi£ sû c¡c �i·u ki»n (K1)− (K4) v  (4.4) �÷ñc thäa m¢n khi �â

nghi»m u(t) cõa (4.1) s³ hëi tö �¸n nghi»m døng u∗ theo tèc �ë mô h¦u ch­c

ch­n.
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K�T LU�N V� KI�N NGHÀ

1. C¡c k¸t qu£ �¤t �÷ñc

1. �èi vîi h» ph÷ìng tr¼nh parabolic nûa tuy¸n t½nh suy bi¸n ng¨u nhi¶n:

Chùng minh �÷ñc sü tçn t¤i cõa tªp hót ng¨u nhi¶n trong khæng gian

Lp(O) v  D1
0(O, σ). Chùng minh �÷ñc sü tçn t¤i v  t½nh ên �ành cõa

nghi»m døng cõa ph÷ìng tr¼nh t§t �ành. Nghi¶n cùu sü £nh h÷ðng cõa

nhi¹u ng¨u nhi¶n tîi t½nh ên �ành cõa nghi»m døng. Tø �â ên �ành hâa

nghi»m døng trong tr÷íng hñp khæng ên �ành.

2. �èi vîi h» ph÷ìng tr¼nh Navier-Stokes-Voigt ng¨u nhi¶n ba chi·u: Chùng

minh �÷ñc sü tçn t¤i v  t½nh duy nh§t nghi»m. Chùng minh �÷ñc sü tçn

t¤i, t½nh duy nh§t v  t½nh ên �ành cõa nghi»m døng trong tr÷íng hñp t§t

�ành. Chùng minh �÷ñc t½nh ên �ành mô cõa nghi»m døng cõa ph÷ìng

tr¼nh t§t �ành theo b¼nh ph÷ìng trung b¼nh v  h¦u ch­c ch­n do sü £nh

h÷ðng cõa nhi¹u nh¨u nhi¶n. Tø �â, ên �ành hâa nghi»m døng b¬ng �i·u

khiºn câ gi¡ b¶n trong mi·n trong mi·n trong tr÷íng hñp khæng ên �ành.

3. �èi vîi h» ph÷ìng tr¼nh Kelvin-Voigt-Brinkman-Forchheimer ng¨u nhi¶n

ba chi·u: Chùng minh �÷ñc t½nh ên �ành theo b¼nh ph÷ìng trung b¼nh v 

ên �ành h¦u ch­c ch­n cõa nghi»m døng cõa ph÷ìng tr¼nh t§t �ành do sü

£nh h÷ðng cõa nhi¹u ng¨u nhi¶n.

2. Ki¸n nghà mët sè v§n �· nghi¶n cùu ti¸p theo

B¶n c¤nh c¡c k¸t qu£ �¢ �¤t �÷ñc trong luªn ¡n, mët sè v§n �· mð c¦n ti¸p

töc nghi¶n cùu nh÷:

• �¡nh gi¡ sè chi·u Hausdorff cõa tªp hót ng¨u nhi¶n cõa h» ph÷ìng tr¼nh

parabolic nûa tuy¸n t½nh.

• Nghi¶n cùu sü hëi tö cõa nghi»m �èi vîi h» ph÷ìng tr¼nh Navier-Stokes-

Voigt ng¨u nhi¶n khi α d¦n �¸n 0.
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