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MG DAU

1. Lich st van dé va li do chon dé tai

Phuong trinh dao hdm riéng ngdu nhién xuat hién nhiéu trong cac quéa trinh
ctia vat 1§, héa hoc va sinh hoc, ching han qua trinh truyén nhiét va khuéch
tan, qua trinh truyén séng trong co hoc chat 16ng, cac moé hinh quan thé trong
sinh hoc khi mé su tadc dong ciia ngoai luc 1a lién tuc vA ngau nhién. Viéc nghién
cttu nhing 16p phuong trinh nay cé ¥ nghia quan trong trong khoa hoc va cong
nghé.

Nhitng van dé dinh tinh co ban dat ra khi nghién citu cAc phuong trinh dao
ham riéng ngau nhién:

e Nghién citu dang diéu tiém can nghiém cta cac hé dong luc ngau nhién
bang cach st dung li thuyét tap hat ngdu nhién. Bai toan co ban cua li
thuyét nay 13 nghién ctu sy ton tai va cac tinh chat ctia tap hat ngau
nhién, chang han tinh tron ctia tap hit.

e Nghién citu sy ton tai va tinh 6n dinh vA 6n dinh héa ciia nghiém ding
ctia hé tat dinh va hé ngiu nhién tuong tng. Nghién cttu su ton tai va tinh

duy nhat nghiém ctia hé phuong trinh dao ham riéeng ngau nhieén.

TONG QUAN VAN DE NGHIEN CUU

Mot trong cac huéng phat trién 16p phuong trinh parabolic 13 16p phuong
trinh dao ham riéng suy bién kiéu Caldiroli-Musina da dudc nghién ctu
nhiéu trong nhitng nam gan day c6 dang

du + [—div(e(x)Vu) + f(u) + Au]dt = gdt + h(z,t,u)dW (t),z € O,t > 0,
ulpo = 0,t >0, (1)
u‘t:() = Uy.

Trong trudng hop tat dinh (h(z,t,u) = 0), 16p phuong trinh nay dugc

dwa ra béi Caldiroli-Musina trong bai béo ctia P. Caldiroli and R. Musina (2000)
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khi mién O bi chin va hé s6 khuéch tan o 13 ham khong am, do duge va cé thé
bang khong tai hitu han diém. Mot vi du dién hinh 1a o(z) ~ |2|*, a € (0,2)
trong trudng hop mién bi chian. Phuong trinh nay cé thé xem 13 mo hinh don
gidn clia qué trinh khuéch tan notron (diéu khién phan hoi ctia phan tng hat
nhan) (xem R. Dautray and J.L. Lions (1985)). Trong truéng hgp nay u va
o tuong tng chi su chdy notron va su khuéch tan notron. Dé nghién citu 16p
phuong trinh nay, Caldiroli va Musina da xét khong gian nang lugng tu nhién
D} (0O, 0) duge dinh nghia 1a bo sung di ctia C§°(O) d6i véi chuan

1/2
[ullpy0.0) = (/@ 0(:6)|Vu\2dx)

va chiing minh mot s6 dinh 1i nhing tuong tng. Dua trén nhitng két qua nay,

da nhiéu két qua nghién citu ctia 16p cac phuong trinh nay nhu sau:

e Nghién cttu sy ton tai ctia tap hut va cac tinh chat cia tap hit, cac tac
gid N.I. Karachalios vd N.B. Zographopoulos da nghién cttu sy ton tai
va dang diéu tiém can clia nghiém bai toan Cauchy-Dirichlet déi véi 16p
phuong trinh trén trong truong hop dic biet f(u) = —Au+ |u|>u(0 < v <
]\[2_;20;04),9(@ = 0 (xem N.I. Karachalios and N.B. Zographopoulos
(2005), (2006)).

e Trong cac nam tit 2010 dén 2012, cac tac gia C.T. Anh, N. D. Binh, T. Q.
Bao va L.T.Thay da ching minh dudce sy ton tai tap hit toan cuc trong
L*(O) va L*(RY) va tinh tron ctia tap htt toan cuc va sy phu thudc nita
lien tuc trén v s6 hang phi tuyén ctia mot s6 16p phuong trinh parabolic
suy bién ntta tuyén tinh 6t6ném trén mién bi chin va khong bi chan véi
s6 hang phi tuyén tiéu hao va tang trudng kiéu da thic (xem C.T. Anh,
N.D. Binh and L.T. Thuy (2010), C.T. Anh and L.T. Thuy (2012), C.T.
Anh, T.Q. Bao and L.T.Thuy (2013)).

Trong trudng hgp ngau nhién (h(z,t,u) # 0) , v6i phuong trinh parabolic

suy bién ngau nhién dang

du + [— div(o(x)Vu) + Muldt = [f(z,u) + g(z)]dt + Z hi(z)dW;(t), (2)
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nam 2011, cac tac gid M. Yang va P.E. Kloeden da chitng minh dugc sy ton tai
tap hit ngdu nhién trong L?(0) v6i O 1a mot mién bi chin (xem M. Yang and
P.E. Kloeden (2011)).

Tiép theo, mot 16p phuong trinh dang Navier-Stokes dugc nhiéu nha toan
hoc nghién citu nhiéu trong nhitng nam gan day 1a 16p phuong trinh Navier-

Stokes-Voigt c6 dang

d(u — o*Au) + [—vAu + (u- V)u + Vp|dt
= f(x,t)dt + h(z,t,u)dW(t),z € O,t > 0,
V-u=0, z€0,t>0, (3)
u(z,t) =0, x€d0,t>0,
u(z,0) = ug(z), =€,

trong d6 O 14 mot mién bi chin véi bien 9O tron.

Trong trudng hop tat dinh (h(z,t,u) = 0), 16p phuong trinh nay dugdc
gi6i thieu bdi A.P. Oskolkov (1973) v6i mo hinh dong lyc clia mot chat long
loai Kelvin-Voigt khong nén dugc, nhét, dan hoi (véi tham sé ddc trung cho
tinh dan hoi ). Chu y rang khi o = 0, hé Navier-Stokes-Voigt tré thanh hé
Navier-Stokes co dién va khi v = 0 ta dugc mo6 hinh Bardina dang don gian,
mo ta chuyén dong ctia cic chéat léng khong nhét. Vi vay, gan day, hé (3) trong
trudng hop tat dinh duge E.S. Titi va cac cong su st dung dé chinh quy héa
phuong trinh Navier-Stokes, tit d6 xap xi hé phuong trinh nay cho khéng gian
ba chiéu khi o nh6, gitip mo phong triic tiép nghiém ctia hé Navier-Stokes trong
cé trudng hgp diéu kién bién tuan hoan va bién diéu kién Dirichlet (xem Y. Cao,
E.M. Lunasin and E.S. Titi (2006)). Thuc té, mo hinh nay con dugc goi 1a a—
mo hinh trong co hoc chat 1ong (xem M. Holst, E. Lunasin and G. Tsogtgerel
(2010)).

Khi ngoai Iuc f khong phu thudc vao bién thoi gian, sy ton tai va tinh duy
nhit nghiém dugc chiing minh dau tién béi A.P. Oskolkov (1973). Sau do, V.
K. Kalantarov da ching minh sy ton tai va danh gia s6 chiéu ctia tap hit toan

cuc clia nia nhém sinh béi he nay (xem V.K. Kalantarov (1986)). Gan day,

3



trong cong trinh V.K. Kalantarov and E.S. Titi (2009) da phat trién két qua
trén, chiing minh dugc tinh determining modes va tinh chinh quy Gevrey cua
tap hiat toan cuc. Nam 2013, cac tac gid C.T. Anh va P. T. Trang da chiing
minh sy ton tai vd tinh duy nhat nghiém dong thoi chiing minh sy ton tai tap
hat lui trong truong hop ngoai luc khong phu thude vao thoi gian (xem C.T.
Anh and P.T. Trang (2013)).

Trong trudng hgp ngau nhién (h(z,t,u) # 0), nam 2012, H. Gao va C.
Sun da ching minh st ton tai tap hiit ngdu nhién va danh gia s6 chiéu Hausdorff
cta hé phuong trinh nay véi nhiéu ngau nhién dW () (xem H. Gao and C. Sun
(2012)). Nam 2013, T. Q. Bao da chiing minh tinh tron va tinh lién tuc cia tap
hit v6i nhiéu ngau nhién h(z)dW (t) (xem T. Q. Bao (2013)).

Mot s6 van dé ma hién nay ching to6i da va dang quan tam nghién citu bai
toan nay la:

e Nghién cttu tinh on dinh va on dinh héa ctia nghiem dimg bang cac nhiéu

ngau nhién hodic diéu khién phan hoi c¢é gia trén mién phu hop.

e Su ton tai, tinh duy nhit nghiém va tinh 6n dinh ctia nghiem ding
cia phuong trinh Navier-Stokes-Voigt ngau nhién va 16p phuong trinh
parabolic suy bién ngau nhién.

Mot huéng phat trien tiép ctia hé phuong trinh Navier-Stokes-Voigt & trén 1a

16p hé phuong trinh Kelvin-Voigt-Brinkman-Forchheimer 3 chiéu véi
O C R? va bién tron 00.

d(u — o*Au) + [—vAu + (u- Vu+ f(z,u) + Vpldt
= g(z)dt + h(z,t,u)dW(t),z € O,t > 0,

V-u=0, z€0,t>0, (4)

u(z,t) =0, x€d0,t>0,

u(z,0) = up(z), =€0,
voi u = (uy,us,uz) 1& ham vecto van toc, p = p(x,t) 1a ham ap suat can tim,
v > 0 1 hée s6 nhét, o > 0 13 tham s6 dic trung cho tinh dan hoi ctia chat
16ng, 1y 14 van téc ban dau, f(z,u) 14 ham phi tuyén va h(x,t,u)W (¢) 1a nhiéu
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ngau nhién trong khong gian H. Cht § rang véi f = 0 ta c¢6 hé phuong trinh
Navier-Stokes-Voigt ngau nhién tuong tng, va véi a = 0 ta c6 hé phuong trinh
Brinkman-Forchheimer (xem V. K. Kalantarov and S. Zelik (2012)). Hon nita,
trong truong hop tat dinh (v6i h(z,t,u) = 0), bai béo cia C. T. Anh va P. T.
Trang (xem C.T. Anh and P.T. Trang (2013)) la cong trinh nghién cttu dau
tien vé bai toan (4) vé su ton tai, tinh duy nhat ctia nghiem yéu, sy ton tai tap
hit i va tinh on dinh mii ctia nghiém ditng. Mot sé van dé ma hién nay chiing

toi dang quan tam nghién cttu bai toan nay la:
e Nghién cttu tinh on dinh ctia nghiém ding ctia phuong trinh tat dinh.

e Nghién citu dnh hudng ctia nhiéu ngiu nhién lén tinh én dinh cla nghiem

dimg ctia phuong trinh tat dinh.

MUC PicH, POI TUONG VA PHAM VI NGHIEN CUU

e Muc dich luan a4n: Nghién cttu su ton tai vd tinh chat ctia tap hit ngau
nhién, bai toan o6n dinh va on dinh héa déi véi mot s6 16p phuong trinh dao
ham riéng ngau nhién xuat hién trong cac qua trinh khuéch tan, truyén

nhiét va trong co hoc chét long.

e D6i tuong nghién ctu: Dang diéu tiém can nghiém ctia mot 16p phuong
trinh parabolic suy bién vé6i nhiéu ngau nhién; su ton tai, tinh duy nhat
ctia nghiém, tinh 6n dinh va on dinh héa nghiém ctia Navier-Stokes-Voigt
ngau nhién ba chiéu; tinh én dinh clia nghiém hé phuong trinh Kelvin-

Voigt-Brinkman-Forchheimer ngiu nhién ba chiéu.

e Pham vi nghién citu: Nghién citu dang diéu tiém can bang tap hat ngau
nhién, su ton tai vd tinh duy nhit nghiém, su ton tai, tinh on dinh cta

nghiém ditng va on dinh héa nghiém dung.

e No6i dung 1: Phuong trinh parabolic suy bién ngau nhién.

Sy ton tai ctia tap hiit ngdu nhién ctia 16p phuong trinh nay trong L2(O)
cho hé dong lyc ngau nhién sinh béi van de da dugc nghién ctu béi P.



E. Kloeden va M. Yan nam 2011. Vi vy, pham vi nghién citu cta chiing

to1 gom

— Nghién cttu tinh tron ctia tap hit ngdu nhién thu duge trong L2(O).
Cu thé, ching toi sé chiing minh su ton tai sy ton tai ctia tap hit ngiu
nhién trong khong gian LP(O) va D{(O, o), va cac tap hit nay cling
chinh Ia tap hat ngau nhién thu dugc trong M. Yang va P.E. Kloeden
(2011) bdi vi tinh duy nhét clia tap ht.

— Nghién citu st &nh hudng ctia nhiéu Ito tuyén tinh va phi tuyén déi
v6i st on dinh ctia nghiém ding ctia bai todn (2). Chung toi da chi ra
rang mot nhidu ngdu nhién véi cudng do du 16n sé on dinh héa dugc

nghiém dung da cho.

e Noi dung 2: Hé phuong trinh Navier-Stokes-Voigt ngau nhién ba

chiéu. Nhitng n6i dung nghién ctu cia chiing t6i trong phan nay gom

— Nghién cttu sy ton tai va tinh duy nhat nghiem,

— Nghién citu sy on dinh ctia nghiém ding bao gom 6n dinh theo nghia
trung binh binh phuong va 6n dinh hau chic chin,

— Nghién ctu sy 6n dinh héa nghiém dimg bang diéu khién cé gia bén

trong mien.

e Noi dung 3: Hé phuong trinh Kelvin-Voigt-Brinkman-Forchheimer
ngau nhién ba chiéu. Nhitng noi dung trong phan nay la tit két qua ve
st on dinh ctia nghiém ding ctia phuong trinh tat dinh trong bai bao C.T.
Anh and P.T. Trang (2013), chung t6i nghién ctu sy &nh hudng ctia nhiéu

ngau nhién lén tinh 6n dinh clia nghiém ding.

PHUONG PHAP NGHIEN cUU

e Dé nghién citu su ton tai va tinh duy nhat nghiém, ching t6i sit dung cac
phuong phap va cong cu cia giai tich ham phi tuyén: phuong phap xap xi
Galerkin, phuong phap hoi tu trong gidi tich ham, st dung cac tinh chat

cia thoi diém dimg va cac bd dé xit li s6 hang phi tuyén.
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e Dé nghién citu dang diéu tiém can ciia nghiém, ching t6i sit dung cac cong
cu va phuong phap cta li thuyét hé dong luc tiéu hao vo han chiéu khong
0tonom, cong thitc Ito v6i cadc danh gia tién nghiém va cac phuong phap

nghién cttu tinh on dinh nghiém ctia phuong trinh dao ham riéng.

CAU TRUC CUA LUAN AN

Ngoai phan md dau, két luan, danh muc cac cong trinh duge cong bé va danh

muc tai lieu tham khéo, luan 4n gom 4 chuong:

o Chuong 1: Kién thic chuan bi. Chuong nay trinh bay cac khai niem v

cac kién thic co s6 can thiét dudce stt dung trong luan an.

o Chuong 2: Dang diéu tiém can nghiém cua mot [dp phuong trinh parabolic
nta tuyén tinh suy bién ngau nhién. Trinh bay cac két qua vé tinh tron
ctia tap htt ngdu nhién, su ton tai, tinh 6n dinh v on dinh héa nghiém

dirng.

e Chuong 3. Dang diéu tiém can nghiém ciua hé Navier-Stokes-Voigt ngau
nhién. Trinh bay cac két qua vé sy ton tai vd tinh duy nhat nghiém, su
ton tai va tinh on dinh ctia nghiém ditng theo binh phuong trung binh,
hau chic chin, on dinh héa nghiém dimg bang diéu khién c6 gia bén trong

mién.

e Chuong 4. Ddang diéu tiém can nghiém cua hé Kelvin-Voigt-Brinkman-
Forchheimer ngau nhién. Trinh bay cac két qua vé tinh on dinh ctia nghiém
ditng ctia phuong trinh tat dinh theo binh phuong trung binh, hau chic

chan khi c6 su tac dong ciia nhiéu ngau nhieén.



Chuong 1

MOT SO KIEN THUC CHUAN BI

1.1. CAC KHONG GIAN HAM

1.1.1. Khong gian Sobolev c6 trong

Cho O 13 mot mién bi chan trong RY. Gia sit a € (0,2) va o : O — R 13 ham
do dugce Lebesgue, khong am va théa man diéu kién sau (xem P. Caldiroli and

R. Musina (2000)):

(Ho) : 0 € L .(O) va liminf |z — 2| “c(x) > 0 véi moi z € O.

T—Zz

Khi dé6, khong gian D(O, o) 1a bo sung di ctia khong gian C5°(O) déi véi

fal = ( | a<x>|w2dx)5. (11)

@)
Khi d6, D}(O, o) 1a khong gian Hilbert v6i tich vo hudng

chuan

(u,v))y := /a(x)Vquda:.
0

1.2. MOT SO KET QUA VE GIAI TiCH NGAU NHIEN TRONG
KHONG GIAN HILBERT

1.2.1. Khong gian ham ctia cac qua trinh ngau nhién

Dinh nghia 1.1. i) Ki hieu L(Q, 7, P, L?(0,T; X)) ( hodc ta cling dung ki
higu L'z (0,T; X) trong ngit canh (2, F;,P) duge xac dinh) la khong gian
tat ca cac qua trinh ngdu nhien F x B([0, T])— do dugc u: Q x [0, 7] — X
sao cho tuong thich véi bo loc (F)seor) va théa man

T p/2
el =B [ Iutolfat) < oo



ii) Kihieu LP(Q, F;, P, C([0, T]; X)) la khong gian tat ca cac qua trinh {u(t); 0 <
t < T} nhan gia tri trong X, lién tuc, F— do dudc lién tuc va théa man

HUHLp (Q,F,P,C([0,T]:X)) "~ E sup [lu(®)[x
t€[0,T)

< OQ.

1.2.2. Tich phan ngiu nhién trong khong gian Hilbert

V6i Ky, H 1a cac khong gian Hilbert, ta xét @ : [0,7] x Q — L*(Ky, H) thda

man cac tinh chat sau
e ¢ |a do dugc va tuong thich véi bo loc Fi;

e ® 13 kha tich cap hai theo nghia sau
T
(91 = B 1905, e, s < oo (1.2

Tt két qua vé dinh 1y biéu dién qua trinh Wiener trong khong gian Hilbert,

ta ¢6 dinh nghia tich phan ngau nhién

/OT (t,w)dW (1) Z\//Tn/ (t, w)endW,(1).

1.3. MOT SO KHAI NIEM CO BAN VE HE DONG LUC NGAU
NHIEN VA TAP HUT NGAU NHIEN

Dinh nghia 1.2. Mot tap ngau nhién {A(w)},ecq € D(w) duge goi la D-tap
hit ngau nhién ctia ¢ néu véi P-hau chic chan, w € ), ta c6
(i) A(w) la compact, va 4nh xa w — d(z, A(w)) 1a do dugc véi moi = € X

(i) {A(w)}oeq 1a bt bién, tic 12,

o(t,w, Alw)) = A(fw) v6i moi t > 0;
(iii) {A(w)}yeq hit moi tap trong D, tic 1a, v6i moi {B(w) }wen € D,

tlgglo distx (¢(t,0_w, B(0_w)), A(w)) = 0,
6 day disty la nita khoang cach Hausdorff trong X,

distx (A, B) = sup inf ||z — y||x véi A, B C X.
rcA YEB



Chuong 2

DANG DIEU TIEM CAN NGHIEM CUA MOT LOP PHUONG
TRINH PARABOLIC NUA TUYEN TiNH SUY BIEN
NGAU NHIEN

Noi dung ctia chuong nay duge viét dya trén cac bai bao [1, 3| trong Danh muc

cong trinh khoa hoc ctia tac gia lién quan dén luan an.

2.1. TEINH TRON CUA TAP HUT NGAU NHIEN

2.1.1. Dit bai toan

Trong chuong ndy, ching t6i nghién citu bai toan parabolic nita tuyén tinh
suy bién ngdu nhién trén mién bi chin
m
du + [—div(o(x)Vu) + f(u) + Muldt = gdt + > h;dW{,z € O,t >0,

j=1
ulpo = 0,t > 0, (2.1)

U|t:0 = Uo,
trong dé uy € L*(O) cho truée, O C RY(N > 2) 1a mot mién bi chin véi bien
tron, A > 0, {Wtj iy la mot qua trinh Wiener hai phia doc lap m chieu. Dé
nghién citu bai toan (2.1)), ta gia thiét:
(Ho) Ham o : O — R 13 mot ham do duge khong am théa méan o € Li. . (O) va
a € (0,2), liminf, ,, |x — 2| (z) > 0 v6i moi z € O;
(F) S6 hang phi tuyén f € C1(R,R) tiéu hao va tang trudng kicu da thic, tic

13, c6 mot s6 p > 2 sao cho véi moi u € R,

fwyu > Cilul” = Cs, (2.2)
[f(w)] < Cslul’™" + Cy, (2.3)
(f(u) = f(0)(u—v) > —(u—v)?, (2.4)

§ day C;,i=1,2,3,4, va £ 1a cac hing s6 duong;

10



(G) g € L*(0);

(H) Cachamh;,j =1,...,m, thuoc L*(O)NDom(A), v6i Au = —div(c(z)Vu),
Dom(A) = {u € D{(0,0) : Au € L*(O)}.

Phép doi bién v(t) = u(t) — z(fw) s& chuyén phuong trinh (2.1) thanh
phuong trinh sau

v+ Av + f(v+ 2(6w)) + dv = g — Az(Ow), (2.5)

véi gid tri ban dau v(z,0) = vo(w) = vy — 2(w) vd& Au = —div(c(z)Vu).

2.1.2. Sy ton tai cuia tap hat ngau nhién trong L?(0O)

Meénh dé 2.1 (Ton tai tap hap thu ngdu nhién trong LP(0)). Gid st cdc diéu
kien (Ha) — (F) — (G) — (H) duodc théa man. Dat B = {B(w)}weq € D va
ug(w) € B(w). Khi dé, cho P-hau chdc chan, w € Q, ton tai T = T(B,w) > 0,
vor mort > T,

|u(t, 0w, up(0_w)) [ < (1 +r(w)).
Dac biét, cho w € Q, Ky(w) = {u € LP(O) : |ulp < ¢(1 +r(w))} la mot tap hap
thu ngau nhién trong LP(O) cia ¢.

Meénh dé 2.2. Gid st ring cdc dieu kién (H,) — (F) — (G) — (H) duoc théa
man. Dit B = {B(w)}ueq € D, khi dé vdi moi € > 0 va w € Q, P-hau chdc
chin, ton tai hang s6 T = T(e, B,w) > 0, M = M (e, B,w) sao cho

/ u(t, 00, ug(0_w)) Pl < c. (2.6)
O(Ju(t,0—tw,ug(0—w))|[>M)

vor mort > T.

Tu Ménh dé , Ménh dé vd Dinh li 2.10 trong Wengiang Zhao va
Yangrong Li (2012), ta c¢6 dinh li sau
Dinh 1i 2.1. Gid st rang cic dieu kién (H,) — (F) — (G) — (H) dudc théa
man. Khi dé hé dong luc ngau nhién ¢ sinh ra bdi c6 duy nhat mot tap
hit ngau nhien {A,(w)}oeq, tdp ngdu nhién tang cham nay la compact, bat
bién cia LP(O) hit moi tdp con tang cham ngau nhién cia L*(O). Hon niia,

Ay (w) = A(w), ¢ day {A(w)}weq la tap hit trong L*(O).
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2.1.3. Sy ton tai cia tap hut ngau nhién trong khong gian D}(O, o)

Bo6 dé 2.1. Gid st {B*(w)}ueq la mot tap hap thu ngdu nhién trong LP(O) N
DY(O, o) tuong ing vdi hé dong hic ngau nhién ¢. Khi dé ¢ la compact tiém
can 11 vd1 w € Q,P-hau chac chin, tic la, {¢(t,,0_s w,z,)} la compact tuong
doi khi t, — 400 va x, € B*(0_; w).

Bé dé 2.2. Vi moin > 0, ton tai to > 0 va m € N* sao cho

[(Idpi(0,0) — Pn)o(t, 0w, vo(0_w))||2 < m, Vit > to, YVuo(0_w) € B*(0_w),
(2.7)
¢ day P, la mot phép chiéu chuan tic tu DL(O, o) vao mot khong gian con
m-chiéu.
Dinh 1i 2.2. Gid st rang cdc gid thiét (Ha) — (F) — (G) — (H) duoc théa
man. Khi dé, hé dong luc ngau nhién sinh bt c6 mot tap hit ngau nhién
compact A = {A(w)}oeq trong D} (O, o).

2.2. ON PINH HOA NGHIEM DUNG BANG NHIEU NGAU NHIEN
NHAN TINH.

Trong muc nay, ta sé nghién citu sy anh huéng ctia nhiéu Ito déi véi sy 6n dinh

cia nghiém dirng ctia phuong trinh, véi ug € L*(O),
(

du + [—div(o(x)Vu) + f(u)ldt = g(z)dt, =€ O,t >0,
§ u(z,t) =0, r € 00,t >0, (2.8)

u(z,0) = ug(x), z e 0.
2.2.1. Su ton tai va tinh on dinh ctia nghiém dimg ctia phuong trinh
tat dinh

Dinh nghia 2.1. M6t ham «* dude goi 1a nghiém ding yéu ctia bai toan (2.8)
néu u* € D{(O,0) N LP(O), va

/ o(x)Vu* - Vdx —l—/ fu*)pdr = / g(x)pdx
o @ @
v6i moi ham thtt p € D}(O,0) N LP(O).
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Dinh 1i 2.3. Gid st cdc dieu kien (H,) — (F) — (G) — (H) dugc théa man, bai

toan (2.8) c6 it nhat mot nghieém dung yéu u*. Hon nia, néu
Aot > f,

thi nghiém dung u* cia bai todn (2.8) la duy nhat va on dinh mi toan cuc, tic
la, vdi moi nghiém yéu u(t) cua bai todn (2.8)), ta cé wdc ligng

u(t) — w2 < |u(0) — u*|2e 2070wt > 0.

2.2.2. On dinh héa nghiém ditng bing nhiéu ngiu nhién nhan tinh

Trong muc nay, ta sé nghién ctu sy on dinh héa clia nghiem u* bing cach st
dung nhiéu ngau nhién dang h(t, u)dW (t)

(du + [—div(o(z)Vu) + f(u)]dt = g(z)dt + h(t,w)dW(t), =€ O,t >0,

§ u(z,t) =0, x e dO,t>0,
u(z,0) = ug(x), z e 0.

“ (2.9)

Ta gid st rang, h(t,-) : L*(O) — L*(O) ¢6 h(t,u*) = 0, tuong thich véi bo loc

((F})¢=0) v thoa man cac diéu kien

(E1) |h(t,u) — h(t,v)3 < v(t)|u —v]3,t > 0,u,v € L*(O), v6i () 1a mot ham
lién tuc khong am thoa man
1 t
lim sup ;/ v(8)ds < 79, v6i 7o 1a mot hang s6 duong;
0

t—00
(E2) (h(t,u),u —u*)® > p(t)|u — u*|3,u € L*(O), v6i p(-) 1a mot ham lien tuc
khong am thoa man

I .
lim inf 2/ p(s)ds > pg, v6i pg 1a mot hang s6 duong.
0

t—00

Mot vi du don gidn cta h(t, u) khi théa man céc diéu kien (E1) - (E2) & phia
trén 1a h(t,u) = c(u — u*),c € R.

13



Dinh 1i 2.4. Gid st rdng cdc dieu kien (H,) — (F) — (G) — (H) va (E1) — (E2)
dudc théa man, néu

1
Aot + po > L+ 570 (2.10)

khi d6 nghiém dimg u* cia (2.9) la on dinh mi toan cuc. Cu thé hon, véi moi
nghiém toan cuc u(t) cia bai toan (2.9), ta co
1 . , ;
lim sup n log |u(t) — u*|5 < 204+ 49 — 2X1 — 2p0  P-hau chdc chdn

t—00
Nhan xét 2.1. Trong trudng hgp nhiéu ngdu nhién tuyén tinh A(t, u)dW (t) =
c(u —u*)dW (t),c € R, diéu kién on dinh (2.10) tré thanh

1
A1 + §c2 > /.

Chi ¥ rang trong trudng hgp tat dinh, nghiém ditng u* c6 thé khong 6n dinh
v6i A\y1 < €. Vivay, nhiéu ngdu nhién Wiener tuyén tinh da 6n dinh héa nghiém
dimg u* v6i ¢ trong khodng [)\01, Aol + %CQ). Khi tham s6 ¢ cang 16n thi khoang
nay sé dai hon. Hon nita, v6i méi ¢ > 0 cho trudc, ta luon cé thé chon ¢ du 16n

sao cho nghiem dimg v* dugc 6n dinh.
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Chuong 3

DANG DIEU TIEM CAN NGHIEM CUA HE
NAVIER-STOKES-VOIGT NGAU NHIEN

No6i dung ctia chuong nay dugc viét dya trén cac bai bao [4, 5] trong Danh muc

cong trinh khoa hoc ctia tac gia lién quan dén luan an.

3.1. SU TON TAI VA TIiNH DUY NHAT NGHIEM

3.1.1. Dt bai toan
Xét phuong trinh Navier-Stokes-Voigt ngau nhién ba chiéu trén O c6 dang sau:

d(u — o*Au) + [~vAu + (u - V)u + Vp|dt
= f(z,t)dt + h(t,u)dW(t),xz € O,t > 0,
V-u=0, ze€0,t>0, (3.1)
u(z,t) =0, x€d0,t>0,
u(z,0) =ug(x), x€O,

trong d6 W (t) 1a mot qua trinh Wiener trén khong gian xac suat (Q, F,P)
va nhan gia tri trong khong gian Hilbert tach duge K, := QV?K. Ki thieu
u = (u1, uz, uz), p = p(x,t) tuong ting 1a vecto van toc va ham ap suat can tim,
v > 0 13 hé s6 nh6t va o > 0 1a tham sé dic trung cho tinh dan hoi ctia chat
16ng, ug 1a van toc ban dau va h(t, w)W (t) 14 nhiéu nhau nhien.

Céc s6 hang cia phuong trinh (3.1)) théa man cac diéu kién sau:

(H1) uo la phan tit ngdu nhién nhan gia tri trong V, Fy—do dugc théa man
ElJully < oo;
(H2) f S L%oc(R-H V/)a

(H3) h: Q x [0,T] x V — L*(Ko; H) théa man

(H3.1) Véi moi t > 0,u € V,h(t,u) : Q@ — L*(Ko; H) 1a ham do dugc.
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(H3.2) V6i moi w € V, h(-,u) 1a F; qua trinh do dugc.
(H3.3) Ton tai v € L°.(Ry),v(t) > 0, théa man

loc

|h(t,u) — h(t,v)H%g(Ko;H) <y |lu—v|}, v6i moiu,v € V,t > 0.

(H3.4) V6i moi T > 0, ta ¢6
2

T
B ([ I 0lfmds) < oo
Dinh nghia 3.1. Mot qué trinh ngau nhién (u(t))te[O’T] nhan gia trong V' dugc
goi 1a nghiém trong khoang [0, 7] ctia bai toan (3.1)) néu

(la) uw € L? (Q, F, Py L*(0,T;V)); tic la

E (/OT lu(s) % ds) < 0.

(1b) Véi moi t € [0, 7], phuong trinh sau ding v6i P-hau chic chian,

4 t

(u(t). &)y +v / ((u, 9))ds + / (Blu,u), 6) ds

0
t

w0y + [ (1)) ds+ | [ hisu(e)dw ()6

0

véi moi ¢ € V.

3.1.2. Su ton tai va tinh duy nhit nghiém

Dinh 1i 3.1. Gid st cdc diéu kien (H1)-(H3) dugc théa man. Khi dé, ton tai
duy nhat mot nghiém u cia bai todn (3.1), hon nia,

uw € L (Q,F,P;C([0,T);V)), wvdimoiT > 0.

3.2. TINH ON DINH MU CUA NGHIEM DUNG

Dé tim hiéu vé su ton tai ctia nghiém dimg, ta gid st ring ngoai luc f trong
phuong trinh khong phu thudc vao thai gian, tic 1a f = f(z). Khi d6 giad
st (H2) sé trd thanh

(H2bis) fe V'
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3.2.1. Sy ton tai va tinh 6n dinh ctia nghiém ditng ctia phudng trinh
Navier-Stokes-Voigt tat dinh

Xét phuong trinh Navier-Stokes-Voigt tat dinh
w + o Aug + vAu + B(u,u) = f. (3.2)

Dinh nghia 3.2. Mot ham u* € V dugc goi 1a nghiém ditng yéu ctia phuong
trinh (3.2) néu n6 théa man

v((u*,v)) + b(u*,u*,v) = (f,v), (3.3)
v6l mol ham thav e V.

Dinh 1i 3.2. Gid st f € V'. Khi dé bai todn (3.2) cé it nhat mot nghiém yéu
u* thoa man

1
lwl* < lI£1lv-

Hon nta, néu diéu kién sau dude théa man

v > el flvar (3.4)

-

d day co la hing s6 duong, khi dé nghiem u* la duy nhat va on dinh mad toan
cuc, tic la, véi moi nghiem yéu u(t) cia phuong trinh Navier-Stokes-Voigt tat

dinh (3.2)), ta co

[u(t) — u*|ly < e M|u(0) —u*||3,  wvdi A >0 nao dé va vdi moit > 0.

3.2.2. On dinh mai theo binh phuong trung binh

Trong muc nay, ching téi sé nghién citu tinh on dinh ctia nghiém ding u*,
nghiém nay ciing 14 mot nghiém cia phuong trinh Navier-Stokes-Voigt ({3.1)).

Dé lam diéu nay, ta gid st thém mot vai diéu kién manh hon cho h(t, u).

(H3bis): Cho h(t,u*) = 0 v6i moi ¢ > 0, h théa man diéu kien (H3), 6

day v : R™ — R* la ham lién tuc khong am va bi chan théa man

1/ S
lim sup 2/ 17(s) — Yo|ds = 0, v6i 49 1a mdt hing s6 ¢d dinh duong.
0

t—400

17



Chi y rang tit nhiing gia thiét nay ta c6 v* ciing 1a nghiém clia phuong trinh
Navier-Stokes-Voigt ngdu nhién ({3.1)).

Dinh Ii 3.3. Gid st cdc diéeu kien (H2bis) - (H3bis)dudc théa man, va néu

v > \ell A+ +m, (3.5)

vdi ¢y la mot hang so duong va n; = ZTO’ khi dé nghiem bat ki u(t) cia phuong
1
trinh (3.1) hoi tu dén nghiém dung u* theo toc do mi cia binh phuong trung

binh. Tic la, ton tai mot so thuc a > 0 va T(a) > 0 thoa man

E|u(t) — u*||? <E[|u(0) — u*||3e" 2, wvdi moit > T(a).

3.2.3. 6n dinh ma hau chic chin
Dinh 1i 3.4. Gid su cdc dieu kien (H2bis) - (H3bis) va (3.5) duogc théa man,

khi dé moi nghiem u(t) cia (3.1) hoi tu dén nghieém dung u* theo toc do mad

hau chac chan.

3.3. ON DPINH HOA NGHIEM 0 BANG DPIEU KHIEN CO GIA
BEN TRONG MIEN

3.3.1. Dat bai toan va mot vai két qua

Xét O 1a mot mién bi chan thusc R? vé6i bién tron 0O. Ta nghién ctu phuong
trinh Navier-Stokes-Voigt ngiu nhién 3 chiéu cé dang

(

d(u — @?Au) + [-vAu+ (u-V)u+ Vpldt
— wdW(t) + 1o, Xdt, =€ O,t>0,

sV-u=0 x €O, t>0, (3.6)
u(z,t) =0 x € 00,t >0,
u(z,0) = up(x) z € O,

v6i Op is la moét tap con md cua O véi bién tron, 1p, la mét ham dac trung

clia n6 va u = u(t,z) 1a mot didu khién tuong thich véi bo loc tur nhien {F;}
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va W (t) la mot qué trinh Wiener c¢6 dang
W(t) = piej(@)W;(t), t>0,¢ €0,
j=1

v6i 1 1a cac s6 thue, {e;}32; 1a mot o s6 trie chuan ciia L*(0), {e;} € C*(0),
va {W;}22; la mot chuyén dong Brown doc lap trong khong gian x4c suit
{Q, F, F;,P} théa man

0
> pdlesl < oo,
j=1

6 day | - |« 1a ki higu ctia chuan trong L>(0).

3.3.2. Su 6n dinh ctia hé phuong trinh Navier-Stokes-Voigt ngiu nhién

Trong muc nay, ching toi xét hé phuong trinh Navier-Stokes-Voigt ngau nhién
khong diéu khién

d(u + o*Au) + [vAu + Buldt = udW (). (3.7)
Chiing ta thiy rdng 0 13 mot nghiém ctia phuong trinh (3.7)).

Dinh 1i 3.5. Gid st diéu kién sau dudc théa man

1 o0
Al > —— 2leq]? . 3.8
g S =z

Khi d6 véi moi uy € V' cho trude, nghiém u tuong dng cia phuong trinh (3.7)
vdi gid tri ban dav ug hoi tu dén 0 theo toc do ma cia binh phuong trung binh,

tigc la, ton tai mot so a > 0 théa man

Ellu(®)|3 < |luolli-e™,  wdi moit > 0.

3.3.3. On dinh héa bang diéu khién cé gia bén trong mién
Ta dinh nghia cac tap hop

01 = 0\O,,
Vi ={ye(C&FO))°: V-y=0}.
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Ki hiéu H; la bao déng ctia V; trong (L*(0))?, va V; 1a bao déng V; trong
(H}(0))3, v6i chuan |- |; va || - ||1, tuong tng.

Dat A; 1a toan tit Stokes duge dinh nghia trén O;. Ta ki hieu A\j(O;) la gia
tri rieng dau tién clia toan ti Aj:

Xét diéu khién c6 dang
X =—nu, n >0, (3.9)
va hé diéu khién c6 dang

d(u + o@?Au) + [vAu + Buldt + nP(1p,u)dt = P(udW)
U(O) =wug € V.

Dinh 1i 3.6. Gid si rang
1 o
MN(O)) > —— 2leq]? . 3.10

Khi do, vdi moiug € V' cho trudc van > ng du ldn nhung doc lap vdi uy, nghiém
twong ung u cia hé dieu khién (3.6) vdi dieu khien (3.9) théa man

SEJJu(t)|f% + / S Ellu(s)|2ds < Clluoll?
0
Va4
tlim e’ ||lu(t)||} = 0,P — hdu chdc chan (3.11)
— 00

vdi v > 0,C > 0. Ddc biet, phuong trinh (3.6) dudc on dinh héa tu O.

Nhan xét 3.1. Tu bat ding thic Poincaré, ta c6

—2
A(O) >C < sup dist(u0,80)> :

uo€01
Do dé A\i(O;) c6 thé lén tuy ¥ néu mién vanh khan O; = O\ Oy 1a dit méng.
Né6i chung, Dinh 1i[3.6|c6 thé néi ring su anh hudéng ctia nhidu ngiu nhién trong
(3.6) c6 thé dugc b dip bdi diéu khieén cé gia bén trong mién v6i hé trg du
16n.
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Chuong 4

DANG DIEU TIEM CAN NGHIEM CUA HE KELVIN - VOIGT

-BRINKMAN - FORCHHEIMER NGAU NHIEN

No6i dung ctia chuong nay dugc viét dya trén cac bai bao [2] trong Danh muc

cong trinh khoa hoc ctia tac gia lién quan dén luan an.

4.1. Dat bai toan

Ta xét hé phuong trinh Kelvin - Voigt - Brinkman - Forchheimer ngau nhién

ba chieu

d(u — o*Au) + [—vAu + (u- Vu+ f(z,u) + Vpldt
= g(x)dt + h(t,uw)dW(t),z € O,t > 0,

V-u=0, z€0O,t>0,

u(z,t) =0, x€d0,t>0,

u(z,0) =ug(x), x€O.

Dé nghién citu bai toan trén, ta gia thiét

(K1) Mién O 1a mot mién R3) thda man bat dang thiic Poincaré tic 13, ton tai

mot hing s6 A\; > 0 sao cho ||¢]|*> > \|¢|%, Vo € HE(O).

(K2) f: O xR? — R31a mot ham lién tuc va f(z,-) € CH(R? R?) théa man

cac dieu kién sau
)

(D f(@,w) - u > pluf™ =i (),
Y @ (2, w)| < Blulf’ + ¥a(),
B)fula,u)v-v = (=K + Kluf~H)v]?,

\

v6i 11,109 13 cdc ham khong am théa man ¢, € LY(O), s € LP'(O) véi
p* = (p+1)/p, K, B3,k 1a cac hang s6 duong, p > 1 va u - v 1a ki hiéu

tich vo huéng clia u va v trong R3.
(K3) g V",
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4.2. Tinh 6n dinh mii ctia nghiém dimg

4.2.1. On dinh mai theo binh phuong trung binh

Dinh nghia 4.1. Mot ham v* € V N LPTHO) duge goi 1a nghiém yéu cla
phuong trinh
vAu+ B(u,u) + f(z,u) =g, (4.2)
néu né théa man
(o) 4 b0 + [ fa) - ode = (g.0) (43
o

v6i moi ham thtt v € V N LPH(O).

Dé nghién citu sy 6n dinh ctia nghiém, chiing ta gia s h(t,u) théa man diéu

kien (H3.1), (H3.2) va théa man them cac diéu kién sau:

(K4) h(t,u*) =0 v6i moi t > 0, va

|h(t,u)”%2(Ko;H) < y(t)|u— U*P,t > 0, 6 day

~v:RT — R* 14 mot ham lién tuc, khong am va bi chin théa man

I .
lim sup ;/ |7(s) — Yo0|ds = 0, v6i 49 1a mot hing s6 duong,.
0

t—+00
V6i nhitng gia thiét nay, ta thay u* cling 1a nghiém ctia phuong trinh (4.1]).

Dinh li 4.1. Gid st cdc diéu kien (K1) — (K4) dugc théa man va néu

2/ 2 L 1/2

1?2 v 27

khi dé nghiem yéu u(t) cia (4.1) sé hoi tu theo toc do mi dén nghiém ding
u* theo nghia binh phuong trung binh. Tic la, ton tai mot so thuc a > 0 va
T(a) > 0 théa man

at

Ellu(t) — u*|3 < E||lu(0) —u*||Fe 2, wdi moit > T(a).

4.2.2. On dinh mii hau chic chan

Dinh 1i 4.2. Gid su cic dieu kien (K1) — (K4) va (4.4) dudc théa man khi dé
nghiem u(t) cia ([4.1) sé hoi tu dén nghiém ding u* theo toc do md hau chdc

chdn.
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KET LUAN VA KIEN NGHI

1. Cac két qua dat dudgc

1. D61 v6i hé phuong trinh parabolic nita tuyén tinh suy bién ngdu nhién:
Chitng minh dugdc sy ton tai clia tap hat ngdu nhién trong khong gian
LP(O) va D}(0O,0). Ching minh duge sy ton tai vd tinh on dinh cia
nghiém ding ctia phuong trinh tat dinh. Nghién cttu sy anh huéng cia
nhiéu ngdu nhién t6i tinh én dinh ctia nghiém dimg. T dé én dinh héa

nghiém ding trong truong hop khong on dinh.

2. D6i v6i hé phuong trinh Navier-Stokes-Voigt ngau nhién ba chiéu: Ching
minh dugdc sy ton tai vd tinh duy nhat nghiém. Chiing minh dugc sy ton
tai, tinh duy nhat va tinh 6n dinh ctia nghiém diing trong truong hop tat
dinh. Chitng minh dudc tinh 6n dinh mil ctia nghiém ding ctia phuong
trinh tat dinh theo binh phuong trung binh va hau chic chin do sy anh
huwéng ctia nhiéu nhau nhién. Tit d6, on dinh héa nghiém dimg bang diéu

khién c6 giad bén trong mién trong mién trong trusng hop khong on dinh.

3. D6i v6i he phuong trinh Kelvin-Voigt-Brinkman-Forchheimer ngau nhiéen
ba chi¢u: Chting minh dudc tinh 6n dinh theo binh phuong trung binh vi
on dinh hau chic chan ctia nghiém dimg ctia phuong trinh tat dinh do su

anh huéng cua nhiéu ngau nhién.

2. Kién nghi mot sé6 van dé nghién ciu tiép theo
Bén canh cac két qua da dat dugc trong luan an, mot s6 van dé md can tiép
tuc nghién cttu nhu:

e Danh gia s6 chieu Hausdorff ciia tap hat ngiu nhién ctia hé phuong trinh

parabolic ntta tuyén tinh.

e Nghién cttu sy hoi tu ctia nghiém déi v6i hé phuong trinh Navier-Stokes-

Voigt ngau nhién khi o dan dén 0.

23



DANH MUC CONG TRINH KHOA HOC CUA TAC GIA
LIEN QUAN DEN LUAN AN

1. C.T. Anh, T.Q. Bao and N.V. Thanh (2012), Regularity of random at-
tractors for stochastic semilinear degenerate parabolic equations, Elect. J.

Differential Equations, No. 207, 22 pp.

2. C.T. Anh and N.V. Thanh (2016), Asymptotic behavior of the stochastic
Kelvin-Voigt-Brinkman-Forchheimer equations, Stoch. Anal. Appl., 34 no.
3, 441-455

3. C.T. Anh and N.V. Thanh (2016), Stabilization of a class of semilinear
degenerate parabolic equations by Ito noise, Random Oper. Stoch. Equ.,

24, no. 3, 147-155.

4. C.T. Anh and N.V. Thanh (2018), On the existence and long-time behavior
of solutions to stochastic three-dimensional Navier-Stokes-Voigt equations.

Stochastics, (2018), accepted.

5. N.V. Thanh (2018), Internal stabilization of stochastic 3D Navier-Stokes-
Voigt equations with linearly multiplicative Gaussian noise, submitted to

Random Oper. Stoch. Equ.
Cac két qua cua luan an da dudc bao cio tai:

e Xémina cia Bo mon Giai tich, Khoa Toan-Tin, Truéng Dai hoc Su pham
Ha Noi;

e Xemina tai Vien NCCC vé Toan, Ha Noi, 21/12/2017;

e Hoi nghi toan qubc lan thit V, “Xac suat — Thong ké: nghién citu, ting dung
va gidng day”, Da Nang, 23-25/5/2015;

e Hoi nghi toan hoc toan qudc lan thi 10, Nha Trang, 14-18/8/2018.

24



	MỞ ĐẦU
	1. Lịch sử vấn đề và lí do chọn đề tài
	6. Cấu trúc của luận án

	MỘT SỐ KIẾN THỨC CHUẨN BỊ
	 CÁC KHÔNG GIAN HÀM
	Không gian Sobolev có trọng 

	MỘT SỐ KẾT QUẢ VỀ GIẢI TÍCH NGẪU NHIÊN TRONG KHÔNG GIAN HILBERT 
	Không gian hàm của các quá trình ngẫu nhiên
	Tích phân ngẫu nhiên trong không gian Hilbert

	MỘT SỐ KHÁI NIỆM CƠ BẢN VỀ HỆ ĐỘNG LỰC NGẪU NHIÊN VÀ TẬP HÚT NGẪU NHIÊN

	DÁNG ĐIỆU TIỆM CẬN NGHIỆM CỦA MỘT LỚP PHƯƠNG TRÌNH PARABOLIC NỬA TUYẾN TÍNH SUY BIẾN NGẪU NHIÊN
	TÍNH TRƠN CỦA TẬP HÚT NGẪU NHIÊN
	Đặt bài toán
	Sự tồn tại của tập hút ngẫu nhiên trong Lp(O)
	Sự tồn tại của tập hút ngẫu nhiên trong không gian D01(O, )

	ỔN ĐỊNH HÓA NGHIỆM DỪNG BẰNG NHIỄU NGẪU NHIÊN NHÂN TÍNH.
	Sự tồn tại và tính ổn định của nghiệm dừng của phương trình tất định
	Ổn định hóa nghiệm dừng bằng nhiễu ngẫu nhiên nhân tính


	DÁNG ĐIỆU TIỆM CẬN NGHIỆM CỦA HỆ NAVIER-STOKES-VOIGT NGẪU NHIÊN
	SỰ TỒN TẠI VÀ TÍNH DUY NHẤT NGHIỆM
	Đặt bài toán
	Sự tồn tại và tính duy nhất nghiệm

	TÍNH ỔN ĐỊNH MŨ CỦA NGHIỆM DỪNG
	Sự tồn tại và tính ổn định của nghiệm dừng của phương trình Navier-Stokes-Voigt tất định
	Ổn định mũ theo bình phương trung bình
	Ổn định mũ hầu chắc chắn

	ỔN ĐỊNH HÓA NGHIỆM 0 BẰNG ĐIỀU KHIỂN CÓ GIÁ BÊN TRONG MIỀN
	Đặt bài toán và một vài kết quả
	Sự ổn định của hệ phương trình Navier-Stokes-Voigt ngẫu nhiên 
	Ổn định hóa bằng điều khiển có giá bên trong miền


	 DÁNG ĐIỆU TIỆM CẬN NGHIỆM CỦA HỆ KELVIN - VOIGT -BRINKMAN - FORCHHEIMER NGẪU NHIÊN
	 Đặt bài toán
	Tính ổn định mũ của nghiệm dừng
	Ổn định mũ theo bình phương trung bình
	Ổn định mũ hầu chắc chắn


	KẾT LUẬN VÀ KIẾN NGHỊ
	DANH MỤC CÔNG TRÌNH KHOA HỌC CỦA TÁC GIẢ

