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GIOI THIEU

1. Li do lwa chon dé tai

Cac dinh 1y hoi tu 1a mot trong nhitng nén tang quan trong ciia ly thuyét xac suat,
déng vai tro then chét trong nhiéu linh vyc khoa hoc va ting dung thuyc tién. Ching
duge xem 1a nhitng vien ngoc ciia Iy thuyét xac suat béi cac dinh 1y nay khong chi 1a
cong cu nghién citu 1y thuyét ma con 1a co s6 cho cac tng dung trong thong ké sinh
hoc, v hoc, kinh té va nhicéu nganh khac. Dac biet, Luat s6 16n 1a mot trong nhing
dinh 1y hoi tu noi bat nhéat, lien quan dén su hoi tu clia trung binh méau. Noi dung nay
duge xay dung va phat trién béi cac nha toan hoc vi dai nhu Kolmogorov, Khinchin,
Chebyshev va nhicu tac gid khac. Khi nghién citu cac dinh 1y giéi han dang luat s6
16n, nhieu dang hoi tu da dudc xét: hoi tu theo xéc suat, hoi tu hau chic chan, hoi
tu day da. Luat yéu sb 16n (dinh 1y hoi tu theo xac suét) duge Bernoulli thiét lap
nam 1713. Sau do, két qua nay ducc Poisson, Chebyshev, Markov, Liapunov mé rong.
Tuy nhién, phai dén nam 1909 dinh 1y hoi tu hau chic chan (Luat manh s6 16n) méi
dugc Borel phat hién. Tiép dén, Kolmogorov da phat trien két qua ctia Borel vio nam
1926, thuong goi 1a Luat s6 16n Kolmogorov. Dong thoi, Kolmogorov ciing chi ra rang:
Néu {X, X,,,n > 1} 13 mot day bién ngau nhién doc 1ap ciing phan phoi thi diéu kién
can va da dé % hoi tu hau chic chan vé 0 1a momen tuyét déi cap mot hitu han
E|X| < oo, trong d6 S, = > | Xi, EX = pu. Marcinkiewicz va Zygmund da mé rong két
qué nay (thuong goi 1a Luat s6 16n dang Marcinkiewicz-Zygmund) véi momen bac cao
hon. Nam 1947, Hsu va Robbins da dua ra khai niem hoi tu day du, két hop véi Bo dé
Borel-Cantelli, sy hoi tu day da suy ra sy hoi tu hau chic chian, nhung diéu ngudc lai
khong phai lic nao ciing ding. Vay dudi nhitmg diéu kien nao thi 22" hoi tu day di
ve 07 Truong hop {X, X,,,n > 1} 13 mot day bién ngau nhién doc lap cing phan phoi,
Hsu va Robbins da chi ra diéu kién du 1a EX? < oo va sau d6 Erdos da chi ra chieu
ngudc lai. Nhom tac gid Baum va Katz tiép tuc md rong két qua Hsu-Robbins-Erdos
cho day bién ngau nhién doc lap cing phan phéi dé dua ra téc do hoi tu cho Luat
manh s6 16n Marcinkiewicz-Zygmund thong qua sy hoi tu day dua: Véir > 1,1 <p < 2,
EX =0 va E|X|"P < oo khi va chi khi

0

ZnT_QP(|Sn —np| > anl/p) < oo V6l moie > 0.

n=1
Cac két qua nay tiép tuc dudec mé rong theo cac huéng khac nhau, ching han mé
rong cho céc tong trung binh truct dudc nghién ciu béi Li vh cac cong su; mot sd
md rong véi cac diéu kien momen bac cao hon, c6 thé ké dén nhu Lanzinger, Gut va

Stadtmiiller, Sung, v.v. Mot s6 khac tap trung vao su hoi tu ctia day bién ngau nhién
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trong khong gian Banach, dién hinh la cac cong trinh ctia Ahmed va cong su, Hu va
cong su, Sung, Wang va cong su, v.v.

O mot khia canh khac, dé phit hop véi céc cau tric dit lieu phic tap, nhidu nha
nghién ctu gan day da md rong va phat trien céc khai niem vé day bién ngdu nhién
phu thuoc, chang han nhu phu thuoc géc phan tu am (negatively quadrant dependent,
NQD), phu thuoc goc phan tu am ting cap (pairwise negatively quadrant dependent,
PNQD), phu thugc lién két am (negative association, NA), phu thuoc tryc giao am
(negatively orthant dependent, NOD), phu thudc cong tinh am (negatively superaddi-
tive dependent, NSD), day hiéu martingale, v.v. Trong d6, day bién ngau nhién doc
lap 1a mot truong hgp dac biét cia ca day NA va PNQD, va mot day NA luon [a mot
day PNQD, nhung diéu ngudc lai thi khong dang. Do d6, viéc md rong cac két qua tir
day bién ngau nhién doc 1ap sang diy NA hodc sang day PNQD 14 mot huéng nghién
citu rat tiém nang, c6 ¥ nghia ca ve 1y thuyét 1an tng dung.

Nam 2011, Sung da dua ra két qua vé su hoi tu day du cho téng trong s6 tat dinh
ctia day bién ngau nhién lien két am cuing phan phéi. Cu thé, éng da ching minh
rang v6i {X, X,,n > 1} 1a mot day bién ngau nhién lién két am cung phan phdi va
{ani,1 <i<n,n>1}1a mot day hiang s6 thoa man Y . | |an|” = O(n) v6i 1 < a < 2.
Néu

E|X|* < oo, vol a > 7,
EX =0 va E|X|“og(1+ |X]|) < 00, Vi a =",
E|X|7 < o0, Vil a < 7,

thi

> snl/o‘logl/v(n)) < oo V6 moie >0, (1)

k
Z an; X

o0

Z n~ 1P ( max
1<k<n

n=1 1=

trong d6 v > 0. Két qua trong cong b6 nam 2014 ctia Chen va Sung ciing chi ra khi

a <~ thi dicu kien E|X|7 < oo la t6i wu, con khi a > « thi E(|X|*log'™*/7(|X|+2)) < oo

la di¢u kién gan nhu t6i wu dé thiét lap két qua (1). Gép phan vao chudi nghién ctu

trén, nam 2019, st dung tinh chat ctia ham bién doi chinh quy, nhém tac gia Anh da

dua ra diéu kieén can va du dé thiét lap su hoi tu

00 k

E n_lp( max E AniXi
1 1<k<n | 4

n=

1=
cho mot day bién ngau nhién lién két am cting phan phéi {X, X,,,n > 1}, trong d6 ¢7(.)

> enl/aé#(nl/o‘)) < 00 v6i moi € > 0, (2)

1a lien hop de Bruijn cia ham bién déi cham ¢(-) xac dinh trén tap [4, o00) v6i A > 0.
Lay ((z) = log~ /7 (2),z > 2 thi (#(z) = log!/"(z),z > 2, ta thu dudc diéu kien momen
t6i uu cho két qua (1). Lay £(z) = 1 thi ¢#(z) = 1, ta thu dugc Dinh 1y Baum-Katz cho



téng trong sb ctia day bién ngdu nhién lien két am. Dac biet, tai thoi diém &y, két qua
(2) van 1a mdéi ngay ca khi day bién ngdu nhién 1a doc lap cuing phan phoi.

Xuat phat tit cac két qua trén, mot cau hoi tu nhien duge dit ra 1a lieu cac két qua
nay c6 thé lam tong quat hon duge khong, chang han nhu thay diéu kién day trong
s6 tat dinh bang day trong s6 ngau nhién hoic thay day chuan hoéa b, = nl/®#(nl/)
ho#ic b, = n'/*log"7(n) bing mot 16p ham ¢(n) téng quat hon. Ngoai ra, lieu cac dinh
Iy hoi tu tuong tu c6 thé duge thiét lap cho cac cau tric phu thudc khac ngoai lien
két am hay khong. Mic dit da c¢6 nhiéu cong trinh nghién cttu nhung viéc mé rong cac
dinh 1y hoi tu cho téng cé trong sb ciia diy bién ngau nhién phu thudéc van con nhiéu
thach thitc. Diéu nay da tao dong luc dé ching téi tim kiém céac diéu kién tong quat
dé nghien citu Luat s6 16n thong qua sy hdi tu day di ctia diy bién ngdu nhién c¢6 cau

tric phu thudc véi day ham chuan héa tong quat.
2. Muc tiéu nghién ctu

Muc tiéu Iy thuyét ctia luan an la tim céc dieu kien dé thiét 1lap su hoi tu day da ¢

dang
00 k
Znap( 1?/?%(71 Z(wiXi —a;)| > 5bn) < 00,
n=1 =1
hoac
o0 n
ZnO‘P(‘ Z(wiXi —a;)| > sbn) < o0,
n=1 i=1

cho day bién ngau nhién phu thuoc {X,,n > 1}, trong d6 ¢ > 0, o 14 mot hang s,
{wp,n > 1} 1a mot day trong s6 (ngau nhién hodic tat dinh), {a,,n > 1} 13 mot day s6
thic va {b,,n > 1} 1a mot day sé thuc duong khong gidm. Bén canh d6, muc tiéu tng
dung ctia luan an 1a ap dung cac két qua Iy thuyét vao mot s6 mo hinh thong ké (mo
hinh hoi quy, V-théng ke, ... ) khi ma gia thiét ve tinh doc lap ctia cidc quan sat khong
dugce théa man.

3. Déi tuwong nghién citu

D6i tuong nghién citu ctia luan an 1a day bién ngau nhién phu thudc nhan gia tri

thic va day vécto ngau nhién phu thudc nhan gia tri trén khong gian Hilbert.
4. Pham vi nghién ciu

Pham vi nghién citu ctia luan an 1a cac dinh 1y hoi tu cho day bién ngau nhién phuy
thudc nhan gia tri thyc va day vécto ngdu nhién phu thuéc nhan gid tri trén khong

gian Hilbert.

5. Phuong phap nghién ctu



Luan 4n st dung cac k¥ thuat ctia giai tich va xac suat dé ching minh céc dinh
Iy hoi tu. Ngoai ra, ching toi ciing sit dung cac két qua va bat ding thic quan trong
khac nhu bd dé Borel-Catelli, bat dang thiic cyc dai Kolmogorov, bat dang thic cic
dai Rosenthal, bat dang thic C,., bat déing thiic momen, v.v.

6. Y nghia khoa hoc va thuc tién

Két qua ctia luan an gép phan lam phong pha thém cac két qua ve sy hoi tu cla
day bién ngau nhién phu thuoc trong khong gian thuc va khong gian Hilbert.
Luan an c6 thé dude st dung dé tham khéo trong cac nghién citu lién quan ctia sinh

vién va cac nha khoa hoc trong linh vire Iy thuyét xéc suat va théng ké toan hoc.
7. Cau tric luan an

Ngoai phan M& dau, Két luan, Danh muc cong trinh khoa hoc clia tac gia lién quan

dén luan an va Tai lieu tham khéo, luan 4n dudc trinh bay trong 4 chuong:
e Chuong 1 nhic lai mot s6 kién thiic co ban ctia giai tich va xac suat.
¢ Chuong 2 trinh bay vé luat s6 16n cho day bién ngau nhién lien két am.

e Chuong 3 trinh bay vé luat s6 16n cho day bién ngiu nhién lién két am va phan

phoi dudi ning.

e Chuong 4 trinh bay vé luat s6 16n cho day vécto ngau nhién nhan gia tri trong
khong gian Hilbert phu thudc géc phan tu am ting cap.

Luan an dudc viét dya trén 04 bai bao da cong bo.



Chuong 1

Kién thdc chuan bi

Chuong 1 sé lan lugt nhic lai mot s6 kién thitc co ban clia 16p ham bién déi chinh
quy, vécto ngau nhién nhan gia tri trén khong gian Hilbert, mot s6 dang phu thuoc va

hoi tu ctia diy bién ngau nhién.

1.1 Ham bién do6i chinh quy

Dinh nghia 1.1 (Ham bién ddi chinh quy) Cho f(-) la mot ham duong do dugc,
xac dinh trén [A, 00) v6i A > 0 va thdéa méan

- f(a)
xl;ngo @) =N, V>0

Khi d6 f duge goi 1a ham bién doi chinh quy (tai vo ciing) v6i chi 86 p. Khi p = 0 ta

néi f 1a mot ham bién déi cham (tai vo cling).

Ki hieu RV, 1a 16p cac ham bién doi chinh quy véi chi s6 p, SV 1a 16p cac ham bién
do6i cham.
Dinh ly 1.5 (Pinh ly Karamata) Cho f € RV,, bi chan dia phuong trén [A, co).
Khi dé:

o+1
(i) Véio > —(p+1), le i—f(x):a—b—p—l—l,
Jtof(t)dt
o+1
(ii) V6i o < —(p+1), lim x—f(x) =—(c+p+1).

e Tt‘f F(t)dt

(V6i o = —(p+ 1), két qua trén van ding néu tich phan [+~ (+D f(#)dt < 00.)

Dinh nghia 1.8 (Lién hop de Bruijn) Cho /(-) 13 mot ham bién déi cham. Khi d6
ton tai duy nhat (theo nghia tuong duong tiém can) mot ham bién d6i cham ¢#(-) thoa
man

lim ¢(x)0* (xﬁ(x)) =1 va lim E#(x)f(xf#(x)) =1

T—00 T—00

Khi dé, ¢# duge goi 1a lien hgp de Bruijn ctia ¢ va (¢, (%) dude goi 1a mot cap lien hop.
1.2 Vécto ngau nhién nhan gia tri trong khéng gian Hilbert

Néu khong néi gi them, ta luon xét H 1a mot khong gian Hilbert thyc tach dude véi
chuan ||.|| duge sinh béi tich vo huéng (-,-) va {e;, j € B} 1a mot co s6 trye chuan trong
H, B la mot tap chi sb.



Dinh nghia 1.11 (Vécto ngiu nhién H-gia tri) Anh xa X : Q — H duge goi la
mot véctd ngau nhién nhan gia tri trong khong gian Hilbert H (hodc vécto ngau nhién

H-gia tri), néu
VAc ZH): X HA) ={weQ : X(w)ecA}eF

Dinh nghia 1.17 (K¥y vong ctia véctd ngau nhién H-gia tri) Cho X 1a mot vécto
ngau nhién H-gia tri va gia st F||X|| < oo. Ky vong ctia X, ki hiéu 1a E(X) (hoac EX),
duge dinh nghia bdi tich phan Bochner E(X) = [, XdP.

1.3 Mot s6 dang phu thudc ctia day bién ngiu nhién

Dinh nghia 1.21 (Phu thudc géc phan tu am) Hai bién ngau nhién X va Y dugc
goi 1a phu thudc géc phan tu am (NQD) néu véi moi z,y € R ta co:

P(X <z YV<y < P(X<z)PY <y).

Mot dady bién ngau nhién {X,,n > 1} dudc goi 1a phu thudc géc phan tu am ting
cap (pairwise negatively quadrant dependent, PNQD) néu X; va X; 1a NQD véi moi
i,jEN, i#].

Meénh dé 1.22 Cho {X,,,n > 1} 1a mot diy bién ngAu nhien PNQD nhan gia tri thyc
va {fn,n > 1} la mot day cac ham khong gidm (ho#ic khong tang), trong d6 f,, : R — R.
Khi d6 {f,(X»),n > 1} ciing 13 mot day bién ngau nhien PNQD.

Dinh nghia 1.26 (Lién két am) Mot ho cac bién ngdu nhién {X;,...,X,} dugc goi
la lien két am (NA) néu v6i moi tap con roi nhau A, B C {1,...,n} va v6i moi ham

thuc khong giam theo timg toa do f tren Rl4l va ¢ tren RIBI
Cov(f( Xy, k€ A),g(Xy, k€ B)) <0, (1.7)

trong do gia thiét ham hiép phuong sai Cov (covariance) ton tai, ki hiéu |A| 1a lyc lugng
cia tap hop A. Mot day bién ngau nhién {X,,,n > 1} dugc goi 13 NA néu moi day con
httu han cta noé la NA.
Hé qua 1.32 Cho {X,,,n > 1} 1a mot day bién ngau nhién lién két am. Khi d6 véi moi
an,bp € R, a, < b,, diy bién ngau nhién Y,, = f,,(X,) trong do,
fu(®) = anl(—og 0,)(T) + T11q, p,1() + Ly, o0)(z), T ER, neN,

la lien két am.

Phan tiép theo, chiing to6i sé dua ra khai niém va mot vai tinh chat co ban ctia day
véctd ngau nhién nhan gia tri trong khong gian Hilbert PNQD theo toa do. Cho X
la mot vécto ngdu nhién H-gia tri, ki hieu X7 := (X,e;). Khi d6 X = > (X, ej)e; =

jEB
Jo.
Z XVe;.
jeB



Dinh nghia 1.36 (PNQD theo toa do) Mot day vécto ngau nhién H-gia tri {X,,,n >
1} duge goi 1a PNQD theo toa do néu véi moi j € B, day bién ngau nhien {X%, n>1}
la PNQD.

Meénh dé 1.39 Cho {X,,n > 1} la mot day vécto ngau nhien H-gia tri PNQD theo
toa do thoa man mdi toa do X7 khong am va {Y,,n > 1} 1a mot day bién ngau nhién
nhan gié tri thyc khong am PNQD. Gia st {X,,,n > 1} va {Y,,n > 1} la doc lap. Khi
dé6 {X,Y,,n > 1} cing la mot day vécto ngau nhién H-gia tri PNQD theo toa do.

1.4 Mot s6 dang hoi tu ctia day bién ngau nhién

Cho X 1a mot bién ngau nhién va {X,,n > 1} 14 mot day bién ngiu nhién xic dinh
trén khong gian xac suat (Q, F, P).
Dinh nghia 1.40 (Cac dang héi tu ctia day bién ngiu nhién thuc)
i) (Hoi tu theo zdc suat) Ta n6i X, hoi tu theo x4c suat dén bién ngau nhien X, ki
hieu X, — X, néu v6i moi e > 0, lim P(|X, — X| > ¢) = 0.
n—oo
ii) (Hoi tu hau chdc chan) Ta néi X, hoi tu hau chic chan dén bién ngdu nhién X,
ki hisu X, 2% X, néu P({w € Q : lim [ X, (@) = X ()] = 0}) = 1.

iii) (Hoi tu day di) Tanéi X, hoi tu day di dén bién ngau nhien X, ki hieu X,, <% X
(o)

néu Y P(|X, — X|>¢) <oco v6imoie > 0.
n=1

M&bi quan hé gitta ba dang hoi tu nay dugc thé hién qua so do dudi day:

h.c.c.

X, 5 x — x, ey x — x, 5 ox

Céac dang hoi tu cua day vécto ngau nhién nhan gia tri trén khong gian Hilbert ciing

duge dinh nghia tuong ty nhu déi véi diy bién ngau nhién nhan gia tri thuc.



Chuong 2
Luat s6 16n cho day bién ngau nhién lién két am

Chuong 2 thiét lap céc diéu kien cho sy hoi tu day di ctia tong trong sé6 ngau nhien
ctia day bién ngdu nhién lien két am va Dinh 1y Baum-Katz cho téng trong sé ngau
nhién ctia day bién ngau nhien lien két am véi day chuan hoa tong quat. Noi dung nay
dugce viét dya trén cong trinh s6 [2] trong Danh muc ¢ong trinh khoa hoc ciia tac

gia lién quan dén luan an.
2.1 Luat sb 16n cho day bién ngau nhién lién két am

Dura trén 16p ham ¢ trong bai bao ctia Jaite, chting toi lan luot xét cac 16p ham Ko R
H, va Lf’ . nhu sau:

Lop Ky gom tat ci cdc ham ¢ théa man cac dieu kién sau:
(iv) ¢(z) 1a mot ham téng chit trén [0, +oc) va nhan gia tri trén [0, o),

(v) Ton tai hdng s6 duong a, b va s6 nguyén duong ng théa man,

oo r—ld
T x<aR(3)+b, s > ny,

0 | Ty =

trong d6 r > 1, € (1,2], R = R(x) la ham tang chat xac dinh trén (0, +00) va nhan gia
tri tren (0, +00). Khi R(s) = 7, 16p K2, duge ki hieu béi K2

L6p M, gom tat cd cac ham ¢ théa man cac dieu kién sau:
¢(27)
o(z)

(vii) Ton tai hang s6 duong c,d va s6 nguyén duong ng sao cho véi moi s > ny,

(vi) Ton tai N sao cho

< N v6i moi x > 0,

oy

1 (z)

<ecs"+d, r>1.

¢(s)

Khi a > 2, xét 16p Lf’ﬁ (trong d6 B, k,r > 0), gom tat ca cac ham ¢ théa man diéu
kién:
(viii) Ton tai s6 nguyén duong ng sao cho véi moi s > ny,

S dr

1 ¢ﬁ($)

.,
¢’B(S) > 5 vOel moi s > nyg.

K

Két qua duéi day dua ra cac diéu kien dé thiét lap dinh 1y hoi tu day du cho tong
trong s6 ngau nhién ciia cac bién ngau nhién lien két am v6i day ham chuan hoa thudc

16p K pp.



Dinh 1y 2.4 Chor > 1, a € (1,2], {X, X,,,n > 1} 14 mot day bién nglu nhién lién két
am cung phan phoi, {A,;, 1 <i < n,n > 1} 13 mot mang bién ngau nhién lien két am

theo hang théa man

> E(|A]*) = O(n). (2.2)
=1

Gid stt {X,,n > 1} vd {An, 1 <i < n,n > 1} 1a doc lap. Néu ton tai ¢ € K& g sao cho
E(o1(|X]))" < 0o vi E[R(¢~(|X]))] < oo, thi v6i moi € > 0,

=1

g 3 P( max
n2-r 1<k<n

n=1

Dinh 1y duéi day dude xem la dinh 1§ Baum-Katz cho tong trong s6 ngau nhién ctia

k
Z(Am'Xi - E(AmXZ[(|XZ§¢(n))))‘ > 5¢(n)) < 00. (23)

=1

cac bién ngau nhién lien két am véi day chuan hoa tong quét.

Dinh 1y 29 Chor >1,1<a <2, ¢ € KXNH,, {X,X,,n > 1} 1a mot day bién ngau
nhién lién két am ciing phan phéi. Khi d6 cac khang dinh sau 1a tuong duong.

(1) Bién ngau nhien X théa man

EX =0 ki limsup ﬁ £0, B¢ '(X])) < . (2.9)

(2) V6i moi mang bién ngau nhien lién két am theo hang {A,;,1 <4 < n,n > 1} thoa
man diéu kién (2.2) va doc 1ap véi day {X,,n > 1}, véi e > 0,

00 1 k
> e (s, | oA
1=

n=1
Khi o > 2, chiing t6i tiép tuc thiét lap dinh 1y Baum-Katz cho tong trong s6 ngau

> &t(b(n)) < 0. (2.10)

nhién ctia céc bién ngau nhién lien két am véi day chuan héa tong quat.
. . 2(r—1 N .
Dinh 1y 2.11 Cho r > 1, 2(r — k) > 8, a > maX{Q,H} v {X, X0 > 1) I
r—K)—
mot day bién ngau nhien lien két am ciing phan phéi véi E(|X[2) < oo, ¢ € KENHNLE ..
Khi dé6 cac khang dinh sau la tuong duong.

(1) Bién ngau nhien X thoéa man

EX =0, E(¢ X)) < oo.

(2) V6i {Ap;,1 < i < nyn > 1} la mot mang bién ngau nhién lien két am theo hang
théa man (2.2) va doc lap véi {X,,n > 1}, v6i e > 0, ta ¢

00 1 k
> (s, | oA
1=

n=1

> €¢(n)) < 0.



Chu ¥y 2.12 Dua trén ching minh cia Dinh ly 2.4 va Dinh l§ 2.11, ta c¢é thé két

lu@n rang khang dinh (2.3) trong Dinh lj 2.4 van ding khi o > max {27 2(2(7" — )1)@6 }7
r—K)—

r>1, 2(r — k) > B va dieu kién bo sung ¢ € K& ﬂﬁﬁ,{.
Chi y 2.15 Do dé, trong phan tng dung thong ké dudi day, ching toi sé thay gid thiét
"déy bién ngau nhién lién két am cung phan phoi” bang gid thiét "mot mdng bién ngau

nhién lien két am theo hang, bi chan ngau nhién bdi mot bién ngau nhién”.

2.2 Ij’ng dung trong mo hinh hoéi quy
2.2.1 Uéc lugng vitng trong mé hinh héi quy tuyén tinh don
Xét mo hinh hoi quy tuyén tinh don véi thiét ké ngau nhién nhu sau
Yoj=a+bXy; +e,5, 1<j<n, (2.22)

trong d6, a va b 1a cac tham s6 chua biét, {X,j,n > 1,1 < j < n} 1a mot mang bién
ngau nhién lien két am theo hang va bi chin ngau nhién bdi bién ngau nhién X, cac
sai s0 ngau nhién {e,j,n > 1,1 < j < n} 1a mot mang bién ngau nhién lien két am
theo hang vé6i ky vong bang 0, bi chan ngau nhién bdi bién ngau nhién ¢ va doc lap véi
{Xnj,n>1,1<j <n}.

Dat

n

n n
)_(n =n! ZXnka Yn =n! ZYnka 57% = Z(Xnk - Xn)2> n =1
k=1 k=1 k=1

Khi d6, uéc luong binh phuong t6i thiéu cho b va a tuong tng 1a

i (Ynk - Y”)(Xnk - )_(n)

~ k 1 ~ p— A~ —
by = 5 =Y — b X, (2.23)

Két qua dudi day chi ra tdc do hoi tu ciia ude luong vimg manh® clia a, va by,.
Dinh Iy 2.17 Trong mo hinh (2.22), gia sit E(|X|™*{4}) < 0o vk Ee = 0. Néu ton

tal ¢ € /Cgﬂ'Hz vol 1 < « <2 hOéC ¢ € K%ﬂ%zﬂﬁg’ﬁ vl o > max{Q,ﬁ},
2(2 — k) > 3, sao cho
E((¢~"(le]))?) < oo,
thi
n s c.c. .
—— (b, —b) —0 khi n— oo, 2.24
S =) (2.21)
va
n c.c. .
ap —a) — 0 khi n — co. 2.25
St —a) (2.25)

1$ day, sy hoi tu dugc hidu theo nghia hoi tu hiu chic chin.
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2.2.2 Uéc lugng vitng trong mé hinh hoi quy phi tham sé

Xét mo hinh hoi quy phi tham s6 véi thiét ké ngau nhien
Yii = f(Xm) +éeni, 1<i<n, (235)

trong d6 X,; 1a cac diém thiét ké ngdu nhién nhan gia tri trong tap compact A c R,

eni 14 céc sai s6 ngau nhieén. Udc lugng phi tham s6 cho f(r) duge xac dinh béi
n
F(x) = Wai(2)Yai,
i=1

trong d6 Wy;(z) = Whi(z, Xp1, . .., Xpn) 12 cac ham trong s6 ngau nhién phu thudc vao
z, Xni, - - -, Xnn. Trong muc nay, ching toi sé thiét lap ude lugng vimg day dt? cho f,(z)
trong mo hinh (2.35) véi sai s6 1a cdc bién ngdu nhién lien két am. V6i x € A bat ky,

gid st ham trong s6 ngau nhién W,;(x) théa man cac diéu kién sau:

(A1) | > Whi(z) —1] == 0,
i=1

(A2) > [Wpi(x)] < M hau chic chén,
i=1

(A3) Z |Wm($)||f(Xm> — f(x)|I(I\Xm—z||>a) C—C—> 0v6ia>0 bét ky
i=1

Dua trén cic diéu kien (A1) — (A3), chung toi dua ra két qua vé tinh viing day du cho
uée luong hoi quy phi tham s6 f(z).

Dinh 1y 2.19 Trong mo hinh (2.35), gia st {e,;,n > 1,1 < i < n} la mot mang bién
ngau nhién lien két am theo hang vé6i ky vong 0, bi chan ngau nhién bdi bién ngau
nhién ¢ vd {W;(x),i <1 < n,n > 1} 14 mot mang bién ngiu nhién lién két am theo
hang va doc 1ap véi {e,;,n > 1,1 <i < n}. Néu ton tai ¢ € K¥ NHa v6i 1 < a < 2 hodc

ﬁ} va 2(2 — k) > 3, sao cho

E((¢7(le)?) < o0,

o€ K§NHaN Ly, vGi o > maX{Q,

va vOl mol x € A,
n

> E(Wii(x)) = O(n/¢*(n)).

=1
Khi d6 véi moi = € ¢(f),

fu(z) <5 f(z) khin — oo,

trong d6 ¢(f) la tap hop tat ca cac diém lien tuc ciia ham f(z) trén A.

20 day, su hoi tu dude hidu theo nghia hai tu day da.
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2.3 Mo phong
Vi du 2.21 Xét mo hinh hoi quy tuyén tinh

Yni:a+bXni+5ni7 @':1,2,...,%,

Gia st X,1,. .., X, 12 cac bién ngau nhién doc 1ap va ciing ¢6 phan phdi deu lien tuc
trén tap [0,1], {Ys;,n > 1,1 <j <n} la mot mang bién quan sét, (g,4,1 <4 < n) 1a mot
vécto lien két am v6i mdi n > 3 va ¢6 momen hitu han moi cap.

Lay % <p<l1,a> 5= val(x) =1, ap dung He qua 2.18 ta dugc

2
2p—

7 C.C.

ntPlay, —a) <5 0 va nP(b, —b) == 0 khi n — oco.

Lay a = 2, b =3 va kich thuéc mau n lan luct 1a 20, 50, 80 va 160.

Béang 2.1: Trung binh va RMSE cua a,, va bn

n a | Trung binh cua a, | RMSE ctua a, | b | Trung binh cta b, | RMSE cua b,
20 | 2 2.01 0.092 3 2.99 0.176
50 | 2 2.00 0.059 3 3.00 0.114
80 | 2 2.00 0.043 3 3.00 0.083
160 | 2 2.00 0.033 3 3.00 0.066

=
=

(a) Hinh 2.2: Boxplot ctia dy, (b) Hinh 2.3: Boxplot ciia by,

Tiép dén, ching toi thuc hien mé phéng dé nghién citu tinh viing day da cho uée
luong c6 trong s6 clia ham f(z) trong mo hinh hoi quy phi tham s6 véi thiét ké ngau
nhién theo Phuong phap lan can gan nhat (The nearest neighbor estimate).

Vi du 2.23 Xét mo hinh hoi quy phi tham s6

Ym'

f(XnZ)+€nZa i:1727"'7n7

trong d6 f(x) 1a mot ham lién tuc chua biét tren tap [0,1], {en,1 < i < n} duge cho
trong Vi du 2.21.

Gia st X1, -
tren [0,1]. V6i x € [0,1] bat k¥, goi Ry, 1a hang (rank) cla | Xy, — x| v6ii=1,2,... n.

., Xun 12 céc bién ngau nhién doc lap va cling c6 phan phoi déu lién tuc

Ta xac dinh cdc ham trong s6 Wy:(z),1 < i < n theo Phuong phap lan can gan nhat
bdi Wm(l‘> = hgll(Rm;Shn)'

12



Do d6, dit p=3/4, a =5, {(z) = 1, [n%7| la phan nguyén cia n®™. Ap dung He qua

2.20 ta c6 v6i x € (0,1) bat ky,

fale) == f(z)

khi n — oo.

Lay f(z) = 2? néu x € [0,1] v& f(x) =0 néu = ¢ [0, 1]. Lay kich thuéc mau n lan lugt 1a
200, 500, 800 va 1600.

sample size

1600

800

500

200

0.0
100160

(a) Hinh 2.4: Boxplot cia f,(z) — f(x) tai z = 0.1

sample size

1600

800

500

1600
I
i
T
+

800
I

sample size

!

200
I

0.0
100160

(b) Hinh 2.5: Boxplot ctia fn(z) — f(z) tai z = 0.5

200
I
+

-0.15

-0.10

-0.05 0.00

100 -1(x)

0.05 0.10 0.15

(¢) Hinh 2.6: Boxplot ctia fn(z) — f(z) tai z = 0.9

Béng 2.2: Trung binh va RMSE ctia f, (z)

n z | f(z) | Trung binh | RMSE
0.1 | 0.01 0.011 0.057

200 | 0.5 | 0.25 0.253 0.054
0.9 | 0.81 0.807 0.055

0.1 | 0.01 0.010 0.044

500 | 0.5 | 0.25 0.248 0.045
0.9 | 0.81 0.814 0.042

0.1 | 0.01 0.007 0.038

800 | 0.5 | 0.25 0.251 0.039
0.9 | 0.81 0.811 0.039

0.1 | 0.01 0.009 0.033

1600 | 0.5 | 0.25 0.250 0.032
0.9 | 0.81 0.810 0.031

13



Chuong 3

Luat s6 16n cho day bién ngau nhién lién két am
va phan phdi dubi niang
Chuong 3 sé trinh bay Luat s6 16n Marcinkiewicz cho tong trong sé tat dinh ctia
day bién ngiu nhién lién két am va phan phéi dudi nang. Noi dung Chuong 3 ciia luan
an dugc viét dya trén cong trinh s6 [4] trong Danh muc cong trinh khoa hoc ciia

tac gia lién quan dén luan an.

3.1 Luat sb 16n cho day bién ngau nhién lién két am va phan phdi
dudi nang

Luat yéu sé 16n

Dinh 1y 3.1 Cho {X,,n > 1} 1a mot day bién ngau nhién lién két am, bi chan ngau
nhién bdi bién ngau nhién X sao cho P(|X| > z) < 7 "(z), trong d6 0 < r < 2 va £(x)
13 mot ham bién ddi cham. Cho {cp,, 1 < k < my,,n > 1} 1a mot mang tam giac s6 thuc

thdéa man m,, oo, sup ¢, — 0 khin — oo va

1<k<n
> el Ik 1) = o(1). (32)
k=1
Néu 0 < r < 1 thi -
k=1
Néu r =1 thi .
- P .
Z an(Xk — E(Xk[(|anXk|§1))) — 0 khi n — oo. (34)
k=1
Néu 1 < r < 2 thi .
> ear(Xp — EXp) =0 khin — cc. (3.5)
k=1

Truong hop 0 < r < 1, gia thiét {X,,,n > 1} 1a mot day bién ngau nhién lien két am c6
thé bo qua.

Hé qua 3.2 Cho {X,,n > 1} 1a mot day bién ngau nhién lien két am véi ky vong 0,
bi chan ngau nhién béi bién ngau nhién X théa man P(|X| > z) < z7"¢(z), trong d6

1 <r < 2va/{(z)la mot ham bién doi cham. Cho {a,,n > 1} 1a mot day s6 thyc duong.

1
PC—
Gnp

V6i moi € > 0, ta co

ZXk‘>5)SM7

ar
k=1

n

14



trong d6 C. 1a mot hang s6 duong phu thuoc .

Ngoai ra, neu

lim ”af”) =0, (3.11)
n—00 ap,
thi
1 P :
G—ZXk—m khi n — oo. (3.12)
" k=1

Hé qua dudi day chi ra rang (3.11) la diéu kién t6i wu ctia day chuan hoa dé cé két
qua (3.12) trong truong hgp day bién ngau nhién 13 doc lap cung phan phdi.
Hé qua 3.4 Cho {X,,n > 1} 1d mot day bién ngau nhién doc lap cing phan phdi véi
ky vong 0 théa man P(|X| > z) < 27 "¢(x), trong d6 1 < r < 2 v £(x) 1A mot ham bién
doi cham. Cho {a,,n > 1} 1a mot day s6 thie duong. Khi do,

iZino khi n — oo (3.14)
3
khi va chi khi
”igf") —0  khin — oo. (3.15)

n
Luat manh sb 16n

Phan tiép theo, chiing to6i nghién citu téc do hoi tu ciia luat manh s6 16n thong qua
st hoi tu day du cia luat sé 16n Baum-Katz cho tong trong sb tat dinh ctia cac bién
ngau nhién lien két am dudi ning véi day chuan héa tong quét.
Dinh 1y 3.5 Cho {X, X,,,n > 1} 1a mot day bién ngiu nhién lien két am, bi chidn ngau

nhién bdi bién ngu nhién X sao cho
P(|X|>z)=<z"(x), 0<r<2, (3.17)

trong d6 ¢(x) 13 mot ham bién déi cham. Cho {a,,n > 1} 1a mot day sé thuc duong

thoa man
o

Z n® ta, " a,) < oo, (3.18)

n=1
trong d6 1 < a <2 va {cu,n > 1,1 <4 < n} la mot mang s6 thyc thoa man

n

Z lcnil* = O(n)  v6i s > r. (3.19)

i=1
Khi d6 v6i moi € > 0,

00 k
g no‘_QP( max

1<k<n
n=1

Zcm‘ (Xz — E(Xi[(XHSan)))‘ > Ean) < Q. (320)

=1
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Ngoai ranéu 1 <7 < 2 va E(X,) =0 v6i moi n > 1, ta c6

9 k

g na_2P< max | g Cni Xi| > 5an) <oo véimoi e>0. (3.21)
1 1<h<n £

n= 1=

Truong hop 0 < r < 1, gid thiét {X,,,n > 1} 1a mot day bién ngau nhién lien két am c6
thé luge bo.

Dinh Iy sau day chi ra (3.18) 1a di¢u kién t6i utu ctia day chuan héa dé c6 két qua
(3.21) d6i v6i day bién ngau nhien lién két am cung phan phdi.
Dinh 1y 3.8 Cho 1 < a <2 va {X, X,,,n > 1} 1a mot day bién ngau nhién lién két am
cuing phan phdi véi ky vong 0 théa man (3.17) véi 1 < r < 2. Giad st {an,n > 1} 1a mot
day khong gidm céc s6 thiyc duong thda man ag, = O(a,). Khi dé cac khéng dinh sau
la tuong duong.

(i) Day {a,,n > 1} thoa man
Zno‘_lagrﬁ(an) < 0.
n=1

(ii) V6i moi mang hang s6 {c,;,n > 1,1 < i < n} théa man (3.19), ta c6

k
Z Cni X

n= 1=

>€an> < oo Vvéimoi e>0.

3.2 Ung dung
3.2.1 Ubéc lugng vitng trong md hinh Value-at-Risk

Mo hinh Value-at-Risk (VaR) 1a mot cong cu thong ké do luong miic do rii ro tai chinh
clia mot cong ty hodc mot danh muc dau tu. Gid st X 1a mot bién ngau nhién ma
ching ta quan tam c6 ham phan phdi F(z) = P(X < z). Cho truéc a € (0,1), gia tri
rii ro VaR v6i do tin cay 1 — a duge dinh nghia nhu sau

VaR,(X) :=inf{z: F(z) > 1 —a}.
Gi4 tri rii ro dieu kién ¢VaR v6i do tin cay 1 — a 1a ky vong c6 dieu kien
VaRy(X) = E(X | X > VaR,(X)).
Ki hieu 0* = cVaR,(X) va he(X,z) = 2 + a [ X — 2]*. Khi d6,

0* = inf E(hq(X,x)).

zeR
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Nhom téac gia Rochafellar va Uryasev, Trindade va cong su da dua ra udc lugng cho
VaR,(X) la

n—;f;&azh (¥X;,2).

Ué6c luong vitng cho 6* da dude nghién citu trén nhiéu mau khac nhau: Trindade va
cong sit xay dung cho mau doc lap ciing phan phdi, Luo vd Yang dua ra udc lugng
vitng manh va tiém can chuan cho mau p-mixing va gan day, Wu va Wang nghién cttu
dé6i véi mau m-END cting phan phéi. Tiép ndi cac huéng nghién cttu nay, ching toi sé
nghién cttu uée luong vitng cho #* déi véi mau dudi nang.

Dinh 1y 3.12 Gia st {X, X,,,n > 1} 1a mot day bién ngau nhién lien két am cling phan
phoi v6i ky vong 0 sao cho P(|X| > x) =< 2 "¢(z), trong d6 £(z) 14 mot ham bién doi
chamval<r<?2.

Khi d6 véi moi day hang s6 {a,,n > 1} théa man (3.11), ta c6
by —07) B0 khin— oo,

Qnp,
3.2.2 Uéc lugng vitng trong mé hinh hoi quy ban tham sb

Xét mo hinh hoi quy ban tham s6
Yni = Vi + 9(tni) + €ni, 1 <0 <, (3.33)

trong d6 g(t) 1d mot ham chua biét xac dinh trén tap compact A ¢ R d > 1 va v 1a
mot tham sé chua biét, y,; 1& bién phan hoi thi ¢ clla quan sat z,; Va tni, Tni VA tn
khong ngau nhién, e,; 12 cic sai s6 ngau nhién. Gia st {e,;,1 < i < n} c6 cung phan
phdi véi {e1,e2,...,e,} v6i mdi n > 1.

Nam 2003, nhom tac gid Pan da dua ra uée lugng co trong s6 cho v va g(t) nhu sau:

n
. i—1 . .
A = T gn(t) = Zwm(t)(ym’ — Anni), (3.34)
trong d6 wy;(t) = wni(t, tat, . . ., tan) 12 cac ham trong s6 do dugce va
n n
flv’m' = Tni — Z wnk(tni)xnka :AU/Z = Yni — Z wm’(tni)ynia STQL = ~72n‘
k=1 i=1 i=1

Dé thiét lap sy hoi tu cho cac ude luong 4, va g, (t), ching ta can mot s6 gia thiét
duéi day:
(H,) g¢(t) 1a mot ham Lipschitz trén A, tiic 1a ton tai K > 0 sao cho

|g(t1) — g(tz)‘ < Kltl — ng’ v6l moi t1,to € A,

17



(Hz) n=0(S}),

(Hs3) Ton tai 1 < r < 2,0 <8 < §— o va mot day s6 duong {h,,n > 1} thda man

lim h, = oo, lim —"= =0, max |z, = O(n’) va véi moi ¢ € A,
n—00 n—oo 1 1<i<n

Dm0y = Oln/n),
=1

n
(H4) VOimoit e A, wy; >0, 1<i<nva ) w(t)=1,
i=1

(Hs) max éwnk(tm) =0(1).

1<k<n

V6i cac gia thiét (Hy) — (Hs), ching toi sé chi ra 4, va g, 1a cdc uée lugng viing cho
tham s6 v va ham ¢(¢) trong mo hinh hoi quy ban tham s6 bang cach 4p dung Dinh 1y
3.1.

Dinh 1y 3.14 Gia st mo6 hinh (3.33) théa man diéu kien (H;) — (Hs) va {e,,n > 1}
14 mot day bién ngau nhién lien két am cung phan phdi véi ky vong 0, bi chin ngau

nhién bdi bién ngau nhién ¢ théa man
P(le| > z) < 7 "l(x),
trong d6 /(z) 1a mot ham bién doi cham va 1 < r < 2, khi d6
7 (A — ) 20 khin — oco. (3.35)

Ngoai ra, neu v6i moi t € A ta co

D fwni )" wni () 1) = o(1),
=1
thi

an(t) S g(t)  khin — oc. (3.36)
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Chuong 4

Luat s6 16n cho day véctd ngau nhién phu thudc géc phan tu am
tung cap trong khong gian Hilbert

Chuong 4 nghién citu st hoi tu day du clia tong trong s6 (ngdu nhién va tat dinh)
clia day vécto ngau nhién nhan gia tri trong khong gian Hilbert phu thudc géc phan
tu am ting cap theo toa do. Noi dung clia hai muc nay lan lugt dugce viét dua trén
cong trinh s6 [3] va s6 [1] trong Danh muc cong trinh khoa hoc cta tac gia lién

quan dén luan an.

4.1 Luat sb 16n cho day vécto ngau nhién phu thudc géc phan tu
am tiung cap trong khong gian Hilbert

Chiing to6i tiép tuc phat trién cic ky thuat ctia Jajte (2003), xét cdc ham ¢ thoa man
cac diéu kién sau:

(K1) ¢ la mot ham tang chat trén [s,00), nhan gia tri trén [0, 00) va sup %?Z)l) < o0,

n>1

r—1

(K2) qb(s)jx de < Cs",
1

(K3) ¢*(s) 70 w;_l dr < Cs",

z" 'log? ()

PETE LS C's"log? (s).

—38

(K4) ¢%(s)

S

o) day va trong toan Muc 4.1, ching toi déu xét r > 1, s > 0 va log,, (z) = max{1,logyx}.
Dinh 1y 4.2 Cho 1 <r <2 va {X, X,,,n > 1} 1a mot day vécto ngau nhién nhan gia tri
trong khong gian Hilbert PNQD theo toa do va cting phan phoi, {A,;,1 <i<n,n > 1}

1a mot mang bién ngau nhién nhan gia tri thiie PNQD theo hang théa man
n
> E(Aw)? = O(n). (4.1)
i=1
Gid st {X, X,,,n > 1} vd {A4,;,1 <i <n,n > 1} 1a doc lap. Néu ton tai ¢ théa man diéu

kien (K1) — (K3) sao cho > E(¢1(]X7]))" < oo, thi v6i moi e >0
jeB

5 (S B 2 0) <o
i=1

n=1
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Dinh 1y 4.4 Cho 1 <r <2 va {X, X,,,n > 1} 1a mot day vécto ngau nhién nhan gia tri
trong khong gian Hilbert PNQD theo toa do va cting phan phoi, {A4,;,1 <i < n,n > 1}
12 mot mang bién ngdu nhién nhan gid tri thiic PNQD theo hang théa man (4.1).

Gid st {X, X,,,n > 1} va {A,;,1 <i <n,n > 1} 1a doc lap. Néu ton tai ham ¢ thoa
méan cac dieu kieén (K3, Ko, K4) sao cho

> E((67H(1X7)) g} (671 (1X7]))) < oo, (4.7)

jeB

thi v6i moi € > 0,

> P ((max i(Am-Xi - E(AiX)|| 2 26(n)) < o0, (4.8)

n=1 =1

Truong hgp riéng, khi r = 2 ta ¢6

max
1<k<n

k
2 (AniXi ~ B4 X))

¢(n)

C.C.

s 0 khin— .

4.2 Luat sb 16n cho day vécto ngau nhién phu thudc géc phan tu
am ting cip trong khong gian Hilbert véi phan phéi duéi ning

O phan nay, ching toi nghién cttu luat manh s6 16n cho téng trong sb tat dinh ctia day
vécto ngau nhién {X,,n > 1} nhan gia tri trong khong gian Hilbert PNQD theo toa do
théa man phan phdéi dudi nang

ZP (|X7JL| > x) =z (), «ae(l,2), n>1,

jeB
trong d6 ¢(x) 1a mot ham bién doi cham.

Két qua dudi day dude xem 1a luat manh s6 16n cho tong trong s6 tat dinh ctia day

vecto ngau nhién H-gia tri PNQD theo toa do véi phan phoéi dudi ning.
Dinh 1y 4.8 Cho {X,,n > 1} 1a mot day vécto ngau nhién H-gia tri PNQD theo toa
do v6i ky vong bang 0 thda man v6i mdi n > 1,

Y P(IX)> ) <a(x), a€(1,2), n>1,

jeB

trong dé £(z) 1& mot ham bién doi cham. Cho {a,,n > 1} va {b,,n > 1} la cac day hing

aplog, n

icgo‘ﬁ(cn) < 00. (4.11)

n=1

s6 duong théa man 0 < b, * co. Dt ¢, = v6i n > 1. Gia su
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Khi do6,

1
EZ%XI“ e ) khi n - oo

Lay b, = n®(n) v6i £(-) 1a mot ham bién d6i cham va thay day s6 duong {a,,n > 1}
béi mot mang s6 duong {an;, 1 <i <n,n > 1} théa man mot vai diéu kién nhat dinh, ta
thu dugc sy hoi tu day du cho tong trong s6 tat dinh ctia day vécto ngau nhien H-gia
tri PNQD theo toa do.

Dinh 1y 4.11 Cho {X,,,n > 1} 1a mdt day vécto ngau nhién H-gia tri PNQD theo toa do
v6i ky vong 0 va E(X3)* = (04)° < 00 v6i mbi n > 1,j € B. Cho {an;, 1 <i <n,n> 1}
13 mot mang s6 duong théa man a ; < Ca v6i moin > 1,1 <i<n. Véi a > 1/2, gid st

2

ZZ pre 1 52 o0, (4.22)

1=1 jeB

trong d6 £(-) 1a mot ham bién doi cham. Khi do,

n

1 c.c. )
X, — 0 kh — 00.
o l() ;_1 i X 1 n— oo

4.3 Su hoi tu cua théng ké von Mises suy bién

Trong phan nay, ching to6i ap dung cac két qua vé sut hoi tu ctia diy vécto ngau nhién
trong khong gian Hilbret da thiét lap ¢ hai phan truée dé nghién ctu su hoi tu cla
thong ke von Mises (mot dang phi tuyén) vé6i dit lieu nhan gia tri thuec.

Trude hét, ching toi sé trinh bay mot s6 kién thiic co ban vé thong ké von Mises
(V-théng ke). Cho {X,,n > 1} la mot day bién ngdu nhién trén khong gian x4c suét
(Q,F,P) va h: R? —» R la mot ham ddi xing, do duge. Khi do, V-théng ke (bac 2 ¢6
trong s6) dugc dinh nghia béi

n
Vo= > Anidnh(Xi, X;),
ij=1
voi hat nhan (kernel) h va {A,;,1 < i < n,n > 1} la mot mang bién ngau nhién
theo hang nhan gia tri thyc. Truong hop dic biet, khi cac trong s6 A,; = % vGl moi
i=1,2,...,n ta thu dugc
1 n
= 5> h(X, X)),
ij=1
12 mot V-théng ké v6i hat nhan h. Théng ké von Mises dudc goi 1a suy bién néu
E(h(z, X;)) = 0 v6i moi x € R. Ngoai ra, chiing ta gid sit thém rang h lién tuc Lipschitz
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va xac dinh duong, tic 1a véi moi c1,..., ¢y, 21,..., 2, € R, ta co

m

Z CZ'th(ZL‘Z',Ij) Z 0.

Bang cach 4p dung Dinh 1y 4.4 va Dinh 1y 4.11, chtng toi thiét lap cac dieu kien du
cho sy hoi tu day du ctia thong ké von Mises suy bién doi vé6i gia tri thue doc lap ting
cap.

Dinh 1y 4.12 Cho {X, X,;,n > 1} 1a mot day bién ngau nhién nhan gia tri thyc doc
lap tiing cap va ciing phan phdi v6i ky vong 0, {A,;,1 < i <n,n > 1} 13 mot mang bién
ngau nhien PNQD theo hang théa man Y | E(A,;)? = O(n) (4.1). Gid st {X,,n > 1}
va {Ani,1 <i<n,n>1} 1a doc lap. Cho A la ham lién tuc Lipschitz xac dinh duong
thdéa man

Eh(X,X)| < .

Khi do

1
L ax V&% 0khi n— oo
nzlog ( )1<k<n

Dinh 1y 4.13 Cho {X,,n > 1} 1d mot diy bién ngiu nhién nhan gia tri thyc doc lap
ting cap v6i ky vong bang 0. Cho {an;,1 <i <n,n > 1} 13 mot mang s6 duong sao cho
a2, < Ca? v6imdi 1 <i<n,n>1j€ B. V6 a > 1/2, gid st hat nhan h clia V-thong

ké 1a mot ham lién tuc Lipschitz xac dinh duong thoa man

Z i E|h Xi, X;)| < o0.
=1

Khi do,

Vi=— Z amanjh(Xi,Xj) g 0 khi n — oo.
i,j=1
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KET LUAN VA KIEN NGHI

Két luan

Luan an tap trung nghieén cttu Luat s6 16n cho diy bién ngau nhién c6 cau tric phu
thuoc (lien két am, phu thudc goc phan tu am ting cap) thong qua sy hoi tu day du.
Nhitng két qua nay khong chi tong quat cac két qua da cong bd ma con cé thé tng
dung vao viéc nghién citu mot s6 mo hinh thong ke.

Cac déng gop chinh ctia luan 4n dude tém tat dudi day:

e Thiét lap cac diéu kien cho sy hoi tu day du ctia tong trong s6 ngau nhién ctia day
bién ngau nhién lien két am va Dinh 1y Baum-Katz cho tong trong s6 ngau nhién
ctia day bién ngau nhién lien két am véi day chuan héa tong quat. Ngoai ra, dua
trén cac két qua vita thiét l1ap, luan an dua ra téc do hoi tu clia cac uéc luong
vitng day di trong mo hinh hoi quy tuyén tinh don va trong mo hinh hoi quy phi

tham s6 v6i thiét ké ngau nhién.

e Thiét lap Luat s6 16n Marcinkiewicz (ca Luat yéu s6 16n va Luat manh s6 16n)
cho tong trong sb6 tat dinh ctia day bién nghu nhién lien két am va phan phoi
duoi nang v6i day chuan hoa tong quat. Déi véi day bién ngau nhieén doc lap ciing
phan phoi hosic diy bién ngau nhién lien két am cung phan phdi, ching toi dua
ra dugc diéu kién can va di clia day chuan héa dé thiét lap Luat so lén dang
Marcinkiewicze-Zygmund. Ngoai ra, ching toi stt dung nhitng két qua nay dé dua
ra uéc lugng vitng cho gia tri rii ro c6 diéu kién cVaR va nghién ctu tinh ving

clia cac ude lugng trong mo hinh hoi quy ban tham s6 véi cac sai s6 dudi niang.

e Thiét lap Luat manh s 16n cho diy vécto ngau nhién nhan gia tri trong khong
gian Hilbert, phu thuoc géc phan tu am ting cap theo toa do thong qua su hoi tu
day du v 4p dung cac két qua nay dé dua ra cac diéu kién cho sy hoi tu day du

ciia thong ké von Mises suy bién vé6i dit lieu thie doc lap ting cip.

Kién nghi

Trong qua trinh nghién ctu cac van dé ciia luan an, ching toi da nghi dén mot s

huéng nghién citu tiép theo nhu sau:

e Nghién ctiu cac dieu kieén cho sy hoi tu day du ctia diy bién ngau nhién c6 cau

trac phu thude khac (END, WOD, ...).

e Nghién citu cac mo hinh théng ké véi dit lieu co6 cau tric phu thudc.
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