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Mð �¦u

Thuªt ngú �b i to¡n c¥n b¬ng� (EP-Equilibrium problems), kþ hi»u EP(f, C),
�÷ñc bi¸t �¸n trong c¡c cæng tr¼nh cõa L.D. Muu v  W. Oettli (1992), E. Blum
v  W. Oettli (1994), v  �÷ñc ph¡t biºu nh÷ d÷îi �¥y.

B i to¡n 0.1 (EP - Equilibrium problems) Cho C l  mët tªp con lçi, �âng,
kh¡c réng trong khæng gian Hilbert thüc H v  f : C × C → R l  mët song h m
thäa m¢n f(x, x) = 0 vîi måi x ∈ C (song h m f cán �÷ñc gåi l  song h m c¥n
b¬ng). B i to¡n EP(f, C) �÷ñc ph¡t biºu nh÷ sau:

T¼m x∗ ∈ C sao cho f(x∗, y) ≥ 0 ∀y ∈ C. (1)

Trong tr÷íng hñp f(x, y) := ⟨Fx, y − x⟩, vîi F : C → H l  mët ¡nh x¤, b i
to¡n c¥n b¬ng trð th nh b i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n (VIP- Variational
inequality problems), kþ hi»u VIP(F,C), �÷ñc ph¡t biºu nh÷ sau:

B i to¡n 0.2 (VIP- Variational inequality problems)

T¼m x∗ ∈ C sao cho ⟨Fx∗, y − x∗⟩ ≥ 0 ∀y ∈ C, (2)

trong �â C l  tªp con lçi, �âng, kh¡c réng cõa khæng gian Hilbert thüc H v 
F : C → H l  ¡nh x¤ �¢ cho.

Ph÷ìng ph¡p �iºm g¦n k· x¥y düng mët d¢y nghi»m b¬ng c¡ch gi£i t¤i
méi váng l°p mët b i to¡n c¥n b¬ng hi»u ch¿nh. T¤i b÷îc l°p k, gi£ sû �¢ bi¸t xk,
x§p x¿ ti¸p theo �÷ñc x¡c �ành bði xk+1 = Jf

λ

(
xk

)
, vîi

Jf
λ (x) =

{
z ∈ H : f(z, y) +

1

λ
⟨y − z, z − x⟩ ≥ 0, ∀y ∈ C

}
, x ∈ H, (3)

trong �â Jf
λ l  gi£i thùc cõa song h m f ùng vîi tham sè λ > 0. Mët h÷îng ti¸p

cªn kh¡c l  sû döng ph²p chi¸u têng qu¡t. T¤i b÷îc l°p thù k, gi£ sû bi¸t xk, ta
t½nh x§p x¿ ti¸p theo xk+1 = U f

λ

(
xk

)
, trong �â, U f

λ l  ¡nh x¤ nghi»m cõa song
h m f vîi tham sè λ > 0, �÷ñc cho bði

U f
λ (x) = argmin

y∈C

{
λf(x, y) +

1

2
∥y − x∥2

}
. (4)
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Theo h÷îng ti¸p cªn n y, c¡c t¡c gi£ A.S. Antipin (1995) v  L.D. Muu v  T.D.
Quoc (2008)) �¢ �· xu§t ph÷ìng ph¡p �¤o h m t«ng c÷íng. G¦n �¥y, nh¬m
c£i thi»n tèc �ë hëi tö cõa c¡c ph÷ìng ph¡p l°p, kÿ thuªt qu¡n t½nh �¢ �÷ñc �÷a
v o sû döng. Mët trong nhúng k¸t qu£ �¡ng chó þ nh§t l  ph÷ìng ph¡p l°p
Mann qu¡n t½nh do P.E. Maing² (2007) �· xu§t cho b i to¡n t¼m �iºm b§t �ëng
cõa c¡c ¡nh x¤ tüa khæng gi¢n. Ti¸p nèi h÷îng ti¸p cªn n y, mët sè t¡c gi£ nh÷
D.V. Hieu (2019), H.u. Rehman v  cëng sü (2020), N.T. Vinh v  L.D. Muu (2019)
�¢ �· xu§t c¡c ph÷ìng ph¡p �¤o h m t«ng c÷íng qu¡n t½nh cho b i to¡n
c¥n b¬ng. Tuy nhi¶n, c¡c thuªt to¡n n y th÷íng y¶u c¦u cï b÷îc ph£i phö thuëc
v o h¬ng sè Lipschitz ho°c gi£m d¦n v· 0 theo thíi gian l°p, �i·u n y câ thº l m
gi£m �¡ng kº tèc �ë hëi tö. Ngo i ra, �º �¤t �÷ñc sü hëi tö m¤nh, ng÷íi ta c¦n
mët sè kÿ thuªt bê sung, ch¯ng h¤n nh÷ kÿ thuªt hi»u ch¿nh, kÿ thuªt x§p x¿ g­n
k¸t (viscosity), kÿ thuªt g­n k¸t-lai gh²p, kÿ thuªt thu hµp. Mët h÷îng ti¸p cªn
kh¡c l  sû döng d÷îi vi ph¥n, d÷îi vi ph¥n x§p x¿ cõa song h m f . Theo h÷îng
n y, lîp c¡c ph÷ìng ph¡p d÷îi �¤o h m �¢ �÷ñc �· xu§t bði c¡c t¡c gi£ nh÷
P.S.M. Santos (2011), P.N. Anh (2013), vv.

Mët trong nhúng þ t÷ðng �º gi£m chi ph½ t½nh to¡n cho c¡c b i to¡n phö l 
ph¥n r¢ song h m f ban �¦u th nh têng cõa hai ho°c nhi·u song h m th nh
ph¦n. N«m 2009, �º gi£i b i to¡n c¥n b¬ng EP(f, C) vîi f = f1 + f2, Moudafi
(2009) �¢ �· xu§t thuªt to¡n �iºm g¦n k· ph¥n r¢ gi£i b i to¡n c¥n b¬ng.
Sau �â, mët sè t¡c gi£ �¢ k¸t hñp ph÷ìng ph¡p ph¥n r¢ vîi ph÷ìng ph¡p �¤o h m
t«ng c÷íng, tø �â x¥y düng c¡c thuªt to¡n kiºu �¤o h m t«ng c÷íng ph¥n
r¢ nh¬m gi£i c¡c b i to¡n c¥n b¬ng gi£ �ìn �i»u v  gi£ �ìn �i»u m¤nh. Theo
h÷îng ti¸p cªn sû döng ph÷ìng ph¡p d÷îi �¤o h m, nhâm t¡c gi£ �ùc v  Thanh
(2021) �¢ �· xu§t ph÷ìng ph¡p d÷îi �¤o h m ph¥n r¢. N«m 2017, D.V.
Hieu v  cëng sü �¢ �· xu§t ph÷ìng ph¡p ph¥n r¢ kiºu chi¸u song song gi£i
b i to¡n (1). Tuy nhi¶n, c¡c t¡c gi£ v¨n ch÷a thi¸t lªp �÷ñc d¤ng tu¦n tü cõa
ph÷ìng ph¡p v  �º l¤i d÷îi d¤ng b i to¡n mð. Chóng tæi th§y r¬ng, cho �¸n nay
c¡c ph÷ìng ph¡p ph¥n r¢ gi£i b i to¡n c¥n b¬ng công ch÷a câ thuªt to¡n n o k¸t
hñp y¸u tè qu¡n t½nh nh¬m t«ng tèc thuªt to¡n. Thüc t¸ �â �¢ n£y sinh v§n �·
sau:

V§n �· thù nh§t l  �· xu§t, nghi¶n cùu v  c£i ti¸n c¡c ph÷ìng ph¡p ph¥n
r¢ gi£i b i to¡n c¥n b¬ng, vîi möc ti¶u khæng ch¿ �¤t �÷ñc sü hëi tö m¤nh m  cán
n¥ng cao hi»u qu£ t½nh to¡n. �°c bi»t, vi»c k¸t hñp y¸u tè qu¡n t½nh v o ph÷ìng
ph¡p ph¥n r¢ �÷ñc xem nh÷ mët h÷îng ti¸p cªn mîi, cho ph²p vøa khai th¡c hi»u
qu£ c§u tróc �°c bi»t cõa song h m th nh ph¦n, vøa gia t«ng hi»u qu£ t½nh to¡n
thæng qua vi»c tªn döng thæng tin tø c¡c b÷îc l°p tr÷îc �â, �çng thíi câ thº k¸t
hñp vîi c¡c kÿ thuªt hi»u ch¿nh, x§p x¿ g­n k¸t v  mët ph²p chi¸u.

Ngo i ra, cï b÷îc cõa c¡c thuªt to¡n l°p công l  mët trong nhúng y¸u tè £nh
h÷ðng �¸n tèc �ë v  hi»u qu£ cõa thuªt to¡n. �º khæng ph£i sû döng h¬ng sè
Lipschitz cõa song h m, Yang v  Liu (2020) �¢ �· xu§t thuªt to¡n kiºu d÷îi
�¤o h m t«ng c÷íng vîi cï b÷îc tü th½ch nghi vîi d¢y cï b÷îc {λk} �ìn
�i»u gi£m d¦n v· 0. Tuy nhi¶n, �i·u n y công £nh h÷îng �¸n tèc �ë hëi tö cõa
thuªt to¡n. V¼ vªy, chóng tæi �°t ra mët v§n �· mîi c¦n gi£i quy¸t nh÷ sau:

V§n �· thù hai h÷îng tîi vi»c x¥y düng c¡c ph÷ìng ph¡p �¤o h m t«ng c÷íng
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vîi chi¸n l÷ñc �i·u ch¿nh cï b÷îc tü th½ch nghi, trong �â cï b÷îc câ thº �÷ñc gia
t«ng mët c¡ch câ kiºm so¡t sau mët sè l¦n l°p nh¬m c£i thi»n hi»u qu£ t½nh to¡n
v  gióp thuªt to¡n tho¡t khäi c¡c vòng hëi tö chªm. Vi»c gia t«ng cï b÷îc n y
khæng câ ngh¾a t«ng væ h¤n g¥y ph¥n ký, m  �÷ñc thi¸t k¸ düa tr¶n c¡c �i·u ki»n
th½ch hñp �º v¨n �£m b£o t½nh ên �ành v  hëi tö cõa ph÷ìng ph¡p.

Ph÷ìng ph¡p chi¸u �÷ñc bi¸t �¸n nh÷ l  mët trong nhúng ph÷ìng ph¡p
�ìn gi£n v  hi»u qu£ nh§t �º gi£i b i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n. Þ t÷ðng ch½nh
cõa ph÷ìng ph¡p n y xu§t ph¡t tø mèi li¶n h» sau: x∗ l  nghi»m cõa b i to¡n
VI(F,C) khi v  ch¿ khi nâ l  �iºm b§t �ëng cõa ¡nh x¤ Φ(x) := PC(x−λFx) vîi
λ > 0. Do �â, ta câ thº sû döng ph÷ìng ph¡p l°p �º gi£i b i to¡n (2). Trong mët
k¸t qu£ g¦n �¥y, Malitsky (2015) �¢ k¸t hñp ph÷ìng ph¡p mët l¦n chi¸u vîi ph²p
ph£n x¤ �º thu �÷ñc ph÷ìng ph¡p chi¸u ph£n x¤. �º gi£m nhµ gi£ thi¸t v·
t½nh �ìn �i»u m¤nh, Korpelevich (1976) �· xu§t ph÷ìng ph¡p �¤o h m t«ng
c÷íng, trong �â t¤i méi b÷îc l°p thuªt to¡n �ái häi th¶m mët ph²p chi¸u l¶n
tªp r ng buëc. Popov, Censor, vv. �¢ �÷a ra c¡c phi¶n b£n c£i bi¶n nh¬m gi£m
sè l¦n chi¸u ho°c sè l¦n t½nh gi¡ trà cõa to¡n tû. Ð Vi»t Nam, b i to¡n b§t �¯ng
thùc bi¸n ph¥n �¢ �÷ñc nghi¶n cùu m¤nh trong v i n«m g¦n �¥y. Tuy nhi¶n, c¡c
k¸t qu£ nghi¶n cùu trong n÷îc v· v§n �· n y ch÷a nhi·u v  c¡c k¸t qu£ thu �÷ñc
cán mët sè h¤n ch¸ nh÷ t½nh nhi·u ph²p chi¸u tr¶n méi b÷îc l°p, cï b÷îc phö
thuëc v o h¬ng sè Lipschitz, c¡c �i·u ki»n �°t l¶n to¡n tû cán kh¡ ch°t, vv. Thüc
t¸ �â �¢ �°t ra v§n �· c¦n c£i ti¸n hìn núa c¡c ph÷ìng ph¡p �¢ câ v· c£ m°t
t½nh to¡n l¨n c¡c �i·u ki»n hëi tö cõa thuªt to¡n. Mët c¡ch tü nhi¶n, chóng tæi
quan t¥m �¸n nhúng v§n �· ti¸p theo c¦n nghi¶n cùu nh÷ sau:

Tr¶n cì sð còng h÷îng tîi möc ti¶u t«ng hi»u qu£ t½nh to¡n thæng qua vi»c
gi£m chi ph½ méi b÷îc l°p v  �çng thíi c£i thi»n tèc �ë hëi tö, v§n �· thù ba
tªp trung v o vi»c nghi¶n cùu v  �· xu§t thuªt to¡n chi¸u d÷îi �¤o h m d¤ng nîi
läng nh¬m gi£i b i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n, vîi möc ti¶u ti¸p töc gi£m g¡nh
n°ng t½nh to¡n t¤i méi b÷îc l°p nh÷ng v¨n �£m b£o t½nh ên �ành v  hëi tö cõa
thuªt to¡n. C¡c thuªt to¡n �÷ñc �· xu§t khæng ch¿ câ þ ngh¾a lþ thuy¸t m  cán
�÷ñc ùng döng v o b i to¡n khæi phöc £nh, qua �â minh håa rã r ng hi»u qu£
t½nh to¡n v  t½nh kh£ thi cõa ph÷ìng ph¡p trong c¡c b i to¡n thüc ti¹n câ quy
mæ lîn.

Ngo i ph¦n mð �¦u, k¸t luªn, danh möc c¡c cæng tr¼nh �¢ cæng bè cõa t¡c gi£
câ li¶n quan �¸n luªn ¡n v  danh möc t i li»u tham kh£o, luªn ¡n gçm 3 ch÷ìng.
C¡c k¸t qu£ ch½nh �÷ñc tªp trung trong c¡c Ch÷ìng 2 v  Ch÷ìng 3.

Ch÷ìng 1 Ki¸n thùc chu©n bà.
Ch÷ìng 2 Mët sè ph÷ìng ph¡p ph¥n r¢ gi£i b i to¡n c¥n b¬ng.
Ch÷ìng 3 Ph÷ìng ph¡p chi¸u �¤o h m cho b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n v 

ph÷ìng ph¡p d÷îi �¤o h m t«ng c÷íng gi£i b i to¡n c¥n b¬ng.
Trong luªn ¡n n y, c¡c th½ nghi»m sè �÷ñc thüc hi»n tr¶n ph¦n m·m MATLAB

R2022b ch¤y tr¶n m¡y t½nh �º b n vîi bë xû lþ Intel(R) Core(TM) i5-1035G1
CPU @ 1.00GHz 1.19GHz, RAM 4.00 GB.

C¡c k¸t qu£ cõa luªn ¡n n y �¢ �÷ñc cæng bè trong 04 b i b¡o trong danh
möc cæng tr¼nh khoa håc v  công �÷ñc b¡o c¡o t¤i mët sè hëi th£o v  hëi nghà
v· to¡n ùng döng v  tèi ÷u hâa.
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Ch÷ìng 1

Ki¸n thùc chu©n bà

1.1. Mët sè cæng cö cõa gi£i t½ch lçi v  lþ thuy¸t to¡n tû trong khæng

gian Hilbert

Mët khæng gian vectì thüc H �÷ñc trang bà t½ch væ h÷îng ⟨., .⟩ v  �¦y �õ �èi
vîi chu©n

∥x∥ :=
√
⟨x, x⟩

�÷ñc gåi l  khæng gian Hilbert thüc. Tø nay v· sau, ta luæn kþ hi»u H l  khæng
gian Hilbert thüc. Kþ hi»u ωw

(
xk

)
l  tªp t§t c£ c¡c �iºm tö y¸u cõa

{
xk

}
, tùc l 

ωw

(
xk

)
:=

{
x ∈ H : xkj ⇀ x vîi mët d¢y con {kj} cõa {k}

}
.

1.1.1. To¡n tû chi¸u v  c¡c t½nh ch§t h¼nh håc

�ành ngh¾a 1.1 Cho C ⊂ H l  tªp lçi, �âng, kh¡c réng. Khi �â, ¡nh x¤

PC : H → C

x 7→ argmin{∥y − x∥ : y ∈ C}

�÷ñc gåi l  ph²p chi¸u tø H l¶n C. Ph¦n tû PC(x) ∈ C �÷ñc gåi l  h¼nh chi¸u
cõa x l¶n C v  ∥x− PC(x)∥ ch½nh l  kho£ng c¡ch tø x tîi C.

M»nh �· 1.1. Cho C ⊆ H l  tªp lçi, �âng, kh¡c réng. Khi �â,

(1) Vîi måi x ∈ H, PC(x) luæn tçn t¤i duy nh§t, �çng thíi x0 = PC(x) khi v 
ch¿ khi 〈

x− x0, y − x0
〉
≤ 0 ∀y ∈ C;

(2) �nh x¤ PC câ t½nh ch§t khæng gi¢n vúng (ho°c 1-�ìn �i»u m¤nh ng÷ñc), tùc
l ,

∥PC(x)− PC(y)∥2 ≤ ⟨x− y, PC(x)− PC(y)⟩ ∀x, y ∈ H;
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(3) PC l  ¡nh x¤ khæng gi¢n, tùc l 

∥PC(x)− PC(y)∥ ≤ ∥x− y∥ ∀x, y ∈ H;

(4) ∥PC(x)− y∥2 ≤ ∥x− y∥2 − ∥x− PC(x)∥2 ∀x ∈ H, y ∈ C.

1.1.2. D÷îi �¤o h m, nân ph¡p tuy¸n v  b i to¡n tèi ÷u lçi

�ành ngh¾a 1.3 Cho g : H → R ∪ {∞}, x0 ∈ H. N¸u tªp

∂g
(
x0
)
:=

{
w ∈ H :

〈
w, y − x0

〉
≤ g(y)− g

(
x0
)

∀y ∈ H
}

kh¡c réng th¼ g �÷ñc gåi l  kh£ d÷îi vi ph¥n t¤i x0, ∂g
(
x0
)
�÷ñc gåi l  d÷îi vi

ph¥n, méi vectì w thuëc ∂g
(
x0
)
�÷ñc gåi l  d÷îi �¤o h m cõa g t¤i x0. H m g

�÷ñc gåi l  kh£ d÷îi vi ph¥n tr¶n mët tªp n¸u nâ kh£ d÷îi vi ph¥n t¤i måi �iºm
thuëc tªp �â.

�ành ngh¾a 1.4 Cho song h m f : H ×H → R thäa m¢n f(x, x) = 0 vîi måi
x ∈ H. D÷îi vi ph¥n �÷íng ch²o ∂2f : H ⇒ H cõa song h m f t¤i x ∈ H �÷ñc
x¡c �ành bði

∂2f(x, x) : = {u ∈ H : f(x, y) ≥ ⟨u, y − x⟩+ f(x, x) ∀y ∈ H}
= {u ∈ H : f(x, y) ≥ ⟨u, y − x⟩ ∀y ∈ H}. (1.1)

Bê �· 1.1. Cho C l  tªp lçi, �âng v  kh¡c réng trong khæng gian Hilbert H v 
g : H → R ∪ {∞} l  h m lçi, nûa li¶n töc d÷îi, ch½nh th÷íng. Gi£ sû g li¶n
töc t¤i mët �iºm n o �â cõa C ho°c tçn t¤i mët �iºm trong cõa C m  g l  húu
h¤n. Khi �â, x∗ l  nghi»m cõa b i to¡n tèi ÷u lçi min {g(x) : x ∈ C} khi v  ch¿
khi 0 ∈ ∂g(x∗) +NC(x

∗).

Ti¸p theo, luªn ¡n li»t k¶ mët sè bê �· v· d¢y sè, c¦n thi¸t cho vi»c chùng
minh k¸t qu£ ð c¡c ch÷ìng ti¸p theo.

1.1.3. To¡n tû �ìn �i»u, gi£ �ìn �i»u v  c¡c t½nh ch§t cì b£n

�ành ngh¾a 1.7 �nh x¤ F : C → H �÷ñc gåi l 

1. γ-�ìn �i»u m¤nh tr¶n C n¸u tçn t¤i h¬ng sè γ > 0 sao cho vîi måi x, y ∈ C,

⟨Fx− Fy, x− y⟩ ≥ γ∥x− y∥2;

2. �ìn �i»u tr¶n C n¸u vîi måi x, y ∈ C,

⟨Fx− Fy, x− y⟩ ≥ 0;
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3. γ-gi£ �ìn �i»u m¤nh tr¶n C n¸u tçn t¤i h¬ng sè γ > 0 sao cho vîi måi
x, y ∈ C,

⟨Fy, x− y⟩ ≥ 0 ⇒ ⟨Fx, x− y⟩ ≥ γ∥x− y∥2;

4. gi£ �ìn �i»u tr¶n C n¸u vîi måi x, y ∈ C,

⟨Fy, x− y⟩ ≥ 0 ⇒ ⟨Fx, x− y⟩ ≥ 0;

5. L-li¶n töc Lipschitz tr¶n C n¸u vîi måi x, y ∈ C, tçn t¤i L ≥ 0 sao cho

∥Fx− Fy∥ ≤ L∥x− y∥.

Trong tr÷íng hñp L = 1, ¡nh x¤ F �÷ñc gåi l  khæng gi¢n v  n¸u L ∈ [0, 1), F
�÷ñc gåi l  ¡nh x¤ co.

Bê �· 1.8. Gi£ sû F l  to¡n tû thäa m¢n t½nh ch§t L-li¶n töc Lipschtz v  η-�ìn
�i»u m¤nh v  µ l  h¬ng sè sao cho µ ∈

(
0, 2ηL2

)
. L§y T µ = PC(I − µF ) (ho°c

I − µF ), trong �â I l  to¡n tû �ìn và tr¶n H. Khi �â, T µ l  ¡nh x¤ co vîi h» sè
1− τ , trong �â τ = 1

2µ(2η − µL2).

1.2. B i to¡n c¥n b¬ng v  b i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n

1.2.1. B i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n

Cho ¡nh x¤ F : H −→ H, C l  tªp con, lçi, �âng, kh¡c réng trong khæng
gian Hilbert thüc H. B i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n, kþ hi»u VIP(F,C), �÷ñc
ph¡t biºu nh÷ sau:

T¼m x∗ ∈ C sao cho ⟨Fx∗, y − x∗⟩ ≥ 0 ∀y ∈ C. (1.7)

Kþ hi»u Sol(F,C) l  tªp nghi»m cõa VIP(F,C).

1.2.2. B i to¡n c¥n b¬ng v  c¡c b i to¡n li¶n quan

B i to¡n c¥n b¬ng, kþ hi»u EP(f, C), �÷ñc ph¡t biºu nh÷ sau

T¼m x∗ ∈ C sao cho f(x∗, y) ≥ 0 ∀y ∈ C, (1.8)

trong �â C l  tªp con, lçi, �âng, kh¡c réng trong khæng gian Hilbert thüc H v 
f : H ×H → R l  song h m thäa m¢n f(x, x) = 0 vîi måi x ∈ C. Tªp nghi»m
cõa b i to¡n (1.8) �÷ñc kþ hi»u bði Sol(f, C), tùc l 

Sol(f, C) := {x∗ ∈ C : f(x∗, y) ≥ 0 ∀y ∈ C} . (1.9)

D¹ th§y b i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n ch½nh l  tr÷íng hñp ri¶ng cõa EP(f, C)
vîi f(x, y) := ⟨Fx, y−x⟩. Chó þ r¬ng b£n th¥n b i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n
công �¢ bao h m mët lo¤t c¡c b i to¡n kh¡c nh÷:

6



� B i to¡n tèi ÷u

X²t b i to¡n tèi ÷u têng qu¡t sau:

min{g(x) : x ∈ C}, (1.10)

trong �â g : H → R l  mët h m kh£ vi. �°t F (x) := ∇g(x) vîi måi x.

� B i to¡n bò phi tuy¸n

B i to¡n bò phi tuy¸n cõa F tr¶n C, kþ hi»u NCP(F,C), �÷ñc ph¡t biºu nh÷
sau:

T¼m x∗ ∈ C sao cho Fx∗ ∈ C∗ v  ⟨Fx∗, x∗⟩ = 0, (1.11)

trong �â C ⊂ H l  mët nân lçi, �âng v 

C∗ := {x ∈ H : ⟨x, y⟩ ≥ 0 ∀y ∈ C}

l  nân �èi ng¨u cõa C.

� B i to¡n �iºm b§t �ëng

Cho ¡nh x¤ T : C → C. B i to¡n �iºm b§t �ëng cõa ¡nh x¤ T tr¶n C, kþ
hi»u FP(T,C), �÷ñc ph¡t biºu nh÷ sau:

T¼m x∗ ∈ C sao cho Tx∗ = x∗. (1.12)

�ành lþ 1.7. Cho C ⊂ H l  mët tªp lçi, �âng, F : C → H, λ > 0. Khi �â, x∗

l  nghi»m cõa (1.7) khi v  ch¿ khi nâ l  �iºm b§t �ëng cõa ¡nh x¤

Φ : C → C

x 7→ PC(x− λFx).

Tø �ành lþ 1.7 suy ra Φ �âng vai trá l  ¡nh x¤ nghi»m cõa b i to¡n b§t �¯ng
thùc bi¸n ph¥n, theo ngh¾a, b§t cù �iºm b§t �ëng n o cõa Φ công s³ l  nghi»m
cõa b i to¡n VIP(F,C). T÷ìng tü, ta câ thº x¥y düng mët ¡nh x¤ nghi»m cho
b i to¡n c¥n b¬ng.

�ành lþ 1.8. Cho C ⊂ H l  tªp lçi, �âng, câ mi·n trong kh¡c réng, f : C×C →
R l  song h m c¥n b¬ng tr¶n C thäa m¢n �i·u ki»n: vîi måi x ∈ C, h m sè f(x, .)
lçi, kh£ d÷îi vi ph¥n tr¶n C. Gi£ sû λ > 0. Khi �â, x∗ l  nghi»m cõa b i to¡n
EP(f, C) khi v  ch¿ khi nâ l  �iºm b§t �ëng cõa ¡nh x¤

Uλ : C → C

x 7→ argmin

{
λf(x, y) +

1

2
∥y − x∥2 : y ∈ C

}
.
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1.2.3. Sü tçn t¤i duy nh§t nghi»m

�ành ngh¾a 1.8 Song h m f : C × C → R �÷ñc gåi l 

1. γ-�ìn �i»u m¤nh tr¶n C n¸u tçn t¤i h¬ng sè γ > 0 sao cho vîi måi x, y ∈ C,
ta câ

f(x, y) + f(y, x) ≤ −γ∥x− y∥2;

2. �ìn �i»u tr¶n C n¸u vîi måi x, y ∈ C, ta câ

f(x, y) + f(y, x) ≤ 0;

3. γ-gi£ �ìn �i»u m¤nh tr¶n C n¸u tçn t¤i h¬ng sè γ > 0 sao cho vîi måi
x, y ∈ C,

f(x, y) ≥ 0 ⇒ f(y, x) ≤ −γ∥x− y∥2;

4. gi£ �ìn �i»u tr¶n C n¸u vîi måi x, y ∈ C, ta câ

f(x, y) ≥ 0 ⇒ f(y, x) ≤ 0;

5. para-�ìn �i»u n¸u f �ìn �i»u v  �i·u ki»n sau �÷ñc thäa m¢n

x ∈ Sol(f, C), y ∈ C, f(x, y) = f(y, x) = 0 ⇒ y ∈ Sol(f, C);

6. thäa m¢n �i·u ki»n Lipschitz theo Mastroeni, n¸u tçn t¤i hai h¬ng sè c1, c2 > 0
sao cho vîi måi x, y, z ∈ C, ta câ

f(x, y) + f(y, z) ≥ f(x, z)− c1∥x− y∥2 − c2∥y − z∥2.

�ành lþ 1.9. Cho C l  mët tªp con lçi, compact, kh¡c réng trong khæng gian
Hilbert thüc H v  song h m c¥n b¬ng f : C × C → R câ c¡c t½nh ch§t

(i) f(., y) nûa li¶n töc tr¶n vîi måi y ∈ C.

(ii) f(x, .) lçi vîi måi x ∈ C.

Khi �â, b i to¡n EP(f, C) câ nghi»m.

�ành lþ 1.11. Cho C l  tªp lçi, �âng, kh¡c réng v  f : C ×C → R l  song h m
c¥n b¬ng.

(i) N¸u f �ìn �i»u ch°t tr¶n C, th¼ b i to¡n c¥n b¬ng EP(f, C) câ nhi·u nh§t
mët nghi»m.

(ii) N¸u f(., y) nûa li¶n töc tr¶n vîi måi y ∈ C, f(x, .) lçi, nûa li¶n töc d÷îi vîi
måi x ∈ C v  f �ìn �i»u m¤nh tr¶n C, th¼ b i to¡n EP(f, C) câ duy nh§t
mët nghi»m.
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1.3. Mët sè mæ h¼nh to¡n håc li¶n quan �¸n b i to¡n c¥n b¬ng

1.3.1. B i to¡n c¥n b¬ng Nash trong trá chìi khæng hñp t¡c

�¦u nhúng n«m 1950, Nash �÷a ra kh¡i ni»m ��iºm c¥n b¬ng Nash� trong
trá chìi khæng hñp t¡c. C¥n b¬ng Nash �¤t �÷ñc khi khæng mët ng÷íi chìi n o
câ thº t«ng �÷ñc lñi ½ch b¬ng c¡ch thay �êi chi¸n l÷ñc cõa m¼nh trong khi c¡c �èi
thõ kh¡c v¨n giú nguy¶n chi¸n l÷ñc cõa hå. Mët c¡ch têng qu¡t, gi£ sû câ n ng÷íi
tham gia mët trá chìi khæng hñp t¡c. Ng÷íi chìi thù i câ tªp chi¸n l÷ñc l  Ci v 
câ h m lñi ½ch l  fi : C → R vîi C = C1 × . . . Cn. Möc ti¶u cõa méi ng÷íi chìi
l  t¼m ki¸m mët chi¸n l÷ñc cho ri¶ng m¼nh �º tèi �a hâa lñi ½ch fi. �iºm x∗ ∈ C
�÷ñc gåi l  �iºm c¥n b¬ng Nash n¸u vîi måi y = (y1, . . . , yn) ∈ C,

fi (x
∗
1, . . . , x

∗
n) ≥ fi (x

∗
1, . . . , x

∗
i−1, yi, x

∗
i+1, . . . , x

∗
n) ∀i = 1, . . . , n.

1.3.2. B i to¡n �iºm y¶n ngüa

Cho A ⊆ H, B ⊆ H v  L : A × B → R. B i to¡n �iºm y¶n ngüa, kþ hi»u
SP(L,A,B), l  b i to¡n t¼m (x∗, y∗) ∈ A×B sao cho

L (x∗, y) ≤ L (x∗, y∗) ≤ L (x, y∗) ∀(x, y) ∈ A×B.
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Ch÷ìng 2

Mët sè ph÷ìng ph¡p ph¥n r¢ gi£i b i

to¡n c¥n b¬ng

2.1. Ph÷ìng ph¡p chi¸u ph¥n r¢ kiºu Tseng

2.1.1. Mæ h¼nh b i to¡n v  c¡c gi£ thi¸t

Ta x²t b i to¡n EP(f, C) vîi f := f1+f2, trong �â f, fi : H×H → R, i = 1, 2
l  c¡c song h m c¥n b¬ng. �º nghi¶n cùu c¡c thuªt to¡n l°p cho b i to¡n EP(f, C)
trong khæng gian væ h¤n chi·u, c¡c �i·u ki»n sau �¥y s³ �÷ñc sû döng trong c¡c
ph¦n ti¸p theo:

(A1) f �ìn �i»u tr¶n C;

(A1') f gi£ �ìn �i»u tr¶n C;

(A1�) f gi£ �ìn �i»u m¤nh tr¶n C;

(A2) f(., y) nûa li¶n töc tr¶n y¸u.

(A3) fi(x, .) lçi v  nûa li¶n töc d÷îi (i = 1, 2);

(A4) f thäa m¢n �i·u ki»n para-�ìn �i»u;

(A5) D÷îi vi ph¥n �÷íng ch²o ∂2fi bà ch°n tr¶n tªp bà ch°n (i = 1, 2);

(A6) Sol(f, C) ̸= ∅.

2.1.2. X¥y düng thuªt to¡n v  ph¥n t½ch hëi tö

Trong ph¦n n y, chóng tæi tr¼nh b y ba thuªt to¡n chi¸u ph¥n r¢ kiºu Tseng
�º gi£i b i to¡n c¥n b¬ng (1.8). Thuªt to¡n �¦u ti¶n �÷ñc mæ t£ nh÷ d÷îi �¥y.
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Thuªt to¡n 2.1 (Thuªt to¡n chi¸u ph¥n r¢ kiºu Tseng tu¦n tü [iTSM])

Khði t¤o: Chån hai d¢y sè d÷ìng {βk} v  {εk} sao cho

∞∑
k=0

εk < ∞,
∞∑
k=0

βk = ∞,
∞∑
k=0

β2
k < ∞. (2.1)

Chån c¡c �iºm x0, x1 ∈ C tòy þ v  tham sè θ ∈ [0, 1). �°t k = 1.
B÷îc l°p: Vîi k ≥ 1, tø xk−1 v  xk, chån αk sao cho 0 ≤ αk ≤ ᾱk, trong �â

ᾱk =


min

{
θ,

εk
∥xk − xk−1∥

,
εk

∥xk − xk−1∥2
}

n¸u xk ̸= xk−1,

θ n¸u xk = xk−1.
(2.2)

T½nh vk = xk + αk(x
k − xk−1) v  wk = PC(v

k).

Chån u1(w
k) ∈ ∂f1(w

k, wk), u2(wk) ∈ ∂f2(w
k, wk), v  t½nh

ηk = max{1, ∥u1(wk)∥, ∥u2(wk)∥}, λk =
βk
ηk

, (2.3)

yk = PC

(
wk − 2λku1(w

k)
)
, (2.4)

xk+1 = yk − λk

(
u2(w

k)− u1(w
k)
)
. (2.5)

�i·u ki»n døng: N¸u xk+1 = vk v  yk = wk, th¼ thuªt to¡n døng. Ng÷ñc l¤i,

�°t k := k + 1 v  quay l¤i B÷îc l°p.

Sü hëi tö y¸u. �ành lþ sau �¥y kh¯ng �ành t½nh hëi tö y¸u cõa Thuªt
to¡n 2.1.

�ành lþ 2.1. Cho {xk} l  d¢y sinh bði Thuªt to¡n 2.1. Gi£ sû r¬ng c¡c gi£ thi¸t
(A1'), (A2)�(A6) �÷ñc thäa m¢n. Khi �â, d¢y {xk} hëi tö y¸u tîi mët ph¦n tû
cõa tªp nghi»m Sol(f, C).

�ành lþ 2.2. Gi£ sû c¡c gi£ thi¸t (A1), (A3), (A5) v  (A6) �÷ñc thäa m¢n.
Khi �â, d¢y ergodic {zk} hëi tö y¸u tîi mët ph¦n tû cõa Sol(f, C).

Sü hëi tö m¤nh. C¡c �ành lþ sau �¥y kh¯ng �ành t½nh hëi tö m¤nh cõa
Thuªt to¡n 2.1.

�ành lþ 2.3. Gi£ sû c¡c gi£ thi¸t cõa �ành lþ 2.1 thäa m¢n v  intSol(f, C) ̸= ∅.
Khi �â, d¢y {xk} sinh bði Thuªt to¡n 2.1 hëi tö m¤nh tîi mët nghi»m cõa b i
to¡n EP(f, C).

�ành lþ 2.4. Gi£ sû r¬ng c¡c gi£ thi¸t (A1�), (A3) v  (A5)�(A6) thäa m¢n.
Khi �â, hai d¢y {xk} v  {yk} sinh bði Thuªt to¡n 2.1 hëi tö m¤nh tîi nghi»m
duy nh§t cõa EP(f, C).
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Ti¸p theo, chóng tæi tr¼nh b y hai bi¸n thº cõa Thuªt to¡n 2.1.

Thuªt to¡n 2.2 (Thuªt to¡n ph¥n r¢ kiºu d÷îi �¤o h m �¤o h m t«ng

c÷íng [SESM])
Khði t¤o: Chån tòy þ c¡c �iºm x0, x1 ∈ C, θ ∈ [0, 1) v  �°t k = 1.

B÷îc l°p: Vîi méi k ≥ 1, tø c¡c �iºm xk−1 v  xk (k ≥ 1), chån αk sao cho 0 ≤ αk ≤ ᾱk, trong

�â

ᾱk =

min

{
θ,

εk
∥xk − xk−1∥

,
εk

∥xk − xk−1∥2

}
n¸u xk ̸= xk−1,

θ n¸u xk = xk−1.

v  t½nh wk = PC(x
k +αk(x

k −xk−1)). L§y u1(w
k) ∈ ∂f1(w

k, wk), u2(w
k) ∈ ∂f2(w

k, wk) v  t½nh

ηk = max{1, ∥u1(w
k)∥, ∥u2(w

k)∥}, λk =
βk

ηk

yk = PC(w
k − 2λku1(w

k)),

xk+1 = PTk
(yk − λk(u2(w

k)− u1(w
k))),

trong �â Tk := {z ∈ H : ⟨wk − λku1(w
k)− yk, z − yk⟩ ≤ 0}.

�i·u ki»n døng: N¸u xk+1 = yk = wk, th¼ thuªt to¡n døng. Ng÷ñc l¤i, �°t k := k+1 v  quay

l¤i B÷îc l°p.

Thuªt to¡n 2.3 (Thuªt to¡n ph¥n r¢ �¤o h m t«ng c÷íng kiºu Tseng

[TESM])
Khði t¤o: Chån c¡c �iºm x0, x1 ∈ C, θ ∈ [0, 1) v  �°t k = 1.

B÷îc l°p: Tø xk−1 v  xk (k ≥ 1), chån αk sao cho 0 ≤ αk ≤ ᾱk, trong �â

ᾱk =


min

{
θ,

εk
∥xk − xk−1∥

,
εk

∥xk − xk−1∥2
}

n¸u xk ̸= xk−1,

θ n¸u xk = xk−1.

T½nh wk = xk + αk(x
k − xk−1). L§y u1(x

k) ∈ ∂f1(x
k, xk), u2(x

k) ∈ ∂f2(x
k, xk) v  t½nh

ηk = max{1, ∥u1(x
k)∥, ∥u2(x

k)∥}, λk =
βk

ηk
,

yk = PC(w
k − 2λku1(x

k)),

xk+1 = PC(y
k − λk(u2(x

k)− u1(x
k))).

�i·u ki»n døng: N¸u ∥xk+1 − yk∥+ ∥wk − xk∥+ ∥yk −wk∥ = 0 th¼ døng thuªt to¡n v  xk l 

nghi»m. Ng÷ñc l¤i, �°t k := k + 1 v  quay l¤i B÷îc l°p.
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2.1.3. Thû nghi»m sè v  ùng döng

Trong ph¦n n y, chóng tæi ¡p döng c¡c Thuªt to¡n 2.1, 2.2 v  2.3 �º gi£i
mët b i to¡n c¥n b¬ng ph¡t sinh tø mæ h¼nh c¥n b¬ng Nash�Cournot trong thà
tr÷íng �i»n. Chóng tæi sû döng h m chi ph½ l  mët h m lçi nh÷ng khæng trìn.
Do �â, b i to¡n c¥n b¬ng thu �÷ñc khæng thº chuyºn v· b i to¡n b§t �¯ng thùc
bi¸n ph¥n. �çng thíi, chóng tæi ti¸n h nh so s¡nh hi»u su§t cõa c¡c thuªt to¡n
�· xu§t vîi mët sè c¡c thuªt to¡n �¢ câ. Ngo i ra, chóng tæi ¡p döng c¡c Thuªt
to¡n 2.1, 2.2 v  2.3 cho b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n hén hñp.

2.2. Ph÷ìng ph¡p ph¥n r¢ mët ph²p chi¸u

2.2.1. �ëng lüc x¥y düng ph÷ìng ph¡p ph¥n r¢ mët ph²p chi¸u

Trong nhi·u ùng döng thüc t¸, khi tªp ch§p nhªn �÷ñc câ c§u tróc phùc t¤p
ho°c khi b i to¡n con li¶n quan �¸n song h m câ �ë phùc t¤p cao, chi ph½ t½nh
to¡n cõa c¡c ph÷ìng ph¡p ph£i thüc hi»n nhi·u b÷îc chi¸u ho°c gi£i nhi·u b i
to¡n con t¤i méi váng l°p th÷íng trð th nh nót th­t ch½nh. Xu§t ph¡t tø thüc t¸
�â, ph÷ìng ph¡p mët ph²p chi¸u �÷ñc �· xu§t vîi möc ti¶u gi£m �¡ng kº chi ph½
tr¶n méi váng l°p b¬ng c¡ch x¥y düng mët cæng thùc cªp nhªt ch¿ sû döng mët
ph²p chi¸u duy nh§t, trong �â k¸t hñp kÿ thuªt qu¡n t½nh v  hi»u ch¿nh, qua �â
v¨n b£o �£m hëi tö d÷îi c¡c gi£ thi¸t th½ch hñp, �çng thíi t¤o ra mët khuæn khê
thuªt to¡n gån nhµ, linh ho¤t, phò hñp cho thüc nghi»m t½nh to¡n.

2.2.2. X¥y düng thuªt to¡n v  ph¥n t½ch hëi tö

Thuªt to¡n ph¥n r¢ mët ph²p chi¸u m  chóng tæi �· xu§t �÷ñc thi¸t k¸ nh÷
sau:

Thuªt to¡n 2.4 (Thuªt to¡n ph¥n r¢ mët ph²p chi¸u gi£i b i to¡n c¥n

b¬ng [oPSM])
Khði t¤o: Chån hai d¢y sè tham sè {εk} v  {βk} thäa m¢n

∞∑
k=0

βk = ∞,
∞∑
k=0

β2
k < ∞,

∞∑
k=0

εk < ∞. (2.54)

Chån tòy þ c¡c �iºm x1, y0, y1 ∈ C, θ ∈ [0, 1) v  �°t k = 1.

B÷îc l°p: Tø xk, yk−1 v  yk (k ≥ 1), chån αk sao cho 0 ≤ αk ≤ ᾱk, trong �â

ᾱk =

min

{
θ,

εk
∥yk − yk−1∥

,
εk

∥yk − yk−1∥2

}
n¸u yk ̸= yk−1,

θ n¸u yk = yk−1.
(2.55)
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Thuªt to¡n 2.4 (Thuªt to¡n ph¥n r¢ mët ph²p chi¸u gi£i b i to¡n c¥n

b¬ng [oPSM])
T½nh wk = yk + αk(y

k − yk−1). L§y u1(x
k) ∈ ∂f1(x

k, xk), u2(xk) ∈ ∂f2(x
k, xk),

t½nh

ηk = max{1, ∥u1(xk)∥, ∥u2(xk)∥}, λk =
βk
ηk

, (2.56)

xk+1 = PC(w
k − λku1(x

k)), (2.57)

yk+1 = xk+1 − λku2(x
k). (2.58)

�i·u ki»n døng: N¸u ∥xk − xk+1∥ + ∥yk+1 − wk∥ = 0, th¼ døng thuªt to¡n.

Ng÷ñc l¤i, �°t k := k + 1 v  quay l¤i B÷îc l°p.

�ành lþ 2.5. Gi£ sû r¬ng c¡c �i·u ki»n (A1'), (A2)�(A6) �÷ñc thäa m¢n. Khi
�â, d¢y {xk} sinh bði Thuªt to¡n 2.4 hëi tö y¸u �¸n mët �iºm thuëc tªp nghi»m
Sol(f, C).

Ti¸p theo, chóng tæi �÷a ra thuªt to¡n chi¸u ph¥n r¢ hi»u ch¿nh gi£i b i to¡n
(1.8). C§u tróc cõa thuªt to¡n �÷ñc x¥y düng nh÷ sau: Chån c¡c d¢y sè d÷ìng
{βk}, {γk} v  {εk} thäa m¢n

∞∑
k=0

βk = ∞,
∞∑
k=0

β2
k < ∞,

∞∑
k=0

εk < ∞, (2.95)

lim
k→∞

γk = 0,
∞∑
k=0

γk = ∞, lim
k→∞

γk
βk

= 0. (2.96)

Ta ti¸n h nh c¡c b÷îc l°p nh÷ sau:

Thuªt to¡n 2.5 (Thuªt to¡n mët ph²p chi¸u ph¥n r¢ hi»u ch¿nh gi£i

b i to¡n c¥n b¬ng [roPSM])
Khði t¤o: Chån tòy þ c¡c �iºm x1, y0, y1 ∈ C, θ ∈ [0, 1) v  �°t k = 1.
B÷îc l°p: Tø xk, yk−1 v  yk (k ≥ 1), chån αk sao cho 0 ≤ αk ≤ ᾱk, trong �â

ᾱk =

min

{
θ,

εk
∥yk − yk−1∥

,
εk

∥yk − yk−1∥2

}
n¸u yk ̸= yk−1,

θ n¸u yk = yk−1.
(2.97)
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Thuªt to¡n 2.5 Thuªt to¡n mët ph²p chi¸u ph¥n r¢ hi»u ch¿nh gi£i

b i to¡n c¥n b¬ng [roPSM]
T½nh wk = (1 − γk)y

k + αk(y
k − yk−1). L§y u1(x

k) ∈ ∂f1(x
k, xk), u2(xk) ∈

∂f2(x
k, xk) v  t½nh

ηk = max{1, ∥u1(xk)∥, ∥u2(xk)∥}, λk =
βk
ηk

(2.98)

v 

xk+1 = PC(w
k − λku1(x

k)) (2.99)

yk+1 = xk+1 − λku2(x
k). (2.100)

�i·u ki»n døng: N¸u ∥xk − xk+1∥ + ∥yk+1 − wk∥ = 0, th¼ døng thuªt to¡n.

Ng÷ñc l¤i, �°t k := k + 1 v  quay l¤i B÷îc l°p.

Ta câ k¸t qu£ hëi tö m¤nh sau �¥y.

�ành lþ 2.6. Cho d¢y {xk} sinh bði Thuªt to¡n 2.5 v  c¡c �i·u ki»n (A1'),
(A2)�(A6) �÷ñc thäa m¢n. Khi �â, d¢y {xk} hëi tö m¤nh tîi nghi»m câ chu©n
nhä nh§t z = PSol(f,C)(0).

2.2.3. Thû nghi»m sè v  so s¡nh

Trong ph¦n n y, chóng tæi s³ ¡p döng Thuªt to¡n 2.4 �º gi£i b i to¡n c¥n
b¬ng ph¡t sinh tø mæ h¼nh c¥n b¬ng Nash�Cournot trong thà tr÷íng �i»n. Ngo i
ra, chóng tæi công ¡p döng Thuªt to¡n 2.5 cho mët v½ dö trong khæng gian væ h¤n
chi·u. Trong c£ hai v½ dö, chóng tæi �·u ti¸n h nh so s¡nh hi»u su§t vîi mët sè
thuªt to¡n �¢ câ.

K¸t luªn

Trong ch÷ìng n y, chóng tæi �¢ �· xu§t mët sè thuªt to¡n chi¸u ph¥n r¢ �º
gi£i b i to¡n c¥n b¬ng. C¡c song h m �÷ñc ph¥n r¢ th nh têng hai song h m
�ìn gi£n hìn. Khi �â, thay v¼ gi£i c¡c b i to¡n quy ho¤ch lçi têng qu¡t vîi c¡c
song h m th nh ph¦n nh÷ �¢ �÷ñc ¡p döng trong c¡c thuªt to¡n ph¥n r¢ �¢ câ,
thuªt to¡n cõa chóng tæi ch¿ sû döng c¡c ph²p chi¸u, �çng thíi chóng tæi k¸t hñp
sû döng c¡c k¾ thuªt qu¡n t½nh v  hi»u ch¿nh nh¬m t«ng tèc �ë hëi tö cõa thuªt
to¡n v  thu �÷ñc sü hëi tö m¤nh cõa c¡c thuªt to¡n �· xu§t. Chóng tæi �¢ ti¸n
h nh mët v i thû nghi»m sè v  so s¡nh sì bë vîi mët sè thuªt to¡n kh¡c. K¸t
qu£ cho th§y, trong mët sè v½ dö cö thº, thuªt to¡n mîi tä ra ÷u vi»t hìn so vîi
c¡c thuªt to¡n �÷ñc �· xu§t tr÷îc �â.
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Ch÷ìng 3

Ph÷ìng ph¡p d÷îi �¤o h m, d÷îi �¤o

h m t«ng c÷íng cho b§t �¯ng thùc bi¸n

ph¥n v  b i to¡n c¥n b¬ng

3.1. Ph÷ìng ph¡p chi¸u �¤o h m cho b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n

3.1.1. X¥y düng thuªt to¡n chi¸u �¤o h m nîi läng

Trong ph¦n n y, chóng tæi x²t b i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n (1.7), trong
�â tªp ch§p nhªn C �÷ñc biºu di¹n d÷îi d¤ng tªp mùc d÷îi cõa mët h m lçi

C = {x ∈ H : c(x) ≤ 0}. (3.1)

vîi c : H → R l  h m lçi, nûa li¶n töc d÷îi. Chóng tæi c¦n mët sè c¡c gi£ thi¸t
cì b£n cho b i to¡n VIP(F,C) (1.7) sau:

(B1) Sol(F,C) ̸= ∅;

(B2) �nh x¤ F �ìn �i»u m¤nh v  li¶n töc Lipschitz vîi h¬ng sè L;

(B3) ∂c bà ch°n tr¶n tªp bà ch°n.

Thuªt to¡n chi¸u �¤o h m nîi läng cho b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n �÷ñc thi¸t
k¸ nh÷ sau:
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Thuªt to¡n 3.1 (Thuªt to¡n chi¸u �¤o h m nîi läng [IGPM])

B÷îc 0 (Khði t¤o): Chån c¡c �iºm b­t �¦u x0, x1 ∈ C, θ ∈ [0, 1) v  hai d¢y

sè thüc d÷ìng {βk}, {εk} thäa m¢n

lim
k→∞

βk = 0,
∞∑
k=0

βk = +∞, εk = o(βk), (3.2)

trong �â εk = o(βk) l  væ còng b² c§p cao hìn {βk}. �°t k := 1.
B÷îc 1: Vîi xk−1 v  xk (k ≥ 1), chån αk sao cho

αk =

min

{
θ,

εk
∥xk − xk−1∥

}
n¸u xk ̸= xk−1,

θ n¸u xk = xk−1.

(3.3)

T½nh wk = xk + αk(x
k − xk−1) v  l§y ξk ∈ ∂c(wk). X¥y düng nûa khæng gian

Ck = {x ∈ H : c(wk) + ⟨ξk, x− wk⟩ ≤ 0}, (3.4)

v  t½nh

xk+1 = PCk
(wk − βkFwk). (3.5)

B÷îc 2: N¸u xk+1 = wk th¼ døng. Ng÷ñc l¤i, �°t k := k + 1 v  quay l¤i B÷îc

1.

3.1.2. Ph¥n t½ch sü hëi tö

�ành lþ 3.1. Gi£ sû c¡c �i·u ki»n (B1)�(B3) �÷ñc thäa m¢n. Khi �â, d¢y {xk}
sinh bði Thuªt to¡n 3.1 hëi tö m¤nh �¸n nghi»m duy nh§t cõa b i to¡n b§t �¯ng
thùc bi¸n ph¥n (1.7).

3.1.3. Thû nghi»m sè v  ùng döng

Trong ph¦n n y, chóng tæi �÷a ra thû nghi»m sè nh¬m minh håa hi»u qu£
cõa thuªt to¡n �· xu§t thæng qua b i to¡n khæi phöc £nh.

3.2. Ph÷ìng ph¡p d÷îi �¤o h m t«ng c÷íng gi£i b i to¡n c¥n b¬ng

Trong ph¦n n y, chóng tæi x²t b i to¡n c¥n b¬ng �÷ñc ph¡t biºu nh÷ sau

T¼m �iºm x∗ ∈ C sao cho f(x∗, y) ≥ 0 ∀y ∈ C, (3.35)
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trong �â f : H×H → R l  song h m c¥n b¬ng. �º nghi¶n cùu c¡c thuªt to¡n v 
k¸t qu£ thû nghi»m sè cõa b i to¡n c¥n b¬ng (3.35), chóng tæi sû döng c¡c gi£
thi¸t sau
(C1) f gi£ �ìn �i»u tr¶n C;
(C2) Vîi méi y ∈ C, ¡nh x¤ f(·, y) l  nûa li¶n töc tr¶n y¸u tr¶n C;
(C3) Vîi méi x ∈ C, ¡nh x¤ f(x, ·) l  lçi v  nûa li¶n töc d÷îi tr¶n C;
(C4) Tçn t¤i c¡c h¬ng sè d÷ìng c1 v  c2 sao cho �i·u ki»n kiºu Lipschitz sau �÷ñc
thäa m¢n

f(x, y) + f(y, z) ≥ f(x, z)− c1∥x− y∥2 − c2∥y − z∥2 ∀x, y, z ∈ H; (3.36)

(C5) Sol(f, C) ̸= ∅.

3.2.1. Thuªt to¡n vîi cï b÷îc t«ng

Chóng tæi x¥y düng mët thuªt to¡n mîi 3.4 nh¬m gi£i quy¸t b i to¡n c¥n
b¬ng vîi song h m gi£ �ìn �i»u.

Thuªt to¡n 3.4 Thuªt to¡n d÷îi �¤o h m t«ng c÷íng vîi cï b÷îc t«ng

[NISEM]
Khði t¤o: Chån c¡c tham sè λ1 > 0, 0 < µ1 < µ0 < σ < 1/2, θ ∈ [0, 1). Chån

c¡c d¢y tham sè {εk}, {ξk} ⊂ [0,∞) thäa m¢n
∞∑
k=0

εk < ∞,
∞∑
k=0

ξk < ∞. Chån

c¡c �iºm khði t¤o x0, x1 ∈ C v  �°t k = 1.
B÷îc 1: Tø c¡c �iºm xk−1 v  xk (k ≥ 1), chån αk sao cho 0 ≤ αk ≤ ᾱk, vîi

ᾱk =


min

{
θ,

ξk
∥xk − xk−1∥

}
n¸u xk ̸= xk−1,

θ ng÷ñc l¤i.

T½nh 
wk = xk + αk(x

k − xk−1),

yk = argmin
y∈C

{
λkf(w

k, y) +
1

2
∥y − wk∥2

}
.

N¸u yk = wk th¼ xk l  nghi»m, døng thuªt to¡n. Ng÷ñc l¤i, chuyºn B÷îc 2.
B÷îc 2: L§y ζk ∈ ∂(f(wk, .))(yk) sao cho wk − λkζ

k − yk ∈ NC(y
k). T½nh

xk+1 = argmin
y∈Tk

{
λkf(y

k, y) +
1

2
∥y − wk∥2

}
,

ηk = f(wk, xk+1)− f(wk, yk)− f(yk, xk+1), δk = ∥wk − yk∥2 + ∥yk − xk+1∥2,

trong �â, nûa khæng gian Tk câ c§u tróc nh÷ sau

Tk = {x ∈ H : ⟨wk − λkζ
k − yk, x− yk⟩ ≤ 0}.
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Thuªt to¡n 3.4 Thuªt to¡n d÷îi �¤o h m t«ng c÷íng vîi cï b÷îc t«ng

[NISEM]
Cªp nhªt cï b÷îc λk theo cæng thùc

λk+1 =

µ1
δk
ηk

, n¸u ηk >
µ0

λk
δk,

(1 + εk)λk, ng÷ñc l¤i.
(3.37)

�°t k := k + 1, v  quay l¤i B÷îc 1.

Bê �· sau �÷a ra c¡c t½nh ch§t cõa d¢y cï b÷îc �÷ñc x¡c �ành trong Thuªt
to¡n 3.4.

Bê �· 3.5. Gi£ sû {λk} l  d¢y cï b÷îc t¤o bði Thuªt to¡n 3.4. Khi �â, ta câ c¡c
kh¯ng �ành sau

(i) Vîi måi k ≥ 2, ta câ λk ≥ λmin := min
{

µ1

max{c1,c2} , λ1

}
> 0;

(ii) D¢y {λk} hëi tö;

(iii) Tçn t¤i sè nguy¶n d÷ìng k0 sao cho λk+1 ≥ λk vîi måi k ≥ k0.

�ành lþ 3.2. Cho C l  mët tªp lçi �âng kh¡c réng trong khæng gian Hilbert thüc
H, v  f : H×H → R l  song h m c¥n b¬ng thäa m¢n c¡c �i·u ki»n (C1)�(C5).
Khi �â, d¢y {xk} sinh bði Thuªt to¡n 3.4 hëi tö y¸u �¸n mët nghi»m cõa b i to¡n
c¥n b¬ng EP(f, C).

3.2.2. Bi¸n thº qu¡n t½nh v  x§p x¿ g­n k¸t

Chóng tæi �· xu§t mët c¡ch lüa chån kh¡c cho tham sè θ trong Thuªt to¡n 3.4
nh÷ sau:

Thuªt to¡n 3.5 (Thuªt to¡n d÷îi �¤o h m t«ng c÷íng qu¡n t½nh vîi

cï b÷îc t«ng [SEMNS])
Khði t¤o: Chån c¡c tham sè λ1 > 0, 0 < µ1 < µ0 < σ < 1/2, θ ∈

[
0, 1√

τ

)
,

τ ≥ 1, α ∈ (0, 1). Chån c¡c d¢y tham sè {εk} thäa m¢n
∞∑
k=0

εk < ∞. Chån c¡c

�iºm khði t¤o x0, x1 ∈ C v  �°t k = 1.
B÷îc 1: Tø c¡c �iºm xk−1 v  xk (k ≥ 1), t½nh

wk = xk + θ(xk − xk−1),

yk = argmin
y∈C

{
λkf(w

k, y) +
1

2
∥y − wk∥2

}
.

N¸u yk = wk th¼ xk l  nghi»m, døng thuªt to¡n. Ng÷ñc l¤i, chuyºn B÷îc 2.
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Thuªt to¡n 3.5 (Thuªt to¡n d÷îi �¤o h m t«ng c÷íng qu¡n t½nh vîi

cï b÷îc t«ng [SEMNS])
B÷îc 2: L§y ζk ∈ ∂(f(wk, .))(yk) sao cho wk − λkζ

k − yk ∈ NC(y
k). X²t nûa

khæng gian câ c§u tróc nh÷ sau

Tk = {x ∈ H : ⟨wk − λkζ
k − yk, x− yk⟩ ≤ 0}.

T½nh

zk = argmin
y∈Tk

{
λkf(y

k, y) +
1

2
∥y − wk∥2

}
,

xk+1 = (1− α)wk + αzk, (3.56)

ηk = f(wk, xk+1)− f(wk, yk)− f(yk, xk+1). δk = ∥wk − yk∥2 + ∥yk − xk+1∥2,

Cªp nhªt cï b÷îc λk theo cæng thùc

λk+1 =

µ1
δk
ηk

, n¸u ηk >
µ0

λk
δk,

(1 + εk)λk, ng÷ñc l¤i.

�°t k := k + 1, v  quay l¤i B÷îc 1.

�ành lþ 3.3. Cho C l  mët tªp lçi �âng kh¡c réng trong khæng gian Hilbert thüc
H, v  f : H×H → R l  song h m c¥n b¬ng thäa m¢n c¡c �i·u ki»n (C1)�(C5).
N¸u �i·u ki»n sau �÷ñc tho£ m¢n

α ∈
(
0,

√
τθ2 − (τ + 1)θ +

√
τ√

τθ2 − (τ + 1)θ +
√
τ + θ(1 + θ)

)
,

th¼ d¢y {xk} sinh bði Thuªt to¡n 3.5 hëi tö y¸u �¸n mët nghi»m cõa b i to¡n c¥n
b¬ng EP(f, C).

Thuªt to¡n 3.6 (Thuªt to¡n d÷îi �¤o h m t«ng c÷íng kiºu g­n k¸t

vîi cï b÷îc t«ng [VSEM])
Khði t¤o: Chån mët ¡nh x¤ co φ : H → H (tùc l , tçn t¤i h¬ng sè α ∈ (0, 1)

sao cho ∥φ(x)−φ(y)∥ ≤ α∥x− y∥ vîi måi x, y ∈ H). Chån c¡c tham sè λ1 > 0,

0 < µ1 < µ0 < σ < 1/2, θ ∈ [0, 1). Chån c¡c d¢y tham sè {εk}, {ξk}, {αk} ⊂
[0,∞) thäa m¢n

∞∑
k=0

εk < ∞,

∞∑
k=0

ξk < ∞,

∞∑
k=0

αk = ∞, lim
k→∞

αk = 0, lim
k→∞

ξk
αk

= 0.

Chån c¡c �iºm khði t¤o x0, x1 ∈ C v  �°t k = 1.
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Thuªt to¡n 3.6 (Thuªt to¡n d÷îi �¤o h m t«ng c÷íng kiºu g­n k¸t

vîi cï b÷îc t«ng [VSEM])
B÷îc 1: Tø c¡c �iºm xk−1 v  xk (k ≥ 1), chån θk sao cho 0 ≤ θk ≤ θ̄k, trong
�â

θ̄k =


min

{
θ,

ξk
∥xk − xk−1∥

}
n¸u xk ̸= xk−1,

θ ng÷ñc l¤i.

T½nh 
wk = xk + θk(x

k − xk−1),

yk = argmin
y∈C

{
λkf(w

k, y) +
1

2
∥y − wk∥2

}
.

N¸u yk = wk th¼ xk l  nghi»m, døng thuªt to¡n. Ng÷ñc l¤i, chuyºn B÷îc 2.
B÷îc 2: L§y ζk ∈ ∂(f(wk, .))(yk) sao cho wk − λkζ

k − yk ∈ NC(y
k). T½nh

zk = argmin
y∈Tk

{
λkf(y

k, y) +
1

2
∥y − wk∥2

}
,

xk+1 = αkφ(w
k) + (1− αk)z

k,

ηk = f(wk, zk)− f(wk, yk)− f(yk, zk), δk = ∥wk − yk∥2 + ∥yk − zk∥2,

trong �â nûa khæng gian Tk câ c§u tróc nh÷ sau

Tk = {x ∈ H : ⟨wk − λkζ
k − yk, x− yk⟩ ≤ 0}.

Cªp nhªt cï b÷îc λk theo cæng thùc

λk+1 =

µ1
δk
ηk

, n¸u ηk >
µ0

λk
δk,

(1 + εk)λk, ng÷ñc l¤i.

�°t k := k + 1, v  quay l¤i B÷îc 1.

Sü hëi tö m¤nh cõa Thuªt to¡n 3.6 �÷ñc kh¯ng �ành trong �ành lþ sau.

�ành lþ 3.4. Vîi c¡c gi£ thi¸t (C1)�(C5), d¢y {xk} sinh bði Thuªt to¡n 3.6 hëi
tö m¤nh tîi mët ph¦n tû cõa tªp nghi»m Sol(f, C).

3.2.3. Ùng döng cho b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n

Ð ph¦n cuèi cõa möc n y, chóng tæi x²t ùng döng cõa thuªt to¡n tr¶n cho b i
to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n (1.7). �º �÷a b i to¡n (1.7) v· d¤ng b i to¡n c¥n
b¬ng, vîi méi c°p x, y ∈ H, ta �ành ngh¾a song h m c¥n b¬ng f nh÷ sau:

f(x, y) := ⟨Ax, y − x⟩. (3.83)
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Gi£ sû r¬ng c¡c �i·u ki»n sau �÷ñc thäa m¢n:

(D1) F gi£ �ìn �i»u C;

(D2) F l  ¡nh x¤ F -hemi-li¶n töc, ngh¾a l  vîi måi y ∈ C, h m x 7→ ⟨F (x), x− y⟩
l  nûa li¶n töc d÷îi y¸u tr¶n C (ho°c t÷ìng �÷ìng, x 7→ ⟨F (x), y−x⟩ l  nûa
li¶n töc tr¶n y¸u tr¶n C);

(D3) F li¶n töc Lipschitz tr¶n C vîi h¬ng sè Lipschitz L;

(D4) Sol(F,C) ̸= ∅.

Thuªt to¡n 3.7 (Thuªt to¡n d÷îi �¤o h m t«ng c÷íng vîi cï b÷îc

t«ng cho b i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n)
Khði t¤o: Chån c¡c tham sè λ0 > 0, 0 < µ1 < µ0 < σ < 1/2, θ ∈ [0, 1). Chån

c¡c d¢y tham sè {εk}, {ξk} ⊂ [0,∞) thäa m¢n
∞∑
k=0

εk < ∞,
∞∑
k=0

ξk < ∞. Chån

c¡c �iºm khði t¤o x0, x1 ∈ C v  �°t k = 1.
B÷îc 1: Tø c¡c �iºm xk−1 v  xk (k ≥ 1), chån αk sao cho 0 ≤ αk ≤ ᾱk, trong
�â

ᾱk =


min

{
θ,

ξk
∥xk − xk−1∥

}
n¸u xk ̸= xk−1,

θ ng÷ñc l¤i.

T½nh wk = xk + αk(x
k − xk−1),

yk = PC(w
k − λkFwk).

N¸u yk = wk, th¼ xk l  nghi»m, døng thuªt to¡n. Ng÷ñc l¤i, chuyºn B÷îc 2.
B÷îc 2: X²t nûa khæng gian Tk câ c§u tróc nh÷ sau

Tk = {x ∈ H : ⟨wk − λkFwk − yk, x− yk⟩ ≤ 0}.

T½nh

xk+1 = PTk
(wk − Fyk),

ηk = ⟨Fwk − Fyk, xk+1 − yk⟩, δk = ∥wk − yk∥2 + ∥yk − xk+1∥2.

Cªp nhªt cï b÷îc λk theo cæng thùc

λk+1 =

µ1
δk
ηk

, n¸u ηk >
µ0

λk
δk,

(1 + εk)λk, ng÷ñc l¤i.

�°t k := k + 1, v  quay l¤i B÷îc 1.
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K¸t qu£ sau �¥y l  h» qu£ trüc ti¸p cõa �ành lþ 3.2.

H» qu£ 3.1. Cho C l  mët tªp con lçi, �âng v  kh¡c réng cõa khæng gian Hilbert
thüc H, v  F : H → H l  mët ¡nh x¤ thäa m¢n c¡c �i·u ki»n (D1)�(D4). Gi£
sû r¬ng {xk}, {yk} l  hai d¢y sinh bði Thuªt to¡n 3.7. Khi �â, c£ hai d¢y {xk}
v  {yk} �·u hëi tö y¸u v· còng mët �iºm x∗ ∈ Sol(F,C).

3.2.4. Thû nghi»m sè v  ùng döng

Trong möc n y, chóng tæi ¡p döng c¡c Thuªt to¡n 3.4 (NISEM), 3.5 (SEMNS)
v  3.6 (VSEM) gi£i g¦n �óng b i to¡n c¥n b¬ng v  ti¸n h nh so s¡nh vîi c¡c thuªt
to¡n �¢ câ.

K¸t luªn

Trong ch÷ìng n y, chóng tæi �· xu§t thuªt to¡n chi¸u d÷îi �¤o h m cho b i
to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n vîi tªp ch§p nhªn �÷ñc �÷ñc cho d÷îi d¤ng l  mët
tªp mùc d÷îi cõa mët h m lçi nh÷ng khæng nh§t thi¸t kh£ vi. Mët ùng döng cõa
thuªt to¡n trong vi»c khû mí £nh công �¢ �÷ñc t¼nh b y. Ð ph¦n cuèi, chóng
tæi tr¼nh b y c¡c thuªt to¡n d÷îi �¤o h m t«ng c÷íng vîi cï b÷îc t«ng gi£i b i
to¡n c¥n b¬ng. Hìn núa, mët ùng döng cõa thuªt to¡n cho b i to¡n b§t �¯ng
thùc bi¸n ph¥n công �¢ �÷ñc tr¼nh b y. Chóng tæi �÷a ra c¡c v½ dö sè �º minh
håa hi»u qu£ cõa c¡c thuªt to¡n �÷ñc �· xu§t v  ti¸n h nh so s¡nh hi»u su§t cõa
chóng vîi c¡c thuªt to¡n tr÷îc �â.
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K�T LU�N

Luªn ¡n �· xu§t mët sè ph÷ìng ph¡p gi£i b i to¡n c¥n b¬ng, b i to¡n b§t
�¯ng thùc bi¸n ph¥n v  ùng döng trong khû mí £nh v  mët sè v½ dö thüc t¸.

Nhúng k¸t qu£ ch½nh �¢ �¤t �÷ñc trong luªn ¡n bao gçm:

1. �· xu§t mët sè thuªt to¡n ph¥n r¢ kiºu Tseng �º gi£i c¡c b i to¡n c¥n
b¬ng m  song h m câ thº biºu di¹n d÷îi d¤ng têng cõa hai song h m th nh
ph¦n trong khæng gian Hilbert thüc;

2. �· xu§t thuªt to¡n mët ph²p chi¸u ph¥n r¢ gi£i b i to¡n c¥n b¬ng gi£
�ìn �i»u cho bði têng cõa hai h m song h m trong khæng gian Hilbert thüc;

3. B¬ng c¡ch k¸t hñp kÿ thuªt qu¡n t½nh v  ph÷ìng ph¡p d÷îi �¤o h m t«ng
c÷íng vîi mët chi¸n l÷ñc mîi v· lüa chån cï b÷îc, chóng tæi �· xu§t mët
ph÷ìng ph¡p �¤o h m t«ng c÷íng mîi �º gi£i c¡c b i to¡n c¥n b¬ng
gi£ �ìn �i»u trong khæng gian Hilbert thüc;

4. �· xu§t thuªt to¡n chi¸u d÷îi �¤o h m cho b i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n
ph¥n vîi tªp ch§p nhªn �÷ñc l  tªp mùc d÷îi cõa mët h m lçi khæng nh§t
thi¸t kh£ vi, v  ùng döng thuªt to¡n trong vi»c khû mí £nh.

Mët sè h÷îng nghi¶n cùu ti¸p theo:

1. Nghi¶n cùu ph¡t triºn c¡c thuªt to¡n tèi ÷u gi£i b i to¡n c¥n b¬ng, b§t �¯ng
thùc bi¸n ph¥n tr¶n khæng gian khæng câ c§u tróc tuy¸n t½nh, nh÷ �a t¤p
Hadamard v  �a t¤p Riemann;

2. Nghi¶n cùu ph¡t triºn c¡c thuªt to¡n gi£i b i to¡n c¥n b¬ng ng¨u nhi¶n, b§t
�¯ng thùc bi¸n ph¥n ng¨u nhi¶n.
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