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Mở đầu

1 Đặt vấn đề

Các phép biến đổi tích phân đã có lịch sử lâu đời, được ghi nhận xuất hiện từ thế kỷ XVIII. Trải qua

hơn hai thế kỷ phát triển, các phép biến đổi tích phân trở thành một công cụ giải tích cơ bản và không

thể thiếu trong nhiều lĩnh vực khoa học và kỹ thuật. Có thể kể đến vai trò của biến đổi Laplace trong

điều khiển học, biến đổi Mellin trong lý thuyết số, biến đổi Radon trong xử lý ảnh y học, biến đổi

Fourier (FT) trong xử lý tín hiệu số. Xem [28, 45, 67, 93].

Bên cạnh đó, tích chập ra đời một cách tự nhiên cùng với các phép biến đổi tích phân, khi các nhà

khoa học đi tìm lời giải cho các bài toán trong các lĩnh vực vật lý và toán học. Tích chập đã có rất

nhiều ứng dụng trong các lĩnh vực khoa hoạc và kỹ thuật khác nhau. Tích chập được sử dụng để định

nghĩa đạo hàm phân thứ, ứng dụng cho việc tính toán tích phân xác định, mô hình hóa hiện tượng

khuếch tán bất thường, và nhiều ứng dụng khác. Từ sự phát triển của lý thuyết các không gian hàm

kiểm thử và các không gian phân phối, tích chập trở thành công cụ không thể thiếu trong lý thuyết hệ

tuyến tính bất biến theo thời gian (LTI), mở ra một công cụ hiệu quả cho việc phân tích và thiết kế các

bộ lọc, cũng như các hệ thống xử lý tín hiệu số. Ngày nay, với sự bùng nổ của công nghệ máy tính và

các thuật toán xử lý tín hiệu, xử lý ảnh, tích chập trở thành một công cụ hiệu quả cho các tác vụ làm

mờ, làm sắc nét, phát hiện biên và trích xuất đặc trưng. Xem [17, 23, 31, 39, 62].

Biến đổi Hartley

Biến đổi Hartley (HT) là một phép biến đổi tích phân quan trọng được sử dụng nhiều trong các lĩnh

vực xử lý tín hiệu vật lý thực. Biến đổi Hartley có mối liên hệ gần gũi với FT, nhưng cũng mang những

đặc điểm riêng và độc đáo. Nguồn gốc của HT bắt nguồn từ công trình của R.V.L. Hartley vào năm

1942, khi ông đề xuất một phép biến đổi tích phân có khả năng xử lý tín hiệu thực mà không sử dụng

đến số phức. Khác với FT truyền thống, khi sử dụng hàm nhân mũ phức e−iωt, Hartley đã sử dụng

nhân tích phân là hàm cas(x) = cos(x) + sin(x) (viết tắt của “cosine­and­sine”). Sự ra đời của HT

xuất phát từ mong muốn tối ưu hóa việc tính toán cho các tín hiệu vật lý thực, vốn không cần đến sự

tính toán phức tạp trên miền số phức [67].

Biến đổi Hartley đã và đang thu hút được sự quan tâm nghiên cứu từ cộng đồng các nhà khoa học,

với những nghiên cứu tập trung vào việc tối ưu hóa tính toán và mở rộng ứng dụng. Trong lĩnh vực

tối ưu hóa thuật toán, H.V. Sorensen và cộng sự đã nghiên cứu so sánh hiệu quả tính toán giữa các

thuật toán FHT và các thuật toán FFT trong trường hợp dữ liệu thực [76]. Tiếp đó, P. Duhamel và M.

Vetterli đã nghiên cứu về hiệu quả tính toán và các thuật toán tối ưu cho DHT [30]. Bên cạnh đó, HT

cũng được mở rộng ứng dụng sang không gian nhiều chiều, R.N. Bracewell và cộng sự đã nghiên cứu

phát triển HT trên không gian hai chiều và các thuật toán nhanh [20], mở rộng ứng dụng HT sang

lĩnh vực xử lý ảnh và xử lý dữ liệu nhiều chiều. Về ứng dụng chuyên ngành, F. Vatansever nghiên

cứu ứng dụng HT để phân tích tín hiệu trong các hệ thống điện [42, 43]. N.L. Mohan và L.A. Babu
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đã nghiên cứu ứng dụng HT hai chiều trong xử lý tín hiệu địa chấn [57]. Ngoài ra, HT còn thể hiện

tiềm năng ứng dụng trong công nghệ hiện đại như học sâu và xử lý ảnh y tế. H. Zhang và J. Ma đã đề

xuất phương pháp Hartley Spectral Pooling cho học sâu, tận dụng ưu thế hoạt động trên miền số thực

của HT để tăng hiệu suất tính toán [95]. Gần đây, Rani và cộng sự (2024) [71], Ma và cộng sự (2021)

[56], Coutinho và cộng sự (2021) [26] cũng đã công bố một số công trình nghiên cứu về ứng dụng HT

trong các lĩnh vực xử lý ảnh y tế, thu thập dữ liệu hiệu quả trong chụp ảnh đơn điểm và nén ảnh.

Trong nước, N.X. Thảo, T. Tuân, N.M. Khoa, N.M. Tuấn cũng đã công bố nhiều công trình nghiên

cứu về các phép biến đổi tích phân suy rộng, ứng dụng cho giải các phương trình tích phân. Trong

một số công trình nghiên cứu của họ, HT có thể được định nghĩa mới, hoặc được đề cập đến như một

trường hợp đặc biệt của một phép biến đổi tích phân dạng Fourier (FTT) khác, hoặc cũng có thể được

sử dụng kết hợp với các FTT khác. Xem [12, 86, 87, 47].

Phương trình tích phân với nhân dạng Toeplitz + Hankel

Trong quá trình nghiên cứu các bài toán phức tạp trong vật lý và kỹ thuật, các nhà nghiên cứu đã nhận

thấy một số bài toán có thể được đưa về dạng IE với nhân có cấu trúc Toeplitz + Hankel (TPH), là sự

kết hợp của nhân Toeplitz và nhân Hankel. Sự phát triển mạnh mẽ của lý thuyết toán tử trong thế kỷ

20, đặc biệt là lý thuyết về toán tử Toeplitz và toán tử Hankel trên các không gian hàm, đã cung cấp

các phương pháp giải tích để nghiên cứu về loại phương trình này. Sự hiểu biết sâu sắc hơn về cấu trúc

và tính chất của IE có nhân dạng TPH đã mở ra tiềm năng khám phá ứng dụng mới trong các lĩnh vực

khoa học và kỹ thuật. Cấu trúc đặc biệt của ma trận TPH (khi IE được rời rạc hóa) cũng đã thúc đẩy

việc phát triển các thuật toán số để giải các IE có nhân dạng TPH. Các thuật toán này thường sử dụng

các thuật toán FFT để tối ưu hóa hiệu suất tính toán. Song song với việc nghiên cứu và phát triển ứng

dụng, nghiên cứu lý thuyết cũng tiếp tục được phát triển, tập trung vào các khía cạnh trừu tượng hơn

của IE có nhân dạng TPH, bao gồm tính giải được, lý thuyết phổ, các phương pháp giải tích, và mối

liên hệ của chúng với các lĩnh vực toán học khác.

Phương trình tích phân có nhân dạng Toeplitz và Hankel đã được nghiên cứu và đóng góp từ nhiều

nhà khoa học. I. Gohberg và S. Goldberg, các nhà toán học nổi tiếng với những công trình nghiên cứu

về lý thuyết toán tử, đã nghiên cứu về toán tử Toeplitz và Hankel, và những công trình của họ trở thành

cơ sở nền tảng cho việc nghiên cứu các IE có nhân dạng TPH. Cuốn sách “Basic Operator Theory”

của các tác giả này được xem là một tài liệu tham khảo kinh điển về lĩnh vực này. Bên cạnh đó, A.

Böttcher và B. Silbermann đã có những đóng góp quan trọng về phân tích toán tử, phân tích ma trận

Toeplitz và Hankel, bao gồm lý thuyết phổ, tính khả nghịch của toán tử và các phương pháp số giải

phương trình Toeplitz và Hankel. Các công trình của họ được tổng hợp lại trong cuốn sách “Analysis

of Toeplitz Operators”, và được ghi nhận là một tài liệu chuyên khảo kinh điển. M.G. Krein là một

trong những nhà toán học lớn nhất của thế kỷ 20, với những đóng góp quan trọng trong lý thuyết toán

tử và giải tích hàm. Các công trình của ông có ảnh hưởng sâu rộng đến nhiều lĩnh vực, đặc biệt là về lý

thuyết phương trình TPH, điển hình trong số đó là các công trình về lý thuyết thác triển toán tử và các

bài toán moment liên quan đến ma trận Toeplitz dương, lý thuyết phương trìnhWiener­Hopf liên quan

đến dạng liên tục của phương trình Toeplitz [35], lý thuyết phổ và đại số Krein liên quan đến phân

tích dạng tiệm cận của định thức Toeplitz. H. Widom cũng đã có những đóng góp đáng kể trong việc
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nghiên cứu lý thuyết về định thức Toeplitz và dạng tiệm cận của nó, liên quan mật thiết đến việc giải

phương trình Toeplitz và TPH [91, 92]. N. Levinson đã phát triển một thuật toán đệ quy để giải hiệu

quả các hệ phương trình Toeplitz phát sinh từ bài toán lọc Wiener (1947, [53]). K. Rost và G. Heinig

cũng đã nghiên cứu và phát triển các thuật toán nhanh để giải các hệ phương trình tuyến tính với ma

trận TPH [40]. G. Strang đã nghiên cứu mối liên hệ giữa ma trận TPH với những bài toán trong các

lĩnh vực vật lý và kỹ thuật, đặc biệt là trong lĩnh vực xử lý tín hiệu và giải các phương trình đạo hàm

riêng bằng phương pháp sai phân [78]. J.N. Tsitsiklis và B.C. Levy đã nghiên cứu các phương trình

TPH và khảo sát tổng quan các phương pháp lý thuyết và phương pháp số để giải phương trình TPH

cho trường hợp phương trình đặt chỉnh [82].

Trong nước, các tác giả N.X. Thảo [79], N.M. Tuấn [11, 84, 85], T. Tuân [88], N.M. Khoa [80], L.T.

Minh [38] cũng đã công bố nhiều công trình liên quan đến IE có cấu trúc dạng Toeplitz và Hankel.

Các công trình của họ tập trung vào việc sử dụng các công cụ giải tích để tìm nghiệm đúng dưới dạng

đóng cho các lớp phương trình TPH khác nhau. Các phương pháp họ đưa ra thường là xây dựng các

tích chập liên kết với các FTT, đặc biệt là tích chập liên kết với HT, để giải các lớp phương trình này.

Những kết quả về ứng dụng của tích chập Hartley suy rộng trong thời gian qua đã cho thấy đây là

một công cụ đặc biệt phù hợp để tìm nghiệm đúng dưới dạng đóng cho các IE có cấu trúc TPH, điều

mà các phương pháp giải tích khác thường gặp nhiều khó khăn. Việc nghiên cứu loại IE này trở thành

động lực mạnh mẽ thúc đẩy sự phát triển của các tích chập suy rộng liên quan đến phép HT.

Trên cơ sở những phân tích trên, chúng tôi chọn đề tài nghiên cứu là “Lý thuyết và ứng dụng của

chập liên kết với biến đổi tích phân Hartley”, nhằm góp phần xây dựng một cách có hệ thống cơ sở

lý thuyết cho HT, cũng như khai thác những ưu thế và tiềm năng ứng dụng của HT.

2 Mục tiêu nghiên cứu của luận án

Luận án nghiên cứu phát triển cơ sở lý thuyết cho HT, nhằm đóng góp vào việc xây dựng một hệ thống

cơ sở lý thuyết đầy đủ và chặt chẽ cho HT, cũng như khám phá tiềm năng ứng dụng của chúng. Luận

án cũng nghiên cứu các tính chất toán tử và đặc trưng toán tử của HT trên các không gian Schwartz

S(Rn), không gian Banach L1(Rn) và không gian Hilbert L2(Rn). Luận án tập trung vào xây dựng

các tích chập mới liên quan đến HT và HT hữu hạn, đồng thời thiết lập và chứng minh các tích chất

toán học quan trọng của chúng, như bất đẳng thức chuẩn, đẳng thức nhân tử hóa, bất đẳng thứcYoung.

Trên cơ sở các phép tích chập liên quan đến HT, luận án nghiên cứu xây dựng đại số Wiener liên kết

với HT trên không gian nền L1(Rn), nhằm mở rộng phạm vi nghiên cứu về không gian hàm L1(Rn)

và các tích chập của chúng.

Luận án cũng nghiên cứu các phương pháp để giải phương trình tích phân Fredholm (FIE) cho cả

trường hợp tuyến tính và phi tuyến, trên cơ sở những lớp tích chập liên quan đến HT. Cụ thể, luận án

nghiên cứu các phương pháp giải đúng phương trình tích phân Fredholm loại II (FIE­II), đồng thời,

nghiên cứu áp dụng các phương pháp và thuật toán hiệu chỉnh để giải gần đúng phương trình tích phân

Fredholm loại I (FIE­I), đây vốn là bài toán đặt không chỉnh khó giải và thường không có phương pháp

giải tích để tìm nghiệm đúng dưới dạng đóng.
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3 Đóng góp của luận án

Luận án nghiên cứu các phép biến đổi HT và HT hữu hạn, phát triển và hệ thống hóa các tính chất

toán tử và đặc trưng toán tử của HT trên các không gian Schwartz S(Rn), không gian Banach L1(Rn)

và không gian Hilbert L2(Rn). Luận án cũng đề xuất một số lớp tích chập mới liên kết với HT và HT

hữu hạn, đồng thời chứng minh các tính chất toán học quan trọng của chúng, bao gồm bất đẳng thức

chuẩn, đẳng thức nhân tử hóa và bất đẳng thức Young. Hơn nữa, trên cơ sở các tích chập đã đề xuất,

luận án xây dựng đại số Wiener liên kết với HT trên không gian nền L1(Rn).

Luận án nghiên cứu một số lớp FIE­II với nhân dạng TPH, bao gồm FIE­II với nhân dạng TPH và

FIE­II với nhân dạng TPH dịch chuyển. Luận án cũng nghiên cứu một số lớp FIE­II trên miền vô hạn,

như phương trình tích chập liên kết với HT, phương trình tích chập với nhân dạng TPH dịch chuyển,

phương trình tích chập với nhân tích phân liên kết với hàm Hermite. Luận án đã đưa ra công thức

nghiệm đúng dưới dạng đóng cho các lớp phương trình tích phân này, nhờ sử dụng các phép tích chập

liên kết với các HT và HT hữu hạn đã xây dựng.

Luận án đề xuất áp dụng một số phương pháp chỉnh lặp, kết hợp với các tích chập liên kết với HT

hữu hạn, để giải gần đúng một số lớp FIE­I với phần tuyến tính TPH cho cả trường hợp tuyến tính và

phi tuyến, bao gồm phương pháp chỉnh lặp song song, FBSM và FBFSM. Đây vốn là những bài toán

đặt không chỉnh khó giải và thường không có phương pháp giải tích để tìm nghiệm đúng dưới dạng

đóng, nhưng lại rất phổ biến và có ý nghĩa trong thực tế.

4 Cấu trúc của luận án

Luận án trình bày cơ sở lý thuyết và các kết quả mà luận án đã đạt được.

Chương 1 của luận án trình bày một số kết quả đã biết trong giải tích hàm, giải tích Fourier, giải

tích đa trị, lý thuyết toán tử đơn điệu, giải tích lồi, là cơ sở lý thuyết cho các chương sau.

Chương 2 của luận án trình bày cơ sở lý thuyết của các phép HT và HT hữu hạn, các tính chất toán

tử và đặc trưng toán tử của HT trên các không gian Schwartz S(Rn), không gian Banach L1(Rn) và

không gian Hilbert L2(Rn). Luận án cũng đề xuất một số lớp tích chập liên quan đến HT và HT hữu

hạn, đồng thời chứng minh các tính chất toán học quan trọng của chúng, như bất đẳng thức chuẩn,

đẳng thức nhân tử hóa và bất đẳng thức Young. Hơn nữa, trên cơ sở các tích chập đã xây dựng, luận

án trình bày kết quả xây dựng đại số Wiener liên kết với HT trên không gian nền L1(Rn).

Chương 3 của luận án nghiên cứu một số lớp FIE­II với nhân dạng TPH và đưa ra công thức

nghiệm đúng dưới dạng đóng nhờ sử dụng các tích chập liên kết với HT hữu hạn, bao gồm FIE­II với

nhân dạng TPH và FIE­II với nhân dạng TPH dịch chuyển. Luận án cũng nghiên cứu một số phương

pháp chỉnh lặp, kết hợp với các tích chập liên kết với HT hữu hạn, để giải gần đúng một số lớp FIE­I

với phần tuyến tính TPH cho cả trường hợp tuyến tính và phi tuyến, bao gồm các phương pháp chỉnh

lặp song song, FBSM và FBFSM. Hơn nữa, luận án còn nghiên cứu một số lớp FIE­II trên miền vô

hạn và đưa ra công thức nghiệm đúng dưới dạng đóng cho các lớp phương trình này, nhờ sử dụng các

tích chập liên kết với HT, bao gồm phương trình tích chập liên kết với HT, phương trình tích chập với

nhân dạng TPH dịch chuyển, phương trình tích chập với nhân tích phân liên kết với hàm Hermite.
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Chương 1

Kiến thức chuẩn bị

Chương này của luận án trình bày một số khái niệm và kết quả đã biết của giải tích hàm, giải tích

Fourier, giải tích đa trị, lý thuyết toán tử đơn điệu, giải tích lồi, là cơ sở lý thuyết cho các chương sau.

Cụ thể, luận án trình bày cơ sở lý thuyết của giải tích Fourier, lý thuyết toán tử đơn điệu, bài toán đặt

chỉnh, bài toán đặt không chỉnh, bài toán bất đẳng thức biến phân (VIP), bài toán bao hàm thức biến

phân (VInP), phương trình tích phân Fredholm (FIE). Hơn nữa, luận án trình bày một số phương pháp

chỉnh lặp song song để giải gần đúng hệ phương trình toán tử chứa toán tử đơn điệu. Đồng thời, luận

án cũng trình bày các phương pháp chỉnh lặp tiến­lùi (FBSM) và chỉnh lặp tiến­lùi­tiến (FBFSM) để

giải gần đúng VInP liên kết với toán tử đơn điệu.

Nội dung của chương này được viết dựa trên các tài liệu [1, 2, 3, 5, 15, 34, 63, 66, 77].

1.1 Phương pháp chỉnh lặp song song giải hệ các phương trình

đặt không chỉnh

Xét hệ phương trình toán tử

Ai(x) = 0, i = 1, 2, . . . , N, (1.1)

trong đó Ai : H → H là các toán tử có thể phi tuyến đã biết, xác định trên toàn không gian Hilbert

thực H; hàm x ∈ H là ẩn cần tìm.

Bài toán (1.1) là bài toán đặt không chỉnh khó giải. Để giải bài toán này, ta có thể sử dụng các kỹ

thuật hiệu chỉnh để đưa bài toán (1.1) về bài toán đặt chỉnh.

N∑
i=1

Ai(x) + αnx = 0, (1.2)

trong đó (αn), n ≥ 0 là các tham số hiệu chỉnh.

Định lý 1.1 và Định lý 1.2 là kết quả từ phương pháp chỉnh lặp ẩn và hiện song song.

Định lý 1.1 ([8], Định lý 2.1) Cho (αn) và (γn) là hai dãy số nguyên dương thỏa mãn các điều kiện:

(C1) αn → 0, γn → +∞, n→ +∞,

(C2)
γn|αn+1−αn|

α2
n

→ 0, n→ +∞,

(C3)
∑∞

n=1
αn

γn
= +∞.
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Giả sử nghiệm xấp xỉ thứ n là xn đã biết. Còn xn+1 được xác định từ hệ thức
Ai(x

i
n) +

(αn

N
+ γn

)
xin = γnxn, i = 1, 2, . . . , N (1.3)

xn+1 =
1

N

N∑
i=1

xin, n = 0, 1, 2, . . . (1.4)

Khi đó, quá trình chỉnh lặp song song hội tụ đến nghiệm có chuẩn nhỏ nhất x† của hệ (1.1).

Định lý 1.2 ([8], Định lý 2.2) Giử sử các dãy (αn) và (γn) thỏa mãn các điều kiện trong định lý 1.1,

và thỏa mãn thêm điều kiện:

(C4) Nc+αn

γn
≤ q ≤ 1, n ≥ 0.

Hơn nữa, giả sử αnγn → +∞ khi n→ ∞. Khi đó, quá trình chỉnh lặp song song zk+1
n,i := zn − 1

γn

[
Ai(z

k
n,i) +

αn

N
zkn,i

]
, z0n,i := zn k = 0, 1, . . . ,m− 1

zn+1 :=
1
N

∑N
i=1 z

m
n,i n = 0, 1, 2, . . .

hội tụ về nghiệm có chuẩn nhỏ nhất của hệ (1.1).

1.2 Phương pháp chỉnh lặp giải bài toán bao hàm thức biến phân

1.2.1 Bài toán bao hàm thức biến phân có cấu trúc tổng

Xét bài toán bao hàm thức biến phân (VInP) có cấu trúc tổng trong không gian Hilbert thực H:

Tìm u∗ ∈ H thỏa mãn 0 ∈ (A+ B)u∗, (1.5)

trong đó, A : H → 2H là toán tử đa trị đơn điệu cực đại, B : H → H là toán tử đơn trị đơn điệu và

liên tục Lipschitz. Ký hiệu Zero(A + B) = (A + B)−1(0) là tập nghiệm của bài toán (1.5). Ta luôn

giả thiết tập nghiệm Zero(A+ B) là khác rỗng.

Để giải bài toán (1.5) và đồng thời chọn một nghiệm đặc biệt của nó, ta đi đến việc giải bài toán

bất đẳng thức biến phân (VIP) hai cấp (BVIP) sau:

Tìm u∗ ∈ Zero(A+ B) thỏa mãn
〈
Fu∗, u− u∗

〉
≥ 0, ∀u ∈ Zero(A+ B). (1.6)

trong đó F : H → H là toán tử đơn điệu mạnh và liên tục Lipschitz. Với các giả thiết này, và vì

Zero(A + B) là một tập lồi, đóng, không rỗng, bài toán (1.6) có nghiệm duy nhất. Trong trường hợp

đặc biệt, khi F = I − g, trong đó g ∈ H là cho trước, thì nghiệm duy nhất của bài toán (1.6) chính là

hình chiếu metric của g lên tập Zero(A+ B), tức là u∗ = PZero(A+B)(g), và nếu g = 0 thì u† := u∗ là

nghiệm có chuẩn nhỏ nhất của bài toán (1.5).
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Cùng với bài toán (1.5), ta xét VInP hiệu chỉnh:

Tìm u∗ ∈ H thỏa mãn 0 ∈ (A+ B)u∗ + αFu∗, (1.7)

với tham số hiệu chỉnh α > 0. Nghiệm của bài toán (1.7), ký hiệu là uα, tồn tại và duy nhất.

1.2.2 Phương pháp chỉnh lặp tiến­lùi và chỉnh lặp tiến­lùi­tiến giải gần đúng

bài toán bao hàm thức biến phân

Định lý 1.3 dưới đây cho thấy, với những điều kiện về độ dài bước λn và các tham số hiệu chỉnh αn

mà định lý đưa ra, phương pháp chỉnh lặp tiến­lùi (FBSM) hội tụ.

Định lý 1.3 ([41], Định lý 1) Cho A là toán tử đơn điệu cực đại, B là toán tử đơn điệu và LB­liên

tục Lipschitz, F là toán tử γ­đơn điệu mạnh và LF ­liên tục Lipschitz. Cho
(
λn

)
và

(
αn

)
là các dãy

số không âm thỏa mãn các điều kiện:

(C1) 0 < λn <
2(γ−l)αn

(LB+LFαn)2
, trong đó 0 < l < min{γ, 1};

(C2) limn→∞ αn = 0;

(C3)
∑∞

n=1 αnλn = +∞;

(C4) limn→∞
|λn−λn−1|+|λnαn−λn−1αn−1|

λ2
nα

2
n

= 0.

Khi đó, quá trình

un+1 = JλnA
(
un − λn(Bun + αnFun)

)
, u0 ∈ H

hội tụ mạnh đến nghiệm duy nhât u† của bài toán BVIP (1.6).

Độ dài bước λn trong Định lý 1.3 phụ thuộc vào các tham số hiệu chỉnh αn, điều đó hạn chế việc

lựa chọn các tham số này. Hơn nữa, khi độ dài bước λn giảm dần, thuật toán có thể hội tụ chậm. Để

khắc phục, ta có thể sử dụng phương pháp chỉnh lặp tiến­lùi­tiến (FBFSM).

Định lý 1.4 ([41], Định lý 2) Cho A là toán tử đơn điệu cực đại, B là toán tử đơn điệu và LB­liên

tục Lipschitz, F là toán tử γ­đơn điệu mạnh và LF ­liên tục Lipschitz. Cho
(
λn

)
và

(
αn

)
là các dãy

số không âm thỏa mãn các điều kiện:

(C5) {λn} ⊂ [a, b] ⊂
(
0, 1

LB

)
;

(C6) limn→∞ αn = 0;

(C7)
∑∞

n=1 αn = +∞;

(C8) limn→∞(αn − αn+1)α
−2
n = 0.

Khi đó, dãy un của quá trình vn = JλnA
(
un − λn

(
Bun + αnFun

))
un+1 = vn + λn(Bun − Bvn), u0 ∈ H

hội tụ mạnh đến nghiệm duy nhất u† của bài toán BVIP (1.6).
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Chương 2

Biến đổi Hartley và tích chập liên kết với biến

đổi Hartley

Chương này của luận án nghiên cứu về cơ sở lý thuyết của HT trên các không gian Schwartz S(Rn),

không gian Banach L1(Rn) và không gian Hilbert L2(Rn). Luận án cũng phát triển một số lớp tích

chập mới liên kết với HT và HT hữu hạn, đồng thời chứng minh các tính chất toán học quan trọng của

chúng, như các bất đẳng thức chuẩn, đẳng thức nhân tử hóa và bất đẳng thức Young. Trên cơ sở các

lớp tích chập liên kết với HT, luận án nghiên cứu xây dựng đại số Wiener liên kết với HT trên không

gian nền L1(Rn).

Nội dung của chương này được viết dựa trên các công trình [CT1, CT2] trong danh mục các công

trình khoa học của tác giả có liên quan đến luận án và các tài liệu [2, 17, 54, 83, 96].

2.1 Biến đổi Hartley hữu hạn

Định nghĩa 2.1 (Biến đổi Hartley hữu hạn) (i) Cho f là hàm khả tích Lebesgue trên [−π, π].
Biến đổi Hartley hữu hạn của f được định nghĩa như sau:

f̂1(n) := H1

[
f(x)

]
(n) :=

1

2π

∫ π

−π

f(x) cas(nx)dx, n ∈ N0,

f̂2(n) := H2

[
f(x)

]
(n) :=

1

2π

∫ π

−π

f(x) cas(−nx)dx, n ∈ N0.

(ii) Tổng

Hf (x) = f̂1(0) +
∞∑
n=1

[
f̂1(n) cas(nx) + f̂2(n) cas(−nx)

]
(2.1)

được gọi là chuỗi Hartley của f trên [−π, π]. Các hệ số f̂1(n), f̂2(n) được gọi là hệ số Hartley thứ n
của các biến đổiH1,H2 tương ứng.

2.1.1 Tích chập liên kết với biến đổi Hartley hữu hạn

Định lý 2.1 (Định lý tích chập choH1) Cho f là hàm xác định trên R và tuần hoàn với chu kỳ 2π,

h ∈ R cố định. Hơn nữa, giả sử f, g khả tích Lebesgue trên [−π, π]. Khi đó, mỗi phép biến đổi tích

phân dưới đây định nghĩa một tích chập liên kết với biến đổi HartleyH1. Hơn nữa, tương ứng với các
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tích chập là các bất đẳng thức chuẩn và đẳng thức nhân tử hóa được thiết lập.(
f

H1∗
H1,H1

g
)
(x) :=

1

4π

∫ π

−π

[
f(x− u+ h) + f(−x+ u+ h) + f(x+ u− h)

− f(−x− u− h)
]
g(u)du, (2.2)∥∥∥f H1∗

H1,H1

g
∥∥∥
1
≤ 1

π
‖f‖1‖g‖1, H1

(
f

H1∗
H1,H1

g
)
(n) = cas(hn)f̂1(n)ĝ1(n);

(
f

H1∗
H1,H2

g
)
(x) :=

1

4π

∫ π

−π

[
f(x+ u+ h) + f(−x− u+ h) + f(x− u− h)

− f(−x+ u− h)
]
g(u)du, (2.3)∥∥∥f H1∗

H1,H2

g
∥∥∥
1
≤ 1

π
‖f‖1‖g‖1, H1

(
f

H1∗
H1,H2

g
)
(n) = cas(hn)f̂1(n)ĝ2(n);

(
f

H1∗
H2,H1

g
)
(x) :=

1

4π

∫ π

−π

[
f(−x+ u− h) + f(x− u− h) + f(−x− u+ h)

+ f(x+ u+ h)
]
g(u)du, (2.4)∥∥∥f H1∗

H2,H1

g
∥∥∥
1
≤ 1

π
‖f‖1‖g‖1, H1

(
f

H1∗
H2,H1

g
)
(n) = cas(hn)f̂2(n)ĝ1(n);

(
f

H1∗
H2,H2

g
)
(x) :=

1

4π

∫ π

−π

[
f(−x− u− h) + f(x+ u− h) + f(−x+ u+ h)

− f(x− u+ h)
]
g(u)du, (2.5)∥∥∥f H1∗

H2,H2

g
∥∥∥
1
≤ 1

π
‖f‖1‖g‖1, H1

(
f

H1∗
H2,H2

g
)
(n) = cas(hn)f̂2(n)ĝ2(n).

2.2 Biến đổi Hartley

Định nghĩa 2.2 (Biến đổi Hartley) Các biến đổi Hartley của một hàm f(x), ký hiệu là H1 và H2,

được định nghĩa theo các công thức

H1

[
f(x)

]
(ω) :=

1

(2π)
n
2

∫
Rn

f(x) cas(ωx)dx, ω ∈ Rn,

H2

[
f(x)

]
(ω) :=

1

(2π)
n
2

∫
Rn

f(x) cas(−ωx)dx, ω ∈ Rn,

khi tích phân vế bên phải tồn tại.

2.3 Tích chập liên kết với biến đổi Hartley

Tương tự như định lý tích chập cho FT, định lý tích chập cho HT cho phép ta tính toán tích chập một

cách hiệu quả hơn, bằng cách biến đổi các hàm sang miền tần số, thực hiện phép nhân thông thường,

sau đó thực hiện phép biến đổi ngược.
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2.3.1 Tích chập Hartley

Định lý 2.2 Cho f, g ∈ L1(Rn) và h ∈ Rn cố định. Mỗi phép biến đổi tích phân dưới đây định nghĩa

một tích chập liên kết với phép biến đổi HartleyH1. Hơn nữa, tương ứng với mỗi tích chập là các bất

đẳng thức chuẩn và đẳng thức nhân tử hóa được thiết lập.(
f

H1∗
H1,H1

g
)
(x) :=

1

2(2π)
n
2

∫
Rn

[
f(x− u+ h) + f(−x+ u+ h) + f(x+ u− h)

− f(−x− u− h)
]
g(u)du, (2.6)∥∥∥f H1∗

H1,H1

g
∥∥∥
1
≤ 2‖f‖1‖g‖1, H1

(
f

H1∗
H1,H1

g
)
(ω) = cas(hω)

(
H1f

)
(ω)

(
H1g

)
(ω);

(
f

H1∗
H1,H2

g
)
(x) :=

1

2(2π)
n
2

∫
Rn

[
f(x+ u+ h) + f(−x− u+ h) + f(x− u− h)

− f(−x+ u− h)
]
g(u)du, (2.7)∥∥∥f H1∗

H1,H2

g
∥∥∥
1
≤ 2‖f‖1‖g‖1, H1

(
f

H1∗
H1,H2

g
)
(ω) = cas(hω)

(
H1f

)
(ω)

(
H2g

)
(ω);

(
f

H1∗
H2,H1

g
)
(x) :=

1

2(2π)
n
2

∫
Rn

[
f(−x+ u− h) + f(x− u− h) + f(−x− u+ h)

− f(x+ u+ h)
]
g(u)du, (2.8)∥∥∥f H1∗

H2,H1

g
∥∥∥
1
≤ 2‖f‖1‖g‖1, H1

(
f

H1∗
H2,H1

g
)
(x) = cas(hω)

(
H2f

)
(ω)

(
H1g

)
(ω);

(
f

H1∗
H2,H2

g
)
(x) :=

1

2(2π)
n
2

∫
Rn

[
f(−x− u− h) + f(x+ u− h) + f(−x+ u+ h)

− f(x− u+ h)
]
g(u)du, (2.9)∥∥∥f H1∗

H2,H2

g
∥∥∥
1
≤ 2‖f‖1‖g‖1, H1

(
f

H1∗
H2,H2

g
)
(x) = cas(hω)

(
H2f

)
(ω)

(
H2g

)
(ω).

2.3.2 Tích chập Hartley liên kết với hàm Hermite

Với α ∈ Nn, đặt Nα := 2‖Φα‖1 = 2

(2π)
n
2

∫
Rn

∣∣Φα(x)
∣∣dx.

Định lý 2.3 Cho |α| = r (mod 4), với r = 0, 1, 2, 3. Cho f, g ∈ L1(Rn). Mỗi phép biến đổi tích phân

sau định nghĩa một tích chập Harley củaH1 liên kết với các hàm trọng Hermite. Hơn nữa, tương ứng

với mỗi tích chập là các bất đẳng thức chuẩn và đẳng thức nhân tử hóa được thiết lập.

• Trường hợp r = 0(
f

Φα,H1∗
H1,H1

g
)
(x) :=

1

2(2π)n

∫
Rn

∫
Rn

f(u)g(ν)
[
Φα(x− u− ν) + Φα(x+ u− ν)

+ Φα(x− u+ ν)− Φα(x+ u+ ν)
]
dudν, (2.10)∥∥∥f Φα,H1∗

H1,H1

g
∥∥∥
1
≤ Nα‖f‖1‖g‖1, H1

(
f

Φα,H1∗
H1,H1

g
)
(ω) = Φα(ω)

(
H1f

)
(ω)

(
H1g

)
(ω);
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(
f

Φα,H1∗
H1,H2

g
)
(x) :=

1

2(2π)n

∫
Rn

∫
Rn

f(u)g(ν)
[
Φα(x− u+ ν) + Φα(x+ u+ ν)

+ Φα(x− u− ν)− Φα(x+ u− ν)
]
dudν, (2.11)∥∥∥f Φα,H1∗

H1,H2

g
∥∥∥
1
≤ Nα‖f‖1‖g‖1, H1

(
f

Φα,H1∗
H1,H2

g
)
(ω) = Φα(ω)

(
H1f

)
(ω)

(
H2g

)
(ω);

(
f

Φα,H1∗
H2,H1

g
)
(x) :=

1

2(2π)n

∫
Rn

∫
Rn

f(u)g(ν)
[
Φα(x+ u− ν) + Φα(x− u− ν)

+ Φα(x+ u+ ν)− Φα(x− u+ ν)
]
dudν, (2.12)∥∥∥f Φα,H1∗

H2,H1

g
∥∥∥
1
≤ Nα‖f‖1‖g‖1, H1

(
f

Φα,H1∗
H2,H1

g
)
(ω) = Φα(ω)

(
H2f

)
(ω)

(
H1g

)
(ω);

(
f

Φα,H1∗
H2,H2

g
)
(x) :=

1

2(2π)n

∫
Rn

∫
Rn

f(u)g(ν)
[
Φα(x+ u+ ν) + Φα(x− u+ ν)

+ Φα(x+ u− ν)− Φα(x− u− ν)
]
dudν, (2.13)∥∥∥f Φα,H1∗

H2,H2

g
∥∥∥
1
≤ Nα‖f‖1‖g‖1, H1

(
f

Φα,H1∗
H2,H2

g
)
(ω) = Φα(ω)

(
H2f

)
(ω)

(
H2g

)
(ω).

• Trường hợp r = 1(
f

Φα,H1∗
H1,H1

g
)
(x) :=

1

2(2π)n

∫
Rn

∫
Rn

f(u)g(ν)
[
− Φα(x− u− ν) + Φα(x+ u− ν)

+ Φα(x− u+ ν) + Φα(x+ u+ ν)
]
dudν, (2.14)∥∥∥f Φα,H1∗

H1,H1

g
∥∥∥
1
≤ Nα‖f‖1‖g‖1, H1

(
f

Φα,H1∗
H1,H1

g
)
(ω) = Φα(ω)

(
H1f

)
(ω)

(
H1g

)
(ω);

(
f

Φα,H1∗
H1,H2

g
)
(x) :=

1

2(2π)n

∫
Rn

∫
Rn

f(u)g(ν)
[
− Φα(x− u+ ν) + Φα(x+ u+ ν)

+ Φα(x− u− ν) + Φα(x+ u− ν)
]
dudν, (2.15)∥∥∥f Φα,H1∗

H1,H2

g
∥∥∥
1
≤ Nα‖f‖1‖g‖1, H1

(
f

Φα,H1∗
H1,H2

g
)
(ω) = Φα(ω)

(
H1f

)
(ω)

(
H2g

)
(ω);

(
f

Φα,H1∗
H2,H1

g
)
(x) :=

1

2(2π)n

∫
Rn

∫
Rn

f(u)g(ν)
[
− Φα(x+ u− ν) + Φα(x− u− ν)

+ Φα(x+ u+ ν) + Φα(x− u+ ν)
]
dudν, (2.16)∥∥∥f Φα,H1∗

H2,H1

g
∥∥∥
1
≤ Nα‖f‖1‖g‖1, H1

(
f

Φα,H1∗
H2,H1

g
)
(ω) = Φα(ω)

(
H2f

)
(ω)

(
H1g

)
(ω);

(
f

Φα,H1∗
H2,H2

g
)
(x) :=

1

2(2π)n

∫
Rn

∫
Rn

f(u)g(ν)
[
− Φα(x+ u+ ν) + Φα(x− u+ ν)

+ Φα(x+ u− ν) + Φα(x− u− ν)
]
dudν, (2.17)∥∥∥f Φα,H1∗

H2,H2

g
∥∥∥
1
≤ Nα‖f‖1‖g‖1, H1

(
f

Φα,H1∗
H2,H2

g
)
(ω) = Φα(ω)

(
H2f

)
(ω)

(
H2g

)
(ω).
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2.4 Bất đẳng thức tích chập dạng Young

Ta sử dụng ký hiệu tích chập ~ cho tất cả các tích chập từ (2.6) ­ (2.9), và sử dụng ký hiệu tích chập

? cho các tích chập (2.10) ­ (2.17) để đơn giản hóa việc biểu diễn các công thức.

Định lý 2.4 (i) Các tích chập ~ là toán tử song tuyến tính giữa các không gian Ls(Rn) phù hợp,

theo nghĩa: nếu 1 ≤ p, q, r ≤ ∞ và thỏa mãn 1
p
+ 1

q
= 1

r
+ 1, và nếu f ∈ Lp(Rn), g ∈ Lq(Rn), thì ta

có ‖f ~ g‖r ≤ C~‖f‖p‖f‖q, trong đó C~ là một hằng số dương.

(ii) Các tích chập ? là toán tử song tuyên tính trên L1(Rn). Hơn nữa, cho f, g ∈ L1(Rn), thì với

mọi s ≥ 1, ta có ‖f ? g‖s ≤ C?‖f‖1‖g‖1, trong đó C? là một hằng số dương.

2.5 Đại số Wiener trên không gian nền L1(Rn)

Đại số Wiener trên không gian nền L1(Rn) là một cấu trúc đại số Banach quan trọng trong giải tích

điều hòa và lý thuyết đại số Banach. Nghiên cứu về đại số này giúp ta có một cái nhìn sâu sắc hơn về

không gian các hàm thuộc L1(Rn), cũng như các phép tích chập của chúng.

Định lý 2.5 Không gian X := L1(Rn) khi được trang bị một trong các tích chập từ (2.6) đến (2.9),

và từ (2.10) đến (2.17), sẽ trở thành một đại số phức không có đơn vị (có thể không có tính chất kết

hợp).

(i) Với các tích chập (2.6), (2.9), (2.10), (2.13), (2.14), (2.17), các đại số là giao hoán.

(ii) Với các tích chập (2.7), (2.8), (2.11), (2.12), (2.15), (2.16), các đại số là không giao hoán.

Định nghĩa 2.3 Đại sốWiener liên kết với HT trên không gian nền L1(Rn) được định nghĩa là không

gian ảnh của HT trên không gian L1(Rn), trong đó phép nhân là phép nhân điểm của hai hàm tương

ứng với phép tích chập Hartley trên không gian nền L1(Rn), và được trang bị chuẩn cảm sinh là∥∥H1(f)
∥∥
WH1

= ‖f‖1. Cụ thể, ta có thể viết WH1 :=
{
H1(f) : f ∈ L1(Rn)

}
, được trang bị phép

nhân là phép nhân điểm và chuẩn cảm sinh.

Định lý 2.6 Ta ký hiệu WH1 là không gian ảnh của biến đổi Hartley H1 trên không gian L1(Rn).

Không gian WH1 khi được trang bị phép nhân là phép nhân hàm theo từng điểm và chuẩn cảm sinh

‖H1(f)‖WH1
= ‖f‖1 là một đại số định chuẩn giao hoán.

Kết luận chương 2

Chương này của luận án nghiên cứu về cơ sở lý thuyết cho HT, hệ thống hóa và phát triển các tính

chất toán tử và đặc trưng toán tử của HT trên các không gian Schwartz S(Rn), không gian Banach

L1(Rn) và không gian Hilbert L2(Rn). Luận án đã giới thiệu một số lớp tích chập mới liên kết với HT

và HT hữu hạn. Trên cơ sở đó, thiết lập các tính chất toán học quan trọng của chúng, như bất đẳng

thức chuẩn, đẳng thức nhân tử hóa và bất đẳng thức Young. Các phép tích chập này còn được sử dụng

để xây dựng đại số Wiener trên không gian nền L1(Rn), nhằm nghiên cứu sâu sắc hơn về không gian

các hàm thuộc L1(Rn) và các tích chập của chúng.
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Chương 3

Ứng dụng biến đổi Hartley và tích chập

Hartley giải phương trình tích phân

Chương này của luận án nghiên cứu về một số lớp FIE­II với nhân dạng TPH trên miền hữu hạn và

một số lớp FIE­II trên miền vô hạn, luận án đã đưa ra công thức nghiệm đúng dưới dạng đóng nhờ sử

dụng các tích chập liên kết với HT và HT hữu hạn. Hơn nữa, luận án đề xuất áp dụng một số phương

pháp chỉnh lặp, kết hợp với các phép tích chập liên kết với HT hữu hạn, để giải gần đúng một số lớp

FIE­I với phần tuyến tính TPH cho cả trường hợp tuyến tính và phi tuyến.

Nội dung chương này được viết dựa trên các công trình [CT1, CT2] trong danh mục công trình

khoa học của tác giả có liên quan đến luận án.

3.1 Phương trình tích phânFredholm loại II với nhân dạngToeplitz

+ Hankel

Xét phương trình tích phân

λϕ(x) +

∫ b

a

[
p(x− u) + q(x+ u)

]
ϕ(u)du = f(x), (3.1)

trong đó, tham số λ ∈ C cho trước; a, b ∈ R là các hằng số cố định; các hàm p, q và f đã biết; ϕ là ẩn

hàm cần tìm. Các hàm p, q là nhân Toeplitz và Henkel tương ứng.

Luận án nghiên cứu phương pháp giải phương trình tích phân (3.1) và phương trình tích phân dạng

(3.1) cho trường hợp tổng quát hơn khi các nhân Toeplitz và Hankel có dịch chuyển. Ý tưởng là sử

dụng các tích chập Hartley hữu hạn để đưa phương trình (3.1) về hệ hai phương trình đại số tuyến

tính. Nghiệm nhận được từ hệ phương trình này thuộc không gian L2 và được biểu diễn dưới dạng

một chuỗi Hartley tường minh.

3.1.1 Phương trình tích phânFredholm loại II với nhân dạngToeplitz +Hankel

dịch chuyển

Xét phương trình tích phân

λϕ(x) +
1

π

∫ π

−π

[
p(x− u− h1) + q(x+ u− h2)

]
ϕ(u)du = f(x), (3.2)

trong đó, λ ∈ C, h1, h2 ∈ R cho trước; các hàm p, q và dữ liệu f đã biết; ϕ là ẩn hàm cần tìm.
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Với mọi n ∈ N0, đặt

A(n) := λ+ cas−(h1n)p̂1(n) + cas(h1n)p̂2(n) + cas(h2n)q̂1(n)− cas−(h2n)q̂2(n),

B(n) := cas(h1n)p̂1(n)− cas(h1n)
−p̂2(n) + cas−(h2n)q̂1(n) + cas(h2n)q̂2(n),

D1(n) := A−(n)f̂1(n)−B(n)f̂2(n), D2(n) := A(n)f̂2(n)−B−(n)f̂1(n),

D(n) := A(n)A−(n)−B(n)B−(n).

(3.3)

Định lý 3.1 Cho p, q là các hàm liên tục từng khúc trên đoạn [−π, π], f là hàm bình phương khả tích.

(i) Nếu λ 6= 0, tồn tại một số nguyên K∗ sao cho D(n) 6= 0 với mọi n ≥ K∗.

(ii) Nếu D(n) 6= 0 với mọi n ∈ N0, thì phương trình (3.2) có nghiệm duy nhất trong L2[−π, π] với
mọi f ∈ L2[−π, π]. Hơn nữa, nghiệm được xác định bởi công thức

ϕ(x) =
D1(0)

D(0)
+

∞∑
n=1

[
D1(n)

D(n)
cas(nx) +

D2(n)

D(n)
cas(−nx)

]
. (3.4)

Trong trường hợp đặc biệt, cho các dịch chuyển h1 = h2 = 0, ta nhận được kết quả dưới đây cho

phương trình tích phân Fredholm loại II với nhân dạng Toeplitz + Hankel.

3.1.2 Phương trình tích phânFredholm loại II với nhân dạngToeplitz +Hankel

Xét phương trình tích phân

λϕ(x) +
1

π

∫ π

−π

[
p(x− u) + q(x+ u)

]
ϕ(u)du = f(x), (3.5)

trong đó λ ∈ C cho trước; các hàm p, q và dữ liệu f đã biết; ϕ là ẩn hàm cần tìm.

Với mọi n ∈ N0, đặt

A(n) := λ+ p̂1(n) + p̂2(n) + q̂1(n)− q̂2(n),

B(n) := p̂1(n)− p̂2(n) + q̂1(n) + q̂2(n),

D1(n) := A−(n)f̂1(n)−B(n)f̂2(n), D2(n) := A(n)f̂2(n)−B−(n)f̂1(n),

D(n) := A(n)A−(n)−B(n)B−(n).

(3.6)

Định lý 3.2 Cho p, q là các hàm liên tục từng khúc trên đoạn [−π, π] và f là hàm bình phương khả

tích.

(i) Nếu λ 6= 0, tồn tại một số nguyên K∗ thỏa mãn D(n) 6= 0 với mọi n ≥ K∗.

(ii) Nếu D(n) 6= 0 với mọi n ∈ N0, thì phương trình (3.5) có nghiệm duy nhất trong L2[−π, π] với
mọi f ∈ L2[−π, π]. Hơn nữa, nghiệm được xác định bởi công thức

ϕ(x) =
D1(0)

D(0)
+

∞∑
n=1

[
D1(n)

D(n)
cas(nx) +

D2(n)

D(n)
cas(−nx)

]
. (3.7)
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3.2 Phương trình tích phân Fredholm loại I với phần tuyến tính

Toeplizt + Hankel

Xét phương trình tích phân

1

π

∫ π

−π

[
p(x− u) + q(x+ u)

]
ϕ(u)du = f(x), (3.8)

trong đó, các hàm p, q và dữ liệu f đã biết; ϕ là ẩn hàm cần tìm.

Bài toán (3.8) là bài toán đặt không chỉnh. Để giải bài toán này, ta thường sử dụng các phương pháp

hiệu chỉnh để đưa bài toán (3.8) về phương trình tích phân loại II

αϕ(x) +
1

π

∫ π

−π

[
p(x− u) + q(x+ u)

]
ϕ(u)du = f(x), (3.9)

trong đó, α > 0 được gọi là tham số hiệu chỉnh.

Trong trường hợp dữ liệu f(x) không được biết chính xác, ta chỉ biết dữ liệu này có mức nhiễu

‖fδ − f‖2 ≤ δ. Khi đó, cùng với phương trình (3.9), ta có thêm một phương trình nữa là

αϕ(x) +
1

π

∫ π

−π

[
p(x− u) + q(x+ u)

]
ϕ(u)du = fδ(x). (3.10)

Các bái toán (3.8) ­ (3.10) trên có thể được viết lại dưới dạng phương trình toán tử trong không

gian Hilbert thực L2[−π, π] như sau:

Kϕ = f, (3.11)

(K + αI)ϕ = f, (3.12)

(K + αI)ϕ = fδ, (3.13)

trong đó, (Kϕ)(x) := 1

π

π∫
−π

[
p(x− u) + q(x+ u)

]
ϕ(u)du và I là toán tử đồng nhất.

Ta đưa ra một số điều kiện để toán tử K là toán tử compact không âm.

Với mọi n ≥ 1, đặt

En := q̂1(n) + q̂2(n),

G0 := p̂1(0) + q̂1(0),

Gn := p̂1(n) + p̂2(n) + q̂1(n)− q̂2(n),

Hn := p̂1(n) + p̂2(n) + q̂2(n)− q̂1(n),

Fn := GnHn − E2
n.

Bổ đề 3.1 Giả sử p và q là các hàm xác định trên R, tuần hoàn với chu kỳ 2π và liên tục từng khúc

trên [−π, π]; giả sử p là hàm chẵn. Khi đó,K là toán tử tuyến tính tự liên hợp compact trên L2[−π, π].
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Hơn nữa, K là toán tử không âm khi và chỉ khi
G0 ≥ 0

Gn ≥ 0

Hn ≥ 0

Fn ≥ 0,

(3.14)

với mọi n ≥ 1.

Hệ quả 3.1 Giả sử p và q là các hàm xác định trên R, tuần hoàn với chu kỳ 2π và liên lục từng khúc

trên [−π, π]; giả sử p là hàm chẵn. Hơn nữa, giả sử rằng tất cả các hệ số Hartley của p và q là không

âm. Khi đó, K là toán tử compact tự liên hợp không âm trên L2[−π, π] nếu

p̂1(n) + p̂2(n) ≥
{[
q̂1(n) + q̂2(n)

]2
+
[
q̂1(n)− q̂2(n)

]2}1/2

, ∀n ≥ 1. (3.15)

Bổ đề 3.2 Giả sử tất cả các điều kiện trong Bổ đề 3.1 được thỏa mãn và p̂1(0) ≥ 0. Khi đó, tất cả

các định thứcD(n) được định nghĩa trong (3.6) khác 0, vì vậy phương trình (3.10) có một nghiệp duy

nhất cho bởi công thức (3.4).

Định lý 3.3 Giả sử p và q là các hàm xác định trên R, tuần hoàn với chu kỳ 2π. Hơn nữa, giả sử

rằng các hệ số Hartley của p và q thỏa mãn bất đẳng thức (3.14) và p̂1(0) ≥ 0. Giả sử rằng phương

trình (3.8) có nghiệm ϕ†, và nghiệm thỏa mãn điều kiện nguồn (source condition) ϕ† ∈ Im(Kν), với ν

thỏa mãn 0 < ν ≤ 1. Khi đó, nghiệm hiệu chỉnh ϕα,δ được xác định trong công thức (3.4) hội tụ đến

nghiệm chính xác ϕ†, và ta có ước lượng sai số∥∥ϕα,δ − ϕ†∥∥ ≤ δ/α + cαν , (3.16)

trong đó c là một hằng số dương. Trường hợp đặc biệt, nếu α = δ1/(ν+1), thì ta có∥∥ϕα,δ − ϕ†∥∥ = O(δν/(ν+1)). (3.17)

3.2.1 Phương pháp chỉnh lặp song song giải gần đúng hệ phương trình tích

phân Fredholm loại I

Xét hệ phương trình tích phân Fredholm loại I (FIE­I) với phần tuyến tính Toeplitz + Hankel:

1

π

∫ π

−π

[
pi(x− u) + qi(x+ u)

]
ϕ(u)du = fi(x), i = 1, . . . , N, (3.18)

trong đó, các dữ liệu fi ∈ L2[−π, π]. Hệ (3.18) có thể viết lại dưới dạng toán tử như sau:

Kiϕ = fi, i = 1, . . . , N,

trong đó, (Kiϕ)(x) :=
1

π

∫ π

−π

[
pi(x− u) + qi(x+ u)

]
ϕ(u)du.
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Kết quả đạt được dưới đây cho trường hợp dữ liệu chính xác.

Định lý 3.4 Giả sử tập S tất cả các nghiệm của hệ (3.18) không rỗng. Hơn nữa, giả thiết các nhân

pi và qi, i = 1, . . . , N , thỏa mãn các điều kiện trong Bổ đề 3.14 và p̂i1(0) ≥ 0, i = 1, . . . N . Cho

(αn) và (γn) là hai dãy số dương được chọn trước thỏa mãn αn ↘ 0; γn ↗ ∞;
γn(αn−αn+1)

α2
n

→ 0 khi

n→ ∞ và
∑∞

n=1
αn

γn
= ∞. Khi đó, quá trình song song

Ki(ϕ
i
n) +

(αn

N
+ γn

)
ϕi
n = γnϕn + fi, i = 1, . . . , N (3.19)

ϕn+1 =
1

N

N∑
i=1

ϕi
n, n = 0, 1, 2, . . . (3.20)

hội tụ đến nghiệm có chuẩn nhỏ nhất ϕ† của (3.18).

Ta có kết quả sau cho trường hợp dữ liệu có nhiễu, tức là thay vì biết fi chính xác, ta chỉ biết fi,n

thỏa mãn ‖fi,n − fi‖ ≤ δn, i = 1, . . . , N , trong đó δn → 0 khi n→ ∞.

Định lý 3.5 Với điều kiện như trong Định lý 3.4, nếu các dãy (αn), (γn) và mức nhiễu (δn) thỏa mãn

các điều kiện αnγn ≥ N, δnγn ≤ M , vớiM là một hằng số dương. Khi đó quá trình chỉnh lặp song

song 
Ki(ϕ

i
n) +

(αn

N
+ γn

)
ϕi
n = γnϕn + fi,n, i = 1, . . . , N (3.21)

ϕn+1 =
1

N

N∑
i=1

ϕi
n, n = 0, 1, 2, . . . (3.22)

hội tụ đến nghiệm có chuẩn nhỏ nhất ϕ† của hệ (3.18).

3.2.2 Phương pháp chỉnh lặp tiến­lùi và chỉnh lặp tiến­lùi­tiến giải gần đúng

phương trình tích phân Fredholm loại I

Xét phương trình tích phân

Kϕ+ F(ϕ) = f, (3.23)

trong đó,

(Kϕ)(x) := 1

π

∫ π

−π

[
p(x− u) + q(x+ u)

]
ϕ(u)du,

và toán tử phi tuyến

F(ϕ)(x) :=

∫ π

−π

W
(
x, u, ϕ(u)

)
du

là đơn điệu, liên tục Lipschitz từ L2[−π, π] → L2[−π, π].

Phương pháp chỉnh lặp tiến­lùi (FBSM) để giải gần đúng bài toán đặt không chỉnh (3.23).

Định lý 3.6 Giả sử p và q là các hàm xác định trên R, tuần hoàn chu kỳ 2π, liên tục từng khúc trên

[−π, π], và p là hàm chẵn. Giả sử rằng các hệ số Hartley của p và q thỏa mãn các bất đẳng thức (3.14)
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và p̂1(0) ≥ 0, toán tử F : L2[−π, π] → L2[−π, π] là toán tử đơn điệu và liên tục LF ­Lipschitz. Hơn

nữa, giả sử phương trình (3.23) là tương thích và các dãy tham số (αn), (λn) thỏa mãn các điều kiện

sau:

(C1) 0 < λn <
αn

4L2
F
;

(C2) lim
n→∞

αn = 0;

(C3)
∞∑
n=1

αnλn = +∞;

(C4) lim
n→∞

(
|λn − λn−1| |αn − αn−1|

λ3nα
2
n

+
|λn − λn−1|+ |λnαn − λn−1αn−1|

λ2nα
2
n

)
= 0.

Khi đó, xuất phát từ một điểm ban đầu nào đó ϕ0 ∈ L2[−π, π], quá trình chỉnh lặp

ϕn+1 + λnKϕn+1 = (1− αnλn)ϕn − λnF(ϕn) + λnf (3.24)

hội tụ đến nghiệm có chuẩn nhỏ nhất ϕ† khi n→ ∞.

Xét phương trình tích phân phi tuyến (3.23) với cùng giả thiết về các toán tửK, F và chọnR = I.
Khi đó, phương pháp chỉnh lặp tiến­lùi­tiến (FBFSM) sau hội tụ.

Định lý 3.7 Cho p và q là các hàm xác định trên R, tuần hoàn với chu kỳ 2π, liên tục từng khúc trên

[−π, π], và p là hàm chẵn. Giả sử rằng các hệ số Hartley của p và q thỏa mãn các bất đẳng thức

(3.14) và p̂1(0) ≥ 0, toán tử F : L2[−π, π] → L2[−π, π] là toán tử đơn điệu và liên tục LF ­Lipschitz,

phương trình (3.23) là tương thích và các dãy tham số (αn), (λn) thỏa mãn các điều kiện (C5) ­ (C8).

Khi đó, xuất phát từ ϕ0 ∈ L2[−π, π] bất kỳ, quá trình lặpψn + λnKψn = (1− αnλn)ϕn − λnF(ϕn) + λnf

ϕn+1 = ψn + λn
[
F(ϕn)−F(ψn)

] (3.25)

hội tụ đến nghiệm có chuẩn nhỏ nhất ϕ† khi n→ ∞.

3.3 Phương trình tích chập

3.3.1 Phương trình tích chập liên kết với biến đổi Hartley

Sử dụng các tích chập được ký hiệu ~ và ? như trong phần 2.4, luận án nghiên cứu hai lớp phương

trình tích chập sau:

λϕ(x) +
(
k ~ ϕ

)
(x) = f(x), (3.26)

và

λϕ(x) +
(
k ? ϕ

)
(x) = f(x), (3.27)

trong đó, tham số λ ∈ C cho trước; các hàm k và f thuộc L1(Rn) đã biết; ϕ là ẩn hàm cần tìm được

giả thiết thuộc L1(Rn).
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Luận án trình bày phương pháp tìm nghiệm cho lớp phương trình (3.26), lớp phương trình (3.27)

có thể được thực hiện theo cách tương tự.

Xét phương trình tích chập sau trong L1(Rn):

λϕ(x) +
(
k

Φα,H1∗
H2,H1

ϕ
)
(x) = f(x), (3.28)

trong đó, λ ∈ C cho trước; các hàm k, f ∈ L1(Rn) đã biết; và ϕ là ẩn hàm cần tìm.

Định lý 3.8 (i) Nếu phương trình (3.28) có nghiệm trong không gian L1(Rn), thì điều kiện cần là

H1f = 0 khi G = 0. Giả sử điều kiện này được thỏa mãn và H1f/G ∈ L1(Rn). Khi đó, L1­nghiệm

duy nhất được xác định bởi công thức

ϕ(x)
a.e
= H1

[
H1f/G

]
(x). (3.29)

(ii) Nếu G(ω) 6= 0 với mọi ω ∈ Rn và H1f ∈ L1(Rn), thì phương trình (3.28) giải được trong

L1(Rn) và nghiệm được xác định bởi công thức (3.29).

(iii) Nếu |λ| > max
ω∈Rn

{∣∣Φα(ω)
(
H2k

)
(ω)

∣∣}, thì phương trình (3.28) giải được trong L1(Rn). Hơn

nữa, nghiệm của phương trình được xác định bởi công thức (3.29) và có thể được biểu diễn dưới dạng

chuỗi.

3.3.2 Phương trình tích chập với nhân dịch chuyển

Cho các tập {hij} ⊂ Rn cố định, {aij} ⊂ R và {kij} là các hàm thuộc L1(Rn). Đặt

K(x,u) :=
N∑
j=1

[
a1jk1j

(
± (x+ u+ h1j)

)
+ a2jk2j

(
± (x− u+ h2j)

)
+ a3jk3j

(
± (x+ u− h3j)

)
+ a4jk4j

(
± (x− u− h4j)

)]
.

(3.30)

Ký hiệu Ke và Ko là các phần chẵn và phần lẻ của hàm K, và được xác định như sau:

Ke(z) :=
1

2

[
K(z) +K

(
− z

)]
, z ∈ Rn,

Ko(z) :=
1

2

[
K(z)−K

(
− z

)]
, z ∈ Rn.

Xét phương trình tích phân

λϕ(x) +

∫
Rn

K(x,u)ϕ(u)du = f(x), (3.31)

trong đó, h1j,h2j,h3j,h4j ∈ Rn, tham số λ ∈ C cố định cho trước; các hàm {kij} và dữ liệu f thuộc

L1 (hoặc L2) đã biết; và ϕ là ẩn hàm cần tìm.
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3.3.2.1 Phương trình tích chập với nhân dịch chuyển

Luận án trình bày phương pháp giải phương trình (3.31) cho trường hợp nhân tích phân có dạng

K(x,u) = k
(
− (x+ u+ h)

)
, các trường hợp tổng quát hơn được thực hiện theo cách tương tự.

Xét phương trình tích phân

λϕ(x) +

∫
Rn

k
(
− (x+ u+ h)

)
ϕ(u)du = f(x), (3.32)

trong đó, λ ∈ C, h ∈ Rn cho trước; hàm k và dữ liệu f thuộc L1(Rn) đã biết; ϕ là ẩn hàm cần tìm.

Đặt

A1(ω) =
− sin(hω)k̂e1(ω)− cos(hω)k̂o1(ω)

2
, B1(ω) =

cos(hω)k̂e1(ω)− sin(hω)k̂o1(ω)

2
,

A2(ω) =
cos(hω)k̂e2(ω) + sin(hω)k̂o2(ω)

2
, B2(ω) =

sin(hω)k̂e2(ω)− cos(hω)k̂o2(ω)

2
,

D1 = (λ+B2)f̂1 −B1f̂2, D = (λ+ A1)(λ+B2)− A2B1.

Định lý 3.9 (i) Nếu D(ω) 6= 0 hầu khắp nơi trên Rn, hay

λ 6= 1

2

[
− (A1 +B2)(ω)±

∣∣(A2
1 +B2

2 − 2A1B2 + 4A2B1

)
(ω)

∣∣1/2],
hầu khắp nơi trên Rn, và nếu H1f ∈ L1(Rn), thì phương trình (3.32) giải được trong L1(Rn). Hơn

nữa, nghiệm tồn tại duy nhất và được xác định bởi công thức

ϕ(x)
a.e
= H1

[
D1/D

]
(x). (3.33)

(ii) Nếu

|λ| > max
ω∈Rn

1

2

{[
(A1 +B2)

2 +
∣∣A2

1 +B2
2 − 2A1B2 + 4A2B1

∣∣](ω)

}1/2

,

thì phương trình (3.32) giải được trong L1(Rn). Hơn nữa, nghiệm của phương trình này tồn tại duy

nhất và được xác định bởi công thức (3.33) với mọi x ∈ Rn.

3.3.2.2 Phương trình tích chập với nhân dạng Toeplitz + Hankel dịch chuyển

Xét phương trình tích phân

λϕ(x) +

∫
Rn

p
(
x+ h1 + u) + q

(
x+ h2 − u)ϕ(u)du = f(x), (3.34)

trong đó, λ ∈ C và h1,h2 ∈ Rn cho trước; hàm k và dữ liệu f thuộc L1(Rn) đã biết; ϕ là ẩn hàm cần

tìm.
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Đặt

A1(ω) =
− sin(h1ω)p̂e1(ω) + cos(h1ω)p̂o1(ω)

2
+

cos(h2ω)q̂e1(ω) + sin(h2ω)q̂o1(ω)

2
,

B1(ω) =
cos(h1ω)p̂e1(ω) + sin(h1ω)p̂o1(ω)

2
+

− sin(h2ω)q̂e1(ω) + cos(h2ω)q̂o1(ω)

2
,

A2(ω) =
− cos(h1ω)p̂e2(ω) + sin(h1ω)p̂o2(ω)

2
+

sin(h2ω)q̂e2(ω) + cos(h2ω)q̂o2(ω)

2
,

B2(ω) =
sin(h1ω)p̂e2(ω) + cos(h1ω)p̂o2(ω)

2
+

cos(h2ω)q̂e2(ω)− sin(h2ω)q̂o2(ω)

2
,

D1 = (λ+B2)f̂1 −B1f̂2, D = (λ+ A1)(λ+B2)− A2B1.

Nếu D(ω) 6= 0 hầu khắp nơi trên Rn, hay

λ 6= 1

2

[
− (A1 +B2)(ω)±

∣∣(A2
1 +B2

2 − 2A1B2 + 4A2B1

)
(ω)

∣∣1/2]
hầu khắp nơi ω ∈ Rn, và nếuH1f ∈ L1(Rn), thì nghiệm ϕ(x) được xác định bởi công thức

ϕ(x)
a.e
= H1

[
D1/D

]
(x). (3.35)

Mặt khác, nếu

|λ| > max
ω∈Rn

1

2

{[
(A1 +B2)

2 +
∣∣A2

1 +B2
2 − 2A1B2 + 4A2B1

∣∣](ω)

}1/2

,

thì do D(ω) 6= 0, ∀ω ∈ Rn, phương trình (3.34) giải được trong L1(Rn) và nghiệm tồn tại duy nhất

được xác định bởi công thức (3.35) với mọi x ∈ Rn.

3.3.3 Phương trình tích chập với nhân liên kết với hàm Hermite

Cho tập {aij} ⊂ R, {kij} là các hàm thuộc L1(Rn) và
{
Φαij

}
là tập các hàm Hermite. Đặt

K(x,u,ν) :=
N∑
j=1

[
a1jk1j(u)Φα1j (x+ u+ ν) + a2jk2j(u)Φα2j (x+ u− ν)

+ a3jk3j(u)Φα3j (x− u+ ν) + a4jk4j(u)Φα4j (x− u− ν)
]
.

Xét phương trình tích phân

λϕ(x) +

∫
Rn

∫
Rn

K(x,u,ν)ϕ(ν)dudν = f(x), (3.36)

trong đó, λ ∈ C cho trước; dữ liệu f đã biết; ϕ là ẩn hàm cần tìm.

Luận án trình bày phương pháp giải phương trình (3.36) cho trường hợp nhân tích phân có dạng

K(x,u,ν) = k(u)Φα(x+ u+ ν), trường hợp tổng quát được thực hiện theo cách tương tự.
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Xét phương trình tích phân

λϕ(x) +

∫
Rn

∫
Rn

k(u)Φα(x+ u+ ν)ϕ(ν)dudν = f(x), (3.37)

trong đó |α| = 1, λ ∈ R đã cho, hàm k và dữ liệu f thuộc L1(Rn) đã biết; ϕ là ẩn hàm cần tìm.

Đặt

A1 =
1

4

(
Φαk̂1 + Φαk̂2

)
, B1 =

1

4

(
Φαk̂1 − Φαk̂2

)
,

A2 =
1

4

(
Φαk̂2 − Φαk̂1

)
, B2 = −1

4

(
Φαk̂2 + Φαk̂1

)
,

D1 = (λ+B2)f̂1 − A2f̂2, D = (λ+ A1)(λ+B2)−B1A2.

Định lý 3.10 (i) Nếu D(ω) 6= 0 hầu khắp nơi trên Rn, hay

λ 6= 1

2

[
− (A1 +B2)(ω)±

∣∣(A2
1 +B2

2 − 2A1B2 + 4A2B1

)
(ω)

∣∣1/2]
hầu khắp nơi trên Rn, và nếu H1f ∈ L1(Rn), thì phương trình (3.37) giải được trong L1(Rn). Hơn

nữa, nghiệm tồn tại duy nhất và được xác định bởi công thức

ϕ(x)
a.e
= H1

[
D1/D

]
(x). (3.38)

(ii) Nếu

|λ| > max
ω∈Rn

1

2

{[
(A1 +B2)

2 +
∣∣A2

1 +B2
2 − 2A1B2 + 4A2B1

∣∣](ω)

}1/2

,

thì phương trình (3.37) giải được trong L1(Rn). Hơn nữa, nghiệm của phương trình này tồn tại duy

nhất và được xác định bởi công thức (3.38) với mọi x ∈ Rn.

Kết luận chương 3

Sau đây là một số kết quả chính nhận được từ chương 3.

Giải đúng FIE­II: Luận án đã nghiên cứu một số lớp FIE­II với nhân dạng TPH và đưa ra công

thức nghiệm đúng dưới dạng đóng nhờ sử dụng các phép tích chập liên kết với HT hữu hạn, bao gồm

FIE­II với nhân dạng TPH dịch chuyển, FIE­II với nhân dạng TPH. Luận án cũng nghiên cứu một số

lớp FIE­II trên miền vô hạn và đưa ra công thức nghiệm đúng dưới dạng đóng nhờ sử dụng các tích

chập liên kết với HT, bao gồm phương trình tích chập liên kết với HT, phương trình tích chập với nhân

dạng TPH dịch chuyển và phương trình tích chập với nhân liên kết với hàm Hermite.

Giải gần đúng FIE­I: Luận án đề xuất áp dụng một số phương pháp chỉnh lặp, kết hợp với các

phép tích chập liên kết với HT hữu hạn, để giải gần đúng một số lớp FIE­I với phần tuyến tính TPH

cho cả trường hợp tuyến tính và phi tuyến, bao gồm các phương pháp chỉnh lặp song song, FBSM và

FBFSM. Trên mỗi bước lặp, các phép tích chập liên kết với HT hữu hạn được sử dụng như một công

cụ để chuyển FIE­II với nhân dạng TPH về hệ phương trình đại số tuyến tính. Quá trình này cho phép

tìm nghiệm gần đúng của FIE­I với phần tuyến tính TPH một cách hiệu quả và ổn định.

22



Kết luận

1 Đóng góp của luận án

Luận án nghiên cứu về HT và các tích chập liên quan đến HT, trên cơ sở đó, khám phá tiềm năng ứng

dụng của chúng trong việc giải FIE. Luận án cũng nghiên cứu các phương pháp để giải đúng một số

lớp FIE­II, cũng như giải gần đúng một số lớp FIE­I cho cả trường hợp tuyến tính và phi tuyến. Dưới

đây là những đóng góp chính của luận án.

Phát triển cơ sở lý thuyết cho HT:

Luận án hệ thống hóa và phát triển các tính chất toán tử và đặc trưng toán tử của HT trên các không

gian Schwart S(Rn), không gian Banach L1(Rn) và không gian Hilbert L2(Rn). Luận án đề xuất một

số lớp tích chập mới liên quan đến HT và HT hữu hạn, đồng thời chứng minh các tính chất toán học

quan trọng của chúng, như bất đẳng thức chuẩn, đẳng thức nhân tử hóa và bất đẳng thức Young. Đặc

biệt, các tích chập mới này còn được sử dụng để xây dựng đại số Wiener liên kết với HT trên không

gian nền L1(Rn), nhằm mở rộng phạm vi nghiên cứu về không gian hàm L1(Rn) và các tích chập của

chúng.

Giải đúng FIE­II:

Luận án nghiên cứu một số lớp FIE­II trên miền hữu hạn và một số lớp FIE­II trên miền vô hạn. Luận

án đã đưa ra công thức nghiệm đúng dưới dạng đóng cho các lớp phương trình này. Kết quả đạt được

nhờ sử dụng các tích chập liên kết với HT và HT hữu hạn.

Giải gần đúng FIE­I:

Luận án đề xuất áp dụng một số phương pháp chỉnh lặp, kết hợp với các tích chập liên kết với HT hữu

hạn, để giải gần đúng một số lớp FIE­I với phần tuyến tính TPH cho cả trường hợp tuyến tính và phi

tuyến, bao gồm các phương pháp chỉnh lặp song song, FBSM và FBFSM. Các kết quả đạt được của

luận án cho thấy sự phù hợp và hiệu quả trong việc ứng dụng phép HT và các tích chập liên kết với

HT để giải FIE­I với phần tuyến tính TPH.
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2 Một số hướng nghiên cứu tiếp theo

Dưới đây là một số hướng nghiên cứu tiếp theo của luận án.

Nghiên cứu lý thuyết toán học:

• Nghiên cứu các tính chất toán học của các FTT trên các không gian trừu tượng, như các không

gian Lp(Rn); các không gian hàm kiểm thử, bao gồm không gian các hàm khả vi vô hạn có

giá compact D(Rn) và không gian Schwartz S(Rn); các không gian phân phối, bao gồm không

gian các hàm suy rộng D′(Rn) (generalized functions) và không gian phân phối ôn hòa S′(Rn)

(tempered distributions); và không gian Schauder. Mặc dù đã có nhiều công trình nghiên cứu

về các phép biến đổi tích phân như LCT, OLCT trên các không gian hàm này, nhưng mức độ

hoàn thiện vẫn còn hạn chế đáng kể so với FT.

• Nghiên cứu các dạng tổng quát của các FTT nhằm tăng tính linh hoạt trong việc ứng dụng các

FTT trong thực tiễn.

Nghiên cứu phát triển thuật toán:

• Nghiên cứu phát triển các thuật toán để tính toán hiệu quả với HT nói riêng và các FTT nói

chung, nhằm tối ưu hiệu suất tính toán trên các thiết bị có kiến trúc phần cứng khác nhau (CPU,

GPU, FPGA) và cho các dữ liệu có kích thước khác nhau.

• Nghiên cứu phát triển thuật toán trên không gian nhiều chiều. Nghiên cứu phát triển các thuật

toán thưa để xử lý hiệu quả tín hiệu thưa, giúp giảm thời gian tính toán khi các tín hiệu có nhiều

giá trị bằng 0.

Nghiên cứu ứng dụng:

• Nghiên cứu phát triển ứng dụng của các FTT cho các lĩnh vực như toán ứng dụng, xử lý tín hiệu,

xử lý ảnh và video, quang học, mật mã học và học máy.

• Nghiên cứu các phương pháp giải phương trình tích phân với nhân dạng TPH, sử dụng các

phương pháp trong lý thuyết toán tử, các phương pháp lặp, các kỹ thuật hiệu chỉnh.

• Tiếp tục nghiên cứu ứng dụng HT để giải gần đúng FIE­I có nhân dạng TPH theo hướng tiếp

cận dựa trên lý thuyết tối ưu hai cấp.
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