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Mé dau

1 Pitvan dé

Céc phép bién dbi tich phan di c6 lich sir 1au doi, dugc ghi nhan xuét hién tir thé ky XVIIL. Trai qua
hon hai thé ky phat trién, cac phép bién ddi tich phan try thanh mot cong cu gidi tich co ban va khong
thé thiéu trong nhiéu linh vuc khoa hoc va ki thuat. Co thé ké dén vai tro ciia bién ddi Laplace trong
diéu khién hoc, bién d6i Mellin trong 1y thuyét sd, bién d6i Radon trong xtr 1y anh y hoc, bién ddi
Fourier (FT) trong xtr 1y tin hiéu s6. Xem [28, 45, 67, 93].

Bén canh do, tich chap ra doi mét cach ty nhién cung véi cac phép bién ddi tich phan, khi cac nha
khoa hoc di tim 101 giai cho céc bai toan trong céc linh vuc vat 1y va toan hoc. Tich chip da cé rat
nhiéu ung dung trong céc linh vuc khoa hoac va k¥ thuat khac nhau. Tich chap dugc st dung dé dinh
nghia dao ham phan thir, tng dung cho vi¢c tinh toan tich phan xac dinh, mé hinh hoa hién tugng
khuéch tan bat thuong, va nhiéu tmg dung khac. Tur su phét trién cua 1y thuyét cic khong gian ham
kiém thir va cac khong gian phan phdi, tich chap tré thanh cong cu khong thé thiéu trong 1y thuyét hé
tuyén tinh bat bién theo thoi gian (LTI), mo ra mot cong cu hidu qua cho viée phan tich va thiét ké cac
b loc, ciing nhu cac hé thong xur 1y tin hiéu s6. Ngay nay, véi su bung nd ctia céng nghé may tinh va
cac thuat toan xu 1y tin hi€u, xur ly anh, tich chap tré thanh mot cong cu hiéu qua cho céac tac vu lam

mo, 1am sdc nét, phat hién bién va trich xuat dic trung. Xem [17, 23, 31, 39, 62].

Bién ddi Hartley

Bién d6i Hartley (HT) 12 mot phép bién d6i tich phan quan trong duoc sir dung nhiéu trong cac linh
vuce xir Iy tin hiéu vat Iy thyc. Bién d6i Hartley c6 mdi lién hé gan giii v6i FT, nhung ciing mang nhiing
dic diém riéng va doc dao. Ngudn gbe cua HT bt ngudn tir cong trinh ctia R.V.L. Hartley vao nim
1942, khi 6ng dé xuat mot phép bién ddi tich phan c6 kha nang xtr 1y tin hié¢u thyc ma khong sir dung
dén s6 phirc. Khac v6i FT truyén thong, khi str dung ham nhan mil phitc e, Hartley da sir dung
nhén tich phan 1a ham cas(wt) = cos(wt) + sin(wt) (viét tat ctia “cosine-and-sine™). Su ra doi cua HT
Xuét phat tir mong mudn tdi wu hoa viée tinh toan cho cac tin hiéu vat 1y thuc, von khong can dén su

tinh toan phtrc tap trén mién sé phuc [67].

Bién d6i Hartley da va dang thu hat dugc su quan tim nghién ciru tir cong ddng cac nha khoa hoc,
v6i nhitng nghién ciru tip trung vao viéc toi wu héa tinh todn va mé rong ing dung. Trong linh vuc
t6i wu hoa thuat toan, H.V. Sorensen va cong su di nghién ctru so sanh hiéu qua tinh toan giira cac
thuat toan FHT va céc thuat toan FFT trong trudng hop di liéu thuc [76]. Tiép d6, P. Duhamel va M.
Vetterli d nghién ctru vé hiéu qua tinh toan va cac thudt toan t6i wu cho DHT [30]. Bén canh d6, HT
cling dugc mé rong ung dung sang khong gian nhiéu chiéu, R.N. Bracewell va cong sy dd nghién ciru
phat trién HT trén khong gian hai chiéu va cac thuat toan nhanh [20], mo rong tng dung HT sang
linh vuc xir Iy anh va xir Iy dir liéu nhiéu chiéu. Vé tng dung chuyén nganh, F. Vatansever nghién
ctru img dung HT dé phén tich tin hiéu trong cac hé thong dién [42, 43]. N.L. Mohan va L.A. Babu



da nghién ctru Gtng dung HT hai chiéu trong xir 1y tin hiéu dia chan [57]. Ngoai ra, HT con thé hién
tiém nang (mg dung trong cong nghé hién dai nhu hoc sau va xir Iy anh y té. H. Zhang va J. Ma di d¢
xuét phwong phap Hartley Spectral Pooling cho hoc siu, tin dung uu thé hoat dong trén mién s thuc
ciia HT dé tang hiéu sut tinh toan [95]. Gan ddy, Rani va cong su (2024) [71], Ma va cong sy (2021)
[56], Coutinho va cong sy (2021) [26] ciing d3 cong bé mot s6 cong trinh nghién ctru vé tmg dung HT
trong céc linh vuc xtr 1y anh y té, thu thap dir liéu hiéu qua trong chup anh don diém va nén anh.

Trong nudc, N.X. Thao, T. Tuan, N.M. Khoa, N.M. Tuin ciing di c6ng b6 nhiéu cong trinh nghién
clru vé cac phép bién dbi tich phan suy rong, tmg dung cho giai cac phuong trinh tich phan. Trong
mot s6 cong trinh nghién ctru cia ho, HT c6 thé duoc dinh nghia maéi, hoac duoc dé cap dén nhu mot
truong hop dac biét cia mot phép bién doi tich phan dang Fourier (FTT) khéc, hodc ciing ¢6 thé dugc
str dung két hop v6i cac FTT khac. Xem [12, 86, 87, 47].

Phuong trinh tich phan véi nhan dang Toeplitz + Hankel

Trong qua trinh nghién ctru cac bai toan phtrc tap trong vat ly va k¥ thuat, cac nha nghién ctru da nhan
thiy mot s6 bai toan co thé duoc dwa vé dang IE voi nhan c6 céu trac Toeplitz + Hankel (TPH), 14 su
két hop ciia nhan Toeplitz va nhan Hankel. Sy phat trién manh mé ciia Iy thuyét toan tir trong thé ky
20, dic biét 1a 1y thuyét vé toan tir Toeplitz va toan tir Hankel trén cac khong gian ham, da cung cap
céc phuong phap giai tich dé nghién ctru vé loai phwong trinh nay. Su hiéu biét sdu sic hon vé cau trac
va tinh chét cta IE c6 nhan dang TPH d3 mo ra tiém ning kham pha Gmg dung méi trong céc linh vuc
khoa hoc va k¥ thuat. CAu truc dic biét cua ma tran TPH (khi IE dugc roi rac hoa) cling da thuc déy
viéc phét trién cac thuat toan sb dé giai cac IE c6 nhan dang TPH. Cac thuat toan ndy thudng sir dung
cac thuat toan FFT dé t6i uru hoa hiéu suat tinh toan. Song song véi viéc nghién ctru va phat trién ing
dung, nghién ctru 1y thuyét ciing tiép tuc dugc phat trién, tap trung vao cac khia canh triru trgng hon
ctia IE c6 nhan dang TPH, bao gdm tinh giai duogc, 1y thuyét phd, cac phuong phap giai tich, va mbi
lién hé cua chiing v6i cac linh vuc todn hoc khac.

Phuong trinh tich phan ¢6 nhan dang Toeplitz va Hankel da duoc nghién ciru va dong gop tir nhicu
nha khoa hoc. I. Gohberg va S. Goldberg, cac nha toan hoc ndi tiéng v6i nhitng céng trinh nghién ciru
vé 1y thuyét toan tr, dd nghién ctru vé toan tir Toeplitz va Hankel, va nhitng cong trinh ctia ho trd thanh
co so nén tang cho viéc nghién ctru cac IE c¢6 nhan dang TPH. Cudn sach “Basic Operator Theory”
cua céc tac gia ndy dugc xem la mdt tai li€u tham khao kinh dién vé linh vuc nay. Bén canh do, A.
Béttcher va B. Silbermann d c6 nhiing déng gép quan trong vé phan tich toan tir, phan tich ma tran
Toeplitz va Hankel, bao gdm 1y thuyét phd, tinh kha nghich cta toan tir va cac phuong phap sb giai
phuong trinh Toeplitz va Hankel. Cac cong trinh ctia ho duoc tong hop lai trong cudn sach “Analysis
of Toeplitz Operators”, va dugc ghi nhén la moét tai liéu chuyén khao kinh dién. M.G. Krein 1a mot
trong nhiing nha toan hoc 16n nhét ctia thé ky 20, v6i nhitng déng gop quan trong trong 1y thuyét toan
tr va giai tich ham. Cac cong trinh cia ong c¢6 anh huong sau rong dén nhiéu linh vue, dic biét 1a vé ly
thuyét phuong trinh TPH, dién hinh trong s6 d6 1a cac cong trinh vé 1y thuyét thac trién toan tir va cic
bai to4an moment lién quan dén ma trin Toeplitz duong, 1y thuyét phuwong trinh Wiener-Hopf lién quan
dén dang lién tuc ciia phuong trinh Toeplitz [35], 1y thuyét phd va dai s Krein lién quan dén phan
tich dang tiém cén cua dinh thirc Toeplitz. H. Widom ciing da c6 nhitng dong gép dang ké trong viée



nghién ctru 1y thuyét vé dinh thie Toeplitz va dang tiém can cta nd, lién quan mat thiét dén viéc giai
phuong trinh Toeplitz va TPH [91, 92]. N. Levinson d3 phat trién mot thuat toan dé quy dé giai hiéu
qua cac hé phuong trinh Toeplitz phat sinh tir bai toan loc Wiener (1947, [53]). K. Rost va G. Heinig
cling dd nghién ctru va phat trién cac thudt toan nhanh dé giai cac hé phwong trinh tuyén tinh véi ma
tran TPH [40]. G. Strang dd nghién ctru mbi lién hé gitra ma tran TPH v&i nhitng bai toan trong cac
linh vuc vat ly va k¥ thuat, dac bi¢t 1a trong linh vuc xtr 1y tin hi€u va giai cac phuong trinh dao ham
riéng bang phuong phap sai phan [78]. J.N. Tsitsiklis va B.C. Levy di nghién ctru cac phuong trinh
TPH va khao sat tong quan cac phuong phap 1y thuyét va phuong phap sé dé giai phuong trinh TPH
cho trudong hop phuong trinh dat chinh [82].

Trong nudc, cac tac gida N.X. Thao [79], N.M. Tuén [11, 84, 85], T. Tuan [88], N.M. Khoa [80], L.T.
Minh [38] ciing d& cong bd nhiéu cong trinh lién quan dén IE c6 céu trac dang Toeplitz va Hankel.
Céc cong trinh cta ho tap trung vao viéce sir dung cac cong cu giai tich dé tim nghiém dung dudi dang
dong cho cac 16p phuong trinh TPH khéac nhau. Cac phuong phap ho dua ra thuong la xay dung cac
tich chap lién két voi cac FTT, dac biét 1a tich chap lién két v6i HT, dé giai cac 16p phuong trinh nay.

Nhirng két qua vé img dung cua tich chap Hartley suy rong trong thoi gian qua da cho thdy day la
mot cong cu dic biét phu hop dé tim nghiém dung dudi dang dong cho céac IE ¢o cau tric TPH, diéu
ma céc phuong phap giai tich khac thuong gap nhiéu kho khan. Viéc nghién ctru loai IE ndy tré thanh
dong luc manh mé thuc day su phat trién cta cac tich chap suy rong lién quan dén phép HT.

Trén co s& nhitng phan tich trén, ching toi chon dé tai nghién ctru 1a “Ly thuyét va Gng dung ciia
chap lién két véi bién doi tich phan Hartley”, nhim gop phan xay dung mot cach c6 hé théng co so
Iy thuyét cho HT, ciing nhu khai thac nhitng wu thé va tiém ning tng dung cua HT.

2  Muc tiéu nghién ctru cua ludn an

Luan 4n nghién ctru phat trién co so 1y thuyét cho HT, nham déng gbp vao viéc xay dung mot hé thong
co s& 1y thuyét ddy du va chit ché cho HT, ciing nhu kham pha tiém ning Gmg dung cua chung. Luan
an ciling nghién ctru cac tinh chat toan tir va dic trung toan tir ciia HT trén cac khong gian Schwartz
& (R™), khong gian Banach L'(R") va khong gian Hilbert L?(R™). Luén 4n tap trung vao xay dyng
céc tich chap méi lién quan dén HT va HT hiru han, dong thoi thiét 1ap va ching minh cac tich chat
toan hoc quan trong cua chung, nhu bat ding thirc chuan, dang thirc nhan tir hoa, bat dang thirc Young.
Trén co s cac phép tich chap lién quan dén HT, luan 4n nghién ctru xay dung dai s6 Wiener lién két
v6i HT trén khong gian nén L'(R™), nhim mé rong pham vi nghién ctru vé khong gian ham L' (R")
va céc tich chap ctua chung.

Luan 4n ciing nghién ctru cic phuong phap dé giai phuong trinh tich phan Fredholm (FIE) cho ca
truong hop tuyén tinh va phi tuyén, trén co so nhiing 16p tich chap lién quan dén HT. Cu thé, luan an
nghién ctru cac phuong phap giai diing phuong trinh tich phan Fredholm loai IT (FIE-II), dong thoi,
nghién ctru 4p dung cac phuong phap va thuat toan hidu chinh dé giai gan ding phuong trinh tich phan
Fredholm loai I (FIE-I), day von 14 bai toan dit khong chinh kho giai va thudng khong co phuong phap
giai tich dé tim nghiém dung dudi dang déng.



3 Dong gop cua luan an

Luan 4n nghién ctru cac phép bién d6i HT va HT hitu han, phat trién va hé thong héa céc tinh chat toan
tr va ddc trung toan tir cua HT trén cac khong gian Schwartz . (R™), khong gian Banach L'(R") va
khong gian Hilbert L?(R™). Luan an ciing d& xuit mot s6 10p tich chap mai lién két véi HT va HT
hiru han, dong thoi chimg minh céc tinh chét toan hoc quan trong cta chiing, bao gdm bat dang thirc
chuan, ding thirc nhan tir hoa va bat dang thirc Young. Hon nita, trén co s céc tich chap da dé xuét,

luan 4n xay dung dai sé Wiener lién két v6i HT trén khong gian nén L' (R").

Lu4n 4n nghién ctru mét sb 16p FIE-II v6i nhan dang TPH, bao gdm FIE-II véi nhan dang TPH va
FIE-II v6i nhan dang TPH dich chuyén. Luén 4&n cling nghién ctru mot ) 16p FIE-II trén mién vo han,
nhu phuong trinh tich chap lién két véi HT, phuong trinh tich chap v6i nhan dang TPH dich chuyén,
phuong trinh tich chap v6i nhan tich phan lién két v6i ham Hermite. Luan 4n da dua ra cong thic
nghiém dung dudi dang dong cho céac 16p phuong trinh tich phan nay, nho st dung cac phép tich chap
lién két voi cac HT va HT hitu han di xay dung.

Ludn 4n dé xuat 4p dung mot s6 phuong phap chinh lip, két hop véi cac tich chap lién két véi HT
hiru han, dé giai gan ding mot s6 16p FIE-I voi phan tuyén tinh TPH cho ca truong hop tuyén tinh va
phi tuyén, bao gdm phuong phap chinh lp song song, FBSM va FBFSM. P4y von 1a nhitng bai toan
dat khong chinh kho giai va thudng khong co phuong phap giai tich dé tim nghiém dung dudi dang

dong, nhung lai rt phd bién va ¢ y nghia trong thuc té.

4 Cau truc cua luin an

Luan 4n trinh bay co s& 1y thuyét va cac két qua ma luan an di dat dugc.

Chuong 1 ciia ludn an trinh bay mot so két qua da biét trong giai tich ham, giai tich Fourier, giai
tich da tri, 1y thuyét toan tir don diéu, giai tich 161, 1a co s& Iy thuyét cho cac chuong sau.

Chuwong 2 cia luan an trinh bay co s 1y thuyét cta cac phép HT va HT hiru han, céc tinh chit toan
ttr va dic trung toan tir ctia HT trén céc khong gian Schwartz .7 (R™), khong gian Banach L' (R") va
khong gian Hilbert L?(R™). Luan 4n ciing dé xuat mot sb 16p tich chap lién quan dén HT va HT hitu
han, dong thoi chimg minh cac tinh chat toan hoc quan trong ciia chung, nhu bat dang thie chuan,
dang thirc nhéan tr héa va bat dang thirc Young. Hon nita, trén co sé cac tich chap da xay dung, luan
an trinh bay két qua xay dung dai s Wiener lién két vi HT trén khong gian nén L' (R").

Chuwong 3 cua luan an nghién ctru mot s 16p FIE-II voi nhan dang TPH va dua ra cong thirc
nghiém diung dudi dang dong nho st dung céc tich chap lién két voi HT hitu han, bao g6m FIE-II voi
nhan dang TPH va FIE-II v&i nhan dang TPH dich chuyén. Luén 4n ciing nghién ciru mét sé phuwong
phap chinh lap, két hop vdi cac tich chap lién két v6i HT hitu han, dé giai gan dung mot s6 16p FIE-I
v6i phan tuyén tinh TPH cho ca truong hop tuyén tinh va phi tuyén, bao gdm cac phuong phap chinh
lap song song, FBSM va FBFSM. Hon nita, luan an con nghién ctru mot sb 16p FIE-II trén mién vo
han va dua ra cong thitc nghi€ém diung dudi dang dong cho céc 16p phuong trinh ndy, nho st dung céc
tich chap lién két voi HT, bao gdm phuong trinh tich chap lién két vi HT, phuong trinh tich chap véi
nhan dang TPH dich chuyén, phuong trinh tich chap v&i nhén tich phan lién két v6i ham Hermite.
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Chuong 1
Kién thirc chuan bi

Chuong nay cta luan an trinh bay mot sb khai niém va két qua da biét cua giai tich ham, giai tich
Fourier, giai tich da tri, Iy thuyét toan tir don diéu, giai tich 161, 1a co s 1y thuyét cho cac chuong sau.
Cu thé, luan 4n trinh bay co s& ly thuyét cua giai tich Fourier, 1y thuyét toan tir don diéu, bai toan dit
chinh, bai toan dat khong chinh, bai toan bat dang thirc bién phan (VIP), bai toan bao ham thirc bién
phan (VInP), phuong trinh tich phan Fredholm (FIE). Hon nita, luan 4n trinh bay mot s6 phuwong phép
chinh lip song song dé giai gan dung hé phuong trinh toan tir chira toan tir don diéu. Pong thoi, luan
an ciing trinh bay cac phuwong phéap chinh lap tién-lui (FBSM) va chinh lap tién-1ti-tién (FBFSM) dé
giai gan dung VInP lién két voi toan tir don diéu.

Noi dung ctia chuong nay dugc viét dua trén cac tai liéu [1,2,3,5,15, 34, 63, 66, 77].

1.1 Phuwong phap chinh lap song song giai hé cac phwong trinh
dat khong chinh

Xét hé phuong trinh toéan tir
Aix)=0,i=1,2,...,N, (1.1)
trong 6 A; : A — 14 cac toan tir c6 thé phi tuyén da biét, xac dinh trén toan khong gian Hilbert
thuc #; ham = € % 1a 4n can tim.
Bai toan (1.1) 1a bai toan dit khong chinh khé giai. Dé giai bai toan nay, ta co thé sir dung cac ki
thuat hiéu chinh dé dua bai toan (1.1) vé bai toan dit chinh.

N

> Ai(x) + anz =0, (1.2)

=1

trong d6 (ay,), n > 0 1a cac tham s hi¢u chinh.

Dinh 1y 1.1 va Dinh 1y 1.2 1a két qua tir phuong phap chinh lp 4n va hién song song.

Pinh 1y 1.1 ([8], Pinh 1y 2.1) Cho (ov,) va (v,) la hai déy s6 nguyén dwong théa man céc diéu kién:
(Cl) o, — 0, v, = +00, n — 400,
(C2) 2lontizenl 0 9 — oo,

(C3) S°°°, % — 4o,

n=1 ~,



Gid sir nghiém xdp xi thir n la x,, da biét. Con x,,,1 dwoc xdc dinh tir hé thirc

Ai(zh) + (a_]\? +’yn> ot =y, i=1,2,...,N (1.3)
1 X
xn—i—l:N;x;, n:O71727'-- (14)

Khi do, qua trinh chinh lap song song hoi tu dén nghiém co chudn nhé nhat =\ ciia hé (1.1).

Pinh 1y 1.2 ([8], Pinh 1y 2.2) Git sit cdc day (o) va () théa mén cdc diéu kién trong dinh Iy 1.1,
va théa mén thém diéu kién:

(C4) Netan < g <1,n>0.

Homn nita, gia swr oy, — 400 khi n — co. Khi do, qua trinh chinh lap song song

k1 ._ 1 k ay Lk 0 ._ _
Zpy =2 o [Ai(zE )+ %2k ], 20 =2 k=0,1,....m—1
1 N m —
Zn41 = N E i=1 Zn,i 7’L—O,1,2,...

hoi tu vé nghiém co chudn nhé nhdt cia hé (1.1).

1.2 Phuwong phap chinh Lip giai bai toan bao ham thirc bién phan

1.2.1 Bai toan bao ham thirc bién phén c6 ciu triic tong
Xét bai toan bao ham thirc bién phan (VInP) ¢ cau triic tong trong khong gian Hilbert thuc 77:
Tim u* € 5 théaman 0 € (A + B)u”, (1.5)

trong d6, A : S — 277 1a toan tir da tri don diéu cuc dai, B : % — S 13 toan tit don tri don diéu
va lién tuc Lipschitz. Ky hiéu Zero(A + B) = (A + B)~'(0) 1a tip nghiém cua bai toan (1.5). Ta ludn
gia thiét tap nghiém Zero(A + B) 1a khac rong.

Dé giai bai toan (1.5) va dong thoi chon mot nghiém dic biét cua nod, ta di dén viéc giai bai toan
bét ddng thirc bién phan (VIP) hai cap (BVIP) sau:

Tim u* € Zero(A + B) théa man (Fu*,u — u*) > 0, Yu € Zero(A + B). (1.6)

trong 46 F : A —  1a toan tir don diéu manh va lién tuc Lipschitz. V&i cac gia thiét nay, va vi
Zero(A + B) 1a mot tap 16i, déng, khong rdng, bai toan (1.6) co nghiém duy nhat. Trong trudng hop
dac biét, khi F = Z — g, trong d6 g € S 1a cho trudc, thi nghiém duy nhét cta bai toan (1.6) chinh
13 hinh chiéu metric cta ¢ 1én tap Zero(A + B), tirc 1a u* = Prero(ayn)(g), va néu g = 0 thi u! := u*
12 nghiém c6 chudn nho nhit cta bai toan (1.5).



Cung v6i bai toan (1.5), ta xét VInP hi¢u chinh:
Tim u* € 7 thbaman 0 € (A + B)u" + aFu”, (1.7)

v6i tham sb hiéu chinh o > 0. Nghiém ctia bai toan (1.7), ky hiéu 14 u,, ton tai va duy nhat.

1.2.2 Phwong phap chinh lip tién-lui va chinh lip tién-lui-tién giai gin ding

bai toan bao ham thirc bién phén

Dinh Iy 1.3 dué6i day cho thiy, véi nhimng diéu kién vé do dai budc A, va cac tham s hiéu chinh a,
ma dinh 1y dua ra, phuong phéap chinh lap tién-lai (FBSM) hoi tu.

Pinh 1y 1.3 ([41], Pinh ly 1) Cho A la toan tir don diéu cuc dai, B la toan tir don diéu va Lg-lién
tuc Lipschitz, F la toan tir v-don diéu manh va Lz-lién tuc Lipschitz. Cho ()\n) va (an) la cac day
s6 khéng dm théa man cdc diéu kién:

(C1) 0 <\, < 5% rong d6 0 < | < min{y, 1},
(C2) lim,, o vy = 0;
(C3) 22021 an/\n = 400,

. An—Ap— A —Ap—10p—
(C4) Tim,,_, o, Pe—tectlElgeyduitnc] —
n-—-n

Khi do, qua trinh
Upi1 = J/\nA(Un — A (Bu, + ozn]:un)), ug € A

héi tu manh dén nghiém duy nhat u' ciia bai todn BVIP (1.6).
bg dai bude A, trong Dinh 1y 1.3 phu thude vao cac tham s6 hiéu chinh «,,, diéu d6 han ché viéc

lua chon cac tham sb nay. Hon nira, khi d¢ dai budc A, giam dan, thuat toan co thé hoi tu cham. Dé

khic phuc, ta c6 thé sir dung phuong phép chinh lip tién-lui-tién (FBEFSM).

Pinh ly 1.4 ([41], Pinh ly 2) Cho A la toan tir don diéu cuc dai, B la toan tir don diéu va Lg-lién
tuc Lipschitz, F la toan tir v-don diéu manh va Lz-lién tuc Lipschitz. Cho ()\n) va (an) la cac day

s6 khéng dm théa man cdc diéu kién:
(€3) (M} lab] < (0,4),

(C6) lim,,_, oy, =0,

(C7) > 7 an = 400,

(C8) lim,, ooty — apy1); 2 = 0.

Khi do, day ., cua qua trinh

Uy = JMA(un — (Bun + ozn}"un))
Upt1 = Up + Ap(Bu, — Buy,), ug € A

hoi tu manh dén nghiém duy nhat u' ciia bai toan BVIP (1.6).



Chuwong 2

Bién doi Hartley va tich chap lién két voi bién
doi Hartley

Chuong nay ciia luan 4n nghién ctru vé co so 1y thuyét ciia HT trén cac khong gian Schwartz .7 (R"),
khong gian Banach L'(R") va khong gian Hilbert L?(R"). Luan 4n ciing phat trién mot s6 16p tich
chap moi lién két véi HT va HT hiru han, dong thoi chimg minh céc tinh cht toan hoc quan trong ctia
chung, nhu cac bat dang thirc chun, dang thirc nhan tir hoa va bat dang thirc Young. Trén co sé cac
16p tich chap lién két voi HT, ludn an nghién ctru xay dung dai s6 Wiener lién két véi HT trén khong
gian nén L' (R").

Noi dung cia chuong nay dugc viét dwa trén cac cong trinh [CT1, CT2] trong danh myc cac cong
trinh khoa hoc cua tac gia co lién quan dén luan an va céc tai liéu [2, 17, 54, 83, 96].

2.1 Bién doi Hartley hiru han
Pinh nghia 2.1 (Bién ddi Hartley hiru han) (i) Cho f 1a ham kha tich Lebesgue trén [—, 7).
Bién d6i Hartley hitu han cta f duoc dinh nghia nhu sau:

1 ™

=5 g (x) cas(nz)dz, n € Ny,

fi(n) == Ha[f ()] (n) :
fo(n) :=Hy [f(2)](n) := % /_Tr f(z)cas(—nx)dx, n € Ny.
(ii) Téng N
Hy(x) = Fi(0) + 3 [Fu(n) casna) + folm) cas(—n)] 1)

dugc goi la chudi Hartley cua f trén [—, 7). Cac hé s& f1(n), fo(n) duoc goi 1a hé sb Hartley thu n
cuia céc bién dbi H1, Hs tuong Gng.

2.1.1 Tich chap lién két véi bién d6i Hartley hiru han

Pinh Iy 2.1 (Pinh 1y tich chap cho H1) Cho f la ham xdc dinh trén R va tuan hoan véi chu ky 2,
h € R ¢6 dinh. Hon nita, gid sir f, g khd tich Lebesgue trén [—m, w]. Khi d6, moi phép bién doi tich
phdn duwéi ddy dinh nghia mét tich chdp lién két véi bién doi Hartley H,. Hon nita, tuwong iing voi cdc



tich chdp la cdc bat dang thire chudn va dang thirc nhéan tir héa dwoc thiét lap.

(fH?f;lg>(x) = i/i [f(x—u—i—h)—i—f(—a:—i—u—i—h)—i—f(x—i—u—h)
—f(—x—u—h)]g(u)du, (2.2)

S Wl 74 (7,%, a) ) = eas(om) utm)nto

Ha
Hf Hj?—ll g

<fH?x’<;2g)(x) = %/_: [f(:z:—l—u—irh)—|—f(—ac—u+h)~|—f(x—u—h)
—f(—x+u— h)}g(u)du, (2.3)

<l #a(s, 0) ) = cas(hn) (e

Hi
Hf Hj’z’-[z g

< H};lg)(x) = i/_: [f(—x—i—u—h)—i—f(x—u—h)Jrf(—x—u—i-h)
+ f(@ +u+ b)) g(u)du, (2.4)

1 < %llfllll\glh, Hl(f H};l g) (n) = cas(hn)fg(n)§1(n);

Ha
k
7,59

(f 5 g)(m) ! /7r [f(—a:—u—h)+f(x+u—h)—|—f(—x+u+h)

7'[;7'12 . E .
— flz —u—+ h)} g(u)du, (2.5)

1 1 1 A .
g < gl Ha(F % g) () = cas(n) fa(m)ga(n).

|/

2.2 Bién doi Hartley

Pinh nghia 2.2 (Bién ddi Hartley) Cac bién d6i Hartley cia mot ham f(x), ky hiéu 1a H, va Hs,

duogc dinh nghia theo cac cong thuc

1
f(x) cas(wx)dx, w € R",
Rn

1
f(x) cas(—wx)dx, w € R",
Rn
khi tich phan vé bén phai ton tai.

2.3 Tich chép lién két véi bién doi Hartley

Tuong tu nhu dinh 1y tich chép cho FT, dinh 1y tich chap cho HT cho phép ta tinh toan tich chap mot
cach hiéu qua hon, bang cach bién d6i cic ham sang mién tan sd, thyc hién phép nhan thong thuong,

sau d6 thyc hién phép bién dbi nguoc.



2.3.1 Tich chap Hartley

Pinh 1y 2.2 Cho f,g € L'(R") va h € R" ¢6 dinh. Moi phép bién doi tich phéan duwéi day dinh nghia
mét tich chdp lién két véi phép bién doi Hartley H,. Hon nita, twong vmg véi méi tich chdp la cdc bat

ddng thirc chudn va dang thirc nhén tir héa dwoc thiét lap.

(£,% o) = L /n[f(x—quh)—|—f(—x—|—u+h)—|—f(x+u—h)

’H:Hl 2<27T)%
— f(=x —u —h)]g(u)du,
9.2 o] <2bilalh, 7 ( % 6)w) = casths) (1) ) () )

Hi,Ha

(7,08 0) =g [ [fr a4 fox a4 fx—u—h)
— f(=x+u—h)]g(u)du,
|£.20 o <20fllgh. 2 (F % 9)(w) = casthw) (Haf) (@) (Hag) (@)

Hi,Ha

(7,8 0= o [ [fexru= )+ fx—u =)+ fox - u b

7'[;7'[1 2(271')%
— f(x+u-+ h)}g(u)du,

|7, ol = 20l #0272, 0)(6) = casthe) (3 f) () (1) ()

(fH};2g>(x) = 2(2;)3 / [f(—x—u—h) + f(x+u—h)+ f(—x+u+h)
— f(x —u+h)]g(u)du,

[£.5 ol < 2sllglh 2 (s, % g) () = cas(h) (Haf) (@) (Hag) (@).

Ha, Ho

2.3.2 Tich chip Hartley lién két véi ham Hermite

Véia € N, dit Ny, = 2|| P = # Jar |Pa(x)|dx.

(2.6)

2.7)

(2.8)

(2.9)

Pinh 1y 2.3 Cho |a| = r (mod 4), véir = 0,1,2,3. Cho f, g € L'(R™). Mdi phép bién doi tich phén
sau dinh nghia mét tich chdp Harley ciia Hy lién két véi cac ham trong Hermite. Hon nita, tiwong iing

véi moi tich chdp la cac bat dcfng thirc chudn va dcfng thire nhén tir héa duoc thiét lap.

» Truong hopr =0

(fq""’”l g)(x) ::2(2%)”/” [ Fw(w) [(I)a(x—u—u)—l—q)a(x—l—u—u)

*
Hi,Ha
+Pa(x—u+v)—Du(x+u+ I/)] dudv,

[£05 | < NallFlullglh 2 (£ 9) (@) = @afw) (Ha ) (@) (Hag) (@)

10

(2.10)



O
|
(e
|

(£

|2

X

+ Pp(x —u—

Mol < Nallfluligh, (57 g) () =

u+v)+ o, (x+u+v)

v)—Po(x+u— V)} dudv,

2(2m)n //f a(Xtu—v)+Pa(x—u—v)

+ Qg (x—l—u—i—u)—(I)a(x—u—l—V)]dudu,

(I)ay?'ll
<x, (13750 )= o
ol < Nallflillglh (£ ) ()

+ Pn(x+u—

o, < Nall gl (£ ) () =

* Truong hopr =1

(o
|
(o
|
(e
|

(o

|2

aX+u+v)+Pu(x—u+v)

v)—du(x—u— 1/)] dudv,

(x—u—v)+Pu(x+u—vr)

+ Pp(x — u—l—u)—}—@a(x—l—u—i-l/)}dudu,

ol < Nallfluligh (05 ) () =

+ DPp(x—u—

"o < Nallflllglh, Ha (£ g)w) = @

Hi,Ha

= 5 o 1O

Do (w) (H1f)(w)(Hag) (w);

(x—u+v)+P(x+u+v)

v)+ Pn(x+u— v)} dudv,

o(W) (Hif)(w) (Hag) (w);

«X+u—v)+ P (x—u—-v)

+ Qq(x +u+u)+¢a(x—u+u)}dudu,

o < Nallflligh, (5 ) () =

+ Qo (x+u—

ol < Nallflillglh, #a (£ ) (w) =

11

Co(w) (Haf) (W) (Hig) (w);

aX+u+v)+e.(x—u+v)

v)+ Pu(x—u— V)} dudv,

D (w) (Hif) (w)(Hag) (w);

(w) (Haf) (w) (H1g) (w);

Pa(w)(Haf) (W) (Hag) (w).

Ca(w) (Haf) (W) (Hag) (w).

(2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)

2.17)



2.4 Bat dang thirc tich chiap dang Young

Ta sir dung ky hiéu tich chap ® cho tt ca cac tich chap tir (2.6) - (2.9), va str dung ky hiéu tich chap
x cho cac tich chép (2.10) - (2.17) dé don gian héa viéc biéu dién cac cong thirc.

Pinh 1y 2.4 (i) Cdc tich chdp ® la todn tir song tuyén tinh giita cdc khéng gian L*(R™) phit hop,
theo nghia: néu 1 < p,q,r < oo va théa man % + é = % + 1, vanéu f € LP(R"), g € LY(R™), thi ta
o ||f ® gl < Callflollflle trong @ Cg la mét hing s6 dwong.

(ii) Cdc tich chdp * la toan tir song tuyén tinh trén L*(R™). Hon nita, cho f,g € L'(R"), thi véi
moi s > 1, tacé || f xglls < Cullfll1llgll1, trong @6 C, la mét hang sé dwong.

2.5 Dai s6 Wiener trén khong gian nén L'(R")

Dai s0 Wiener trén khong gian nén L'(R™) 1a mot cau truc dai s6 Banach quan trong trong giai tich
di€u hoa va ly thuyét dai soO Banach. Nghién ctru vé dai s6 nay gitp ta c6 mot cai nhin sau sac hon vé

khong gian cac ham thudc L'(R™), cling nhu cac phép tich chap cua ching.

Pinh Iy 2.5 Khong gian 2 = L'(R™) khi dwoc trang bi mét trong cdc tich chdp tir (2.6) dén (2.9),
va tir (2.10) dén (2.17), sé tré thanh mét dai s6 phire khéng c6 don vi (cé thé khéng c6 tinh chat két
hop).

(i) Véi cdc tich chdp (2.6), (2.9), (2.10), (2.13), (2.14), (2.17), cdc dai s6 la giao hodn.

(ii) Véi cde tich chdp (2.7), (2.8), (2.11), (2.12), (2.15), (2.16), cdc dai sé la khdong giao hodn.

Pinh nghia 2.3 Dai s Wiener lién két v6i HT trén khong gian nén L'(R") duoc dinh nghia 1a khong
gian anh ctia HT trén khong gian L' (R™), trong d6 phép nhan 1a phép nhan diém cua hai ham twong
g v6i phép tich chap Hartley trén khong gian nén LY(R™), va dugc trang bi chuan cam sinh 1a
||'H1(f)HWH1 = || f||1- Cu thé, ta c6 the viét #4,, := {Hi(f) : f € L*(R")}, dugc trang bi phép nhan

la phép nhan diém va chuan cam sinh.

Pinh Iy 2.6 Ta ky hiéu W4, la khéng gian dnh ciia bién doi Hartley H, trén khong gian L*(R™).
Khéng gian Wy, khi dwoe dinh nghia phép nhan la phép nhan diém va dwoc trang bi chudn cam sinh
1H1(f ) wse, = |1 FNl1 la mét dai s6 dinh chudn giao hodn.

Két luan chwong 2

Chuong ndy cta luan 4n nghién ctru vé co s 1y thuyét cho HT, hé thong hoa va phat trién cac tinh
chat toan tir va ddc trung toan tir ciia HT trén cac khong gian Schwartz .7 (R™), khong gian Banach
L'(R™) va khong gian Hilbert L?(R™). Luan 4n di gi6i thiéu mot s6 16p tich chap mai lién két voi HT
va HT hitu han. Trén co s¢ do, thiét lap cac tinh chét toan hoc quan trong ciia chung, nhu bat dang
thirc chuan, dang thirc nhan tir hoa va bat dang thirc Young. Céac phép tich chap nay con duoc sir dung
dé xay dung dai s6 Wiener trén khong gian nén L' (R"), nham nghién ctru sau sic hon vé khong gian

cac ham thugc L'(R™) va céc tich chap cua chung.

12



Chwong 3

Ung dung bién doi Hartley va tich chip
Hartley gidi phwong trinh tich phan

Chuong nay cia luan 4n nghién ctru vé mot s6 16p FIE-II v&i nhan dang TPH trén mién hiru han va
mot s6 10p FIE-II trén mién vo han, ludn 4n di dua ra cong thirc nghiém dung duéi dang dong nho sir
dung céc tich chap lién két véi HT va HT hitu han. Hon nita, ludn an dé xuat 4p dung mot s6 phuong
phap chinh 1ap, két hop véi cac phép tich chap lién két vi HT hiru han, dé giai gan dang mot sb 16p
FIE-I v6i phan tuyén tinh TPH cho ca truong hop tuyén tinh va phi tuyén.

Noi dung chuong nay dugc viét da trén cac cong trinh [CT1, CT2] trong danh muc cong trinh
khoa hoc ciia tac gia c¢6 lién quan dén luan an.

3.1 Phwong trinh tich phan Fredholm loai Il véi nhan dang Toeplitz
+ Hankel

Xét phuong trinh tich phan

Ap(z) + / [p( — ) + gz + w)] p(u)du = f(z), 3.1)

trong d6, tham sd A € C cho trudc; a, b € R 1a cac hang s6 ¢b dinh; cac ham p, ¢ va f da biét; ¢ 1a an
ham can tim. Cac ham p, ¢ 12 nhan Toeplitz va Henkel twong tng.

Luan an nghién ctru phuong phap giai phuong trinh tich phan (3.1) va phuong trinh tich phan dang
(3.1) cho truong hop tong quat hon khi cac nhan Toeplitz va Hankel c6 dich chuyén. Y tuéng 1a sir
dung céc tich chap Hartley hiru han dé dua phuong trinh (3.1) vé hé hai phuong trinh dai s6 tuyén
tinh. Nghiém nhén dugc tir hé phuong trinh nay thudc khong gian L? va duge biéu dién dudi dang
mot chudi Hartley twdng minh.

3.1.1 Phuong trinh tich phan Fredholm loai Il véi nhan dang Toeplitz + Hankel
dich chuyén

Xét phuong trinh tich phan

Ap(x) + 1 /Tr [p(x —u—hy)+qlx+u— hg)]gp(u)du = f(x), (3.2)

T J_x

trong d6, A\ € C, hy, hs € R cho trudc; cac ham p, ¢ va dit liéu f da biét; ¢ 1a 4n ham can tim.
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Véimoi n € Ny, dat

A(n) := A+ cas” (han)pi(n) + cas(hin)pz(n) + cas(han)qi(n) — cas™ (hon)gz(n),

B(n) := Cas(hﬂi)ﬁl (n) — caS(Ahm)_ﬁg(n) + Cas_(h2n2€?1(”) + CaS(th”)(fz(n)z (33)
Diy(n) := A"(n) fi(n) = B(n) fa(n),  Da(n) := A(n) f2(n) — B~ (n) fi(n),

D(n) := A(n)A™(n) — B(n)B™(n)

Pinh 1y 3.1 Cho p, q la cac ham lién tuc ting khiic trén doan |—m, ), f la ham binh phwong kha tich.
(i) Néu \ # 0, ton tai mét s6 nguyén K* sao cho D(n) # 0 véi moin > K*.
(i) Néu D(n) # 0véi moi n € Ny, thi phwong trinh (3.2) cé nghiém duy nhat trong L*[—, 7] véi

moi f € L?|—,|. Hon nita, nghiém dwoc xdac dinh béi cong thirc

o(x) = l;l((oo)) + ; {%1((:)) cas(nz) + Din) cas(—nx)| . (3.4)

Trong truong hop dac biét, cho céac dich chuyén hy = hy = 0, ta nhan duoc két qua dudi day cho
phuong trinh tich phan Fredholm loai II v61 nhan dang Toeplitz + Hankel.

3.1.2 Phuong trinh tich phan Fredholm loai Il véi nhan dang Toeplitz + Hankel

Xét phuong trinh tich phan

Mplz) + / " oo — u) + gz + w)]p(u)du = £(2), (3.5)

T™J—x

trong d6 A € C cho trudc; cac ham p, ¢ va dir liéu f da biét; o 1a 4n ham can tim.

Véimoi n € Ny, dat

Pinh 1y 3.2 Cho p, q la cdc ham lién tuc ting khiic trén dogn [—7, | va f la ham binh phuong kha
tich.

(i) Néu \ # 0, ton tai mét s6 nguyén K* théa méan D(n) # 0 véi moin > K*,

(ii) Néu D(n) # 0 véi moi n € Ny, thi phuong trinh (3.5) c6 nghiém duy nhat trong L*[—7, 7] véi

moi f € L?|—x,|. Hon nita, nghiém dwoc xdc dinh béi cong thirc

o(x) = %1(%])) + ; {%1(%) cas(nz) + %2(37)) cas(—nx)| . (3.7)

14



3.2 Phwong trinh tich phan Fredholm loai I véi phan tuyén tinh
Toeplizt + Hankel

Xét phuong trinh tich phan

1 /7r [p(z — u) + q(z + u)]p(u)du = f(z), 3.8)

™ —T

trong do, cac ham p, ¢ va dit liéu f da biét; ¢ 1a 4n ham can tim.

Bai toan (3.8) 1a bai toan dit khong chinh. Dé giai bai toan nay, ta thuong sir dung cac phuong phap
hiéu chinh dé dua bai toan (3.8) vé phuong trinh tich phan loai II

ap(z) + 1 /7r [p(z — u) + q(z + u)|p(u)du = f(z), (3.9)

T™J_n

trong d6, o > 0 dugc goi 1a tham s6 hiéu chinh.

Trong trudng hop dir liéu f(z) khong dugc biét chinh xéc, ta chi biét dir liéu nay cé muc nhidu
| fs — fll2 < §. Khi d6, cung véi phuong trinh (3.9), ta c6 thém mot phuong trinh nira la

ap(x) + 1 /7r [p(:c —u)+q(z+ u)]gp(u)du = fs(x). (3.10)

™ —T

Céc bai toan (3.8) - (3.10) trén c6 thé duoc viét lai dudi dang phuong trinh toan tir trong khong
gian Hilbert thyc L?|—, 7] nhu sau:

Ko =1, (3.11)
(K+aZ)p = f, (3.12)
(K4 aZ)p = fs, (3.13)

—3

1 3 .
trong d6, (Ky)(z) := = [ [p(z — u) + q(z + u)] ¢(u)du va T 1a toan tir dong nhat.
m

3

Ta dua ra mot s6 diéu kién dé toan tir K 14 toan tr compact khong am.

Véimoin > 1, dat

En = qi(n) + ¢(n),
Go == p1(0) + G1(0),
Gy = pi(n) + p2(n) + ¢1(n) — ¢2(n),
Hy, == pi(n) + p2(n) + ¢2(n) — Gi(n),

F, =G,H,—E

Bo dé 3.1 Gid sir p va q la cdc ham xdc dinh trén R, tudn hodn véi chu ky 27 va lién tuc tirng khiic

trén |[—m, 7); gid st p la ham chan. Khi @6, K 1 todn tir tuyén tinh tw lién hop compact trén L*[—, ).
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Hon nita, K la toan tw khong am khi va chi khi

;

>
= (3.14)

voi moin > 1.

Hé qua 3.1 Gid sir p va q la cdc ham xdc dinh trén R, tuan hodn véi chu ky 27 va lién luc tirng khiic
trén |—m, 7|, gid sir p la ham chan. Hon nita, gid sir rang tt ca cac hé s6 Hartley ciia p va q la khéng

am. Khi do, K la todn tir compact tw lién hop khong am trén L*|—n, 7] néu

p1(n) + () = { [0n(m) + @a(m)]” + [dn () — qz(mf}m, V> 1, (3.15)

B0 d¢ 3.2 Gia si tdt ca cdc diéu kién trong Bé dé 3.1 dwoc théa man va py(0) > 0. Khi dé, tdt ca
cdc dinh thire D(n) duwoc dinh nghia trong (3.6) khdc 0, vi vdy phuong trinh (3.10) c6 mét nghiép duy
nhdt cho béi cong thire (3.4).

Pinh Iy 3.3 Gid si p va q la cdc ham xdc dinh trén R, tuan hodn véi chu ky 2m. Hon nita, gid sir
rang cdc hé s6 Hartley ciia p va q théa man bat dang thire (3.14) va p1(0) > 0. Gid sir rang phirong
trinh (3.8) c6 nghiém ©f, va nghiém théa mén diéu kién nguon (source condition) @' € Im(K¥), véi v
thoa man 0 < v < 1. Khi do, nghiém hiéu chinh ., s dwoc xac dinh trong cong thirc (3.4) hoi tu dén

nghiém chinh xdc p'. Hon nita, ta cé wéc heong sai sé

|0as — ¢f|| < 8/a+ ca”, (3.16)
trong dé ¢ la mot hang sé dwong. Truong hop ddc biét, néu o = 6V, thi ta ¢é

[@as — @[] = O/, (3.17)

3.2.1 Phuwong phap chinh lip song song giai gan ding hé phwong trinh tich
phan Fredholm loai I

Xét h¢ phuong trinh tich phan Fredholm loai I (FIE-I) v&i phan tuyén tinh Toeplitz + Hankel:

l/ﬂ pi(@ — w) + gi(z + )] p(u)du = fi(z), i=1,...,N, (3.18)

m —T
trong d6, cac dir lidu f; € L?[—, «r]. Hé (3.18) co thé viét lai dudi dang toan tir nhur sau:
ICZ‘QO:fi, izl,...,N,
. I
trong do, (KC;0)(z) = - I7 iz —w) + gi(x + w)]p(u)du.
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Két qua dat duoc dudi ddy cho trudng hop dit lidu chinh xac.

Pinh Iy 3.4 Gia sir tdp S tat ca cac nghiém ciia hé (3.18) khéng réng. Hon nita, gid thiét cdc nhén
pivaq, i =1,...,N, théa man cic diéu kién trong Bé dé 3.14 va p;1(0) > 0, i = 1,...N. Cho
(o) va () la hai ddy s6 dwong dwoc chon trude théa man oy, \, 0; v, /* 00; W — 0 khi

n

n—oovdy - % = oo Khidé, quad trinh song song

Tn
Kilgh) + (SE+n) b = tnpn + fis i= Lo N (3.19)
1 N
Pnt1 = N;% n=012... (3.20)

héi tu dén nghiém cé chudn nhé nhdt ot ciia (3.18).
Ta c6 két qua sau cho trudng hop dit liéu c6 nhidu, tic 1a thay vi biét f; chinh xéc, ta chi biét f; ,
thoaman || f;,, — fil| < d,,i=1,..., N, trong d6 6, — 0 khi n — oo.

Pinh Iy 3.5 Vi diéu kién nhu trong Binh 1y 3.4, néu cac day (ov,), (V,) va mikc nhiéu (5,,) théa man
cdc diéu kién nYn = N, 0pvn < M, voi M la mot hdng $6 duwong. Khi do qua trinh chinh lap song

song
i O, i .
Kileh) + (S2+n) @ = non + fis i =10 N (3.21)
1 N
Ont1 = ¥ o, n=20,1,2,... (3.22)

=1

héi tu dén nghiém co chudn nhé nhat of ciia hé (3.18).

3.2.2  Phwong phap chinh lip tién-lui va chinh lip tién-lui-tién gidi gan ding
phwong trinh tich phian Fredholm loai I

Xét phuong trinh tich phan
Ko+ Fl(e) = f, (3.23)

trong do,

va toan tir phi tuyén

12 don diéu, lién tuc Lipschitz tt L?[—7, 7] — L*[—m, 7].
Phuong phép chinh lap tién-lui (FBSM) dé giai gan dung bai toan dit khong chinh (3.23).

Pinh Iy 3.6 Gid sir p va q la cdc ham xdc dinh trén R, tuan hoan chu ky 2, lién tuc tirng khiic trén

[—7, 7], va p la ham chan. Gid sir rang cdc hé so Hartley ciia p va q théa mén cde bdt dang thire (3.14)
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va p1(0) > 0, toan tr F : L?|—7, 71| — L?|—x, 7] la toan t don diéu va lién tuc Lx-Lipschitz. Hon
nita, gid st phirong trinh (3.23) la tuwong thich va cdc déy tham s6 (o), (M) théa man céc diéu kién

sau.

(Cl) 0 <\, <

[67% .

ALY

(C2) lim o, = 0;
n—oo

(C3) > ap\, = +o0;
n=1

(C4) lim (

n—oQ

’)\n - >\n71‘ ‘an - anfl‘ + ‘)\n - >\n71’ + ’)\n@n - )\nlanll) _ 0

32 22
)\nan )\nan

Khi d6, xudt phdt tir mét diém ban dau nao dé p, € L*[—m, ), qud trinh chinh lip
1+ AKoni1 = (1 — andn)@n — MF (0n) + Anf (3.24)
héi tu dén nghiém co chudn nhé nhdt ol khin — .
Xét phurong trinh tich phan phi tuyén (3.23) véi cing gia thiét vé cac toan tir /C, F va chon R = Z.
Khi d6, phuong phép chinh l3p tién-lui-tién (FBFSM) sau hoi tu.

Pinh 1y 3.7 Cho p va q la cdc ham xdc dinh trén R, tudn hoan véi chu ky 2w, lién tuc timg khiic trén
[—7, 7], va p la ham chan. Gid sir rang cac hé s6 Hartley ciia p va q théa méan cdc bat dang thirc
(3.14)va p1(0) > 0, toan tir F : L*|—m, 7| — L*|—7, ] la todn tvr don diéu va lién tuc Lz-Lipschitz,
phurong trinh (3.23) la twong thich va cac day tham sé (o), (\,) théa man cac diéu kién (C5) - (C8).
Khi d6, xudt phat tir py € L*[—, 1] bat ky, qua trinh lgp

(3.25)

héi tu dén nghiém co chudn nhé nhat ol khin — oc.

3.3 Phuwong trinh tich chap

3.3.1 Phuong trinh tich chip lién két véi bién doi Hartley

Str dung céc tich chap duoc ky hiéu ® va x nhu trong phan 2.4, luin 4n nghién ctru hai 16p phuong
trinh tich chap sau:

Ap(x) + (k® @) (x) = f(x), (3.26)
va

Ap(x) + (k*¢)(x) = f(x), (3.27)
trong do, tham s6 A € C cho trudc; cac ham k va f thude L' (R") di biét; ¢ 1a 4n ham can tim dugc

gia thiét thuoe L' (R").
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Luén an trinh bay phuong phap tim nghiém cho 16p phuong trinh (3.26), 16p phuong trinh (3.27)
(3.28)

c6 thé duoc thuc hién theo cach tuong tu.
Xét phuong trinh tich chap sau trong L' (R"):
<I)ou’Hl
No(x) + (k%10 ) (0) = £(x),

trong d6, A € C cho trudc; cac ham k, f € L'(R™) da biét; va ¢ 1a 4n ham can tim.

(i) Néu phwong trinh (3.28) c6 nghiém trong khong gian L'(R™), thi diéu kién can la

Pinh 1y 3.8

Hif = 0khi G = 0. Gid st diéu kién nay dwoc théa man va H.f/G € L'(R™). Khi d6, L'-nghiém
duy nhdt dwoc xdc dinh béi céng thire
(3.29)

o(x) EH, [7‘[1f/G} (x).

(i) Néu G(w) # 0 vdi moi w € R va H1f € LY(R™), thi phwong trinh (3.28) gidi duoc trong
}, thi phuong trinh (3.28) gidi dwgc trong L*(R™). Hon

LY(R™) va nghiém dwoc xdc dinh boi cong thirc (3.29).

(iii) Néu |\| > max {|Pa(w)(Hak)(w) ‘
nita, nghiém cua phuwong trinh dwoc xac dinh boi cong thire (3.29) va co thé duoc biéu dién dudi dang

chuoi.
3.3.2 Phuong trinh tich chap véi nhan dich chuyén
(3.30)

Cho céc tap {h;;} C R" c6 dinh, {a;;} C Rva {k;} 1a cic ham thuoc L'(R"). Pt

N
K(X ll) = Z Clljk,’lj(X +u+ hlj) + agjk’zj(x —u+ hgj)
+ Clgjkgj(—x —u— hgj) + a4jk4j(—x +u— h4j)} .

7=1
Ky hi¢u K. va K, 1a cac phﬁn chan va phﬁn 1é ctia ham K, va dugc xac dinh nhu sau:
[K(z) + K(—1z)], ze R,

[K(z) - K(—12)], ze R".
(3.31)

= f(x),

! K(x,u)p(u)du

Xét phuong trinh tich phan
Ap(x) + o
e

trong do, hy;, hy;, hs;, hy; € R”, tham s6 \ € C cb dinh cho trude; cac ham {ki;} va dir liéu f thudc

L' (hodc L?) da biét; va ¢ 13 4n ham can tim.
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3.3.2.1 Phuwong trinh tich chip véi nhén dich chuyén
Luan an trinh bay phuong phap giai phuong trinh (3.31) cho truong hop nhan tich phan c6 dang

K(x,u) = k( — (x +u+ h)), cac truong hop tong quat hon dugc thuc hién theo cach tuong tu.
(3.32)

= f(x),

Xét phuong trinh tich phan
Ap(x) + ! /k( (x +u+h))p(u)d
X n — (X u u)au

AT 5005 S 4
trong d6, A € C, h € R" cho trudc; ham k va dir lidu f thuge L' (R™) da biét; ¢ 1a an ham can tim.
ko1 (w)

)

B cos(hw)ke; (w) — sin(hw)
2

koo (w)

bit
Aw) = sin(hw)fcel(w); cos(hw)koyy (w)7 By (w) =
o) = cos(hw)hex(w) + sin(hw)kop(w) () = sin(hw) ez (w) — cos(hw)
2 i 5 :
D= A+ A)(A+ Bg) — AsBy.

Dy = (A + By)fi — Bifo,
(i) Néu D(w) # 0 hau khdp noi trén R", hay

Dinh Iy 3.9
1
N# 5| = (At By)(w) £ |(A] + B — 24,8, + 14:8,) (@)|'"*].
hau khdp noi trén R, va néu H, f € L' (R"), thi phwong trinh (3.32) gidi dwoc trong L'(R™). Hon
(3.33)

nita, nghiém ton tai duy nhat va dwoc xdac dinh boi cong thirc
o(x) = H, [Dl/D} (x).

1/2

(ii) Néu
Al > =
Al > max 3
thi phwong trinh (3.32) gidi duoc trong L*(R™). Hon nita, nghiém cia phuong trinh nay ton tai duy
nhat va dwoc xdc dinh béi cong thure (3.33) voi moi x € R™.
3.3.2.2 Phuwong trinh tich chip véi nhin dang Toeplitz + Hankel dich chuyén
= f(x), (3.34)

1

Xét phuong trinh tich phan
X + n
p(x) + 3 on)?
trong d6, A € C va hy, hy € R” cho trudc; ham k va dir lidu f thuoc L' (R") d4 biét; ¢ 1a 4n ham can

/ p(x —u+h)+ q(x +u+ hy)p(u)du

tim.
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cos(hyw)pe1 (w) + sin(h;w)per (w) LT sin(haw)der (w) + cos(how)gor (w)

Al(W) = 5 5 ,
Bi(w) = = sin(h;w)per (w) + cos(hyw)p,1(w) N 05 (how)Ger (w) + sin(how)dor (w)
2 5 :
Ag(w) = sin(hyw)pea(w) + cos(hiw)poe(w) N c08(how)Gea(w) — sin(haw) oo (w)
2 5 :
By(w) = cos(hyw)pez(w) — sin(hyw)pos(w) N sin(hyw)Gea(w) + cos(how) oz (w)
2 5 :

Di=(A+By)fi —Bifs, D= (\+A)\+B,) — A,B;.
Néu D(w) # 0 hau khap noi trén R, hay
A £ %[ — (A1 + Bo)(w) £ | (A2 + B2 — 24, B, + 44, B)) (@Wﬂ
hau khap noi w € R”, vanéu H, f € L'(R"), thi nghiém ¢(x) dugc xac dinh boi cong thirc
¢(x) = Hy[D1/D](x). (3.35)

Mit khéc, néu

weR”™

1 1/2
|)\| > max 5{ |:(A1 + 32)2 + ‘A% + B; — 2A1B2 + 4A2.Bl}i| ((AJ)} s

thi do D(w) # 0, Vw € R™, phuong trinh (3.34) giai duoc trong L' (R") va nghiém ton tai duy nhét
duogc xac dinh boi cong thie (3.35) véi moi x € R”.
3.3.3 Phwong trinh tich chip v6i nhin lién két véi ham Hermite

Cho tap {a;;} C R, {k;;} 1a cac ham thudc L'(R") va { @4, } 1a tAp cac ham Hermite. Dat

N
K(x,u,v) Z [aljku Doy (X +u+v) + agjkej(u)Pa,, (X +u—v)
7j=1

+ agjk‘gj(ll)q)asj (X —u+ I/) + a4jk4j(u)<1>a4j (X —u— I/) .

Xét phuong trinh tich phan

K(x,u,v)p(v)dudv = f(x), (3.36)

n Rn

trong d6, A € C cho trudc; dit liéu f da biét; ¢ 12 4n ham can tim.

Luan an trinh bay phuong phap giai phuong trinh (3.36) cho trudong hop nhan tich phan cé dang
K(x,u,v) = k(u)®,(x 4 u + v), trudng hop tong quat dugc thyc hién theo cach tuong ty.

21



Xét phuong trinh tich phan
1
Ap(x) + m/ / kE(w)Po(x +u+ v)p(v)dudrv = f(x), (3.37)

trong d6 || = 1, A € R da cho, ham & va dit liéu f thuoc L' (R™) da biét; o 1a an ham can tim.
Pat

Al - (q)alg;l + ®a1%2)7 Bl - i(q)alzjl - q)a]%2)7

1
4
1 N A 1 A -

Ay = Z(‘I)aké - q%/ﬁ); By = _Z((DakZ + ‘I)ak’l)>

D, = ()\+B2)J31 — Asfs, D= (A+ A1) (A + Ba) — B As.

Pinh 1y 3.10 (i) Néu D(w) # 0 hau khap noi trén R™, hay
1 2 2 1/2
A3 [ — (A + By)(w) # | (A2 + B2 — 24, By + 44;,B,) (w))| }

hau khap noi trén R", va néu H, f € L'(R™), thi phuong trinh (3.37) gidi dwoc trong L*(R™). Hon

nita, nghiém ton tai duy nhat va dwgc xac dinh béi cong thurc
o(x) 2 H, [ D1/ D] (). (338)

(ii) Néu ' 12
|)\| > max 5{ |:(A1 + B2)2 + ‘A% + Bg — 2A1B2 + 4AgBl}:| (W)} R

weR”?

thi phuong trinh (3.37) gidi duoc trong L*(R™). Hon nita, nghiém ciia phuong trinh nay ton tai duy

nhdt va dwoc xdc dinh boi cong thire (3.38) véi moi x € R™.

Két luin chuwong 3

Sau déy 1a mot s6 két qua chinh nhan duogc tir chuong 3.

Giai ding FIE-II: Ludn an da nghién ctru mot s6 16p FIE-II v6i nhan dang TPH va dua ra cong
thirc nghiém dung dudi dang dong nho sir dung cac phép tich chap lién két véi HT hitu han, bao gdm
FIE-II v6i nhan dang TPH dich chuyén, FIE-II v6i nhan dang TPH. Luan &n cling nghién ctru mot )
16p FIE-II trén mién v6 han va dua ra cong thirc nghiém ding dudi dang dong nho sir dung céc tich
chap lién két voi HT, bao gom phuong trinh tich chép lién két vi HT, phuong trinh tich chap v6i nhan
dang TPH dich chuyén va phuong trinh tich chip véi nhan lién két véi ham Hermite.

Giai gan ding FIE-I: Luan an d& xuat ap dung mot sd phuong phap chinh lip, két hop voi cac
phép tich chap lién két v6i HT hitu han, dé giai gan dang mot s6 16p FIE-I véi phan tuyén tinh TPH
cho ca truong hop tuyén tinh va phi tuyén, bao gom cac phwong phap chinh I3p song song, FBSM va
FBFSM. Trén mdi budc 1ap, cac phép tich chap lién két véi HT hiru han duge sir dung nhu mot cong
cu dé chuyén FIE-II véi nhan dang TPH vé hé phuong trinh dai s6 tuyén tinh. Qua trinh nay cho phép

tim nghiém gan dung cua FIE-I v6i phan tuyén tinh TPH mot cach hiéu quéa va 6n dinh.
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Két ludn

1 Dong gop cua luin an

Luén 4n nghién ctru vé HT va céc tich chap lién quan dén HT, trén co s¢ d6, kham pha tiém nang tmg
dung cua ching trong viéc giai FIE. Ludn an ciing nghién ctru cic phuong phap dé giai dung mot s6
16p FIE-II, ciing nhu giai gan dung mot s6 16p FIE-I cho ca trudng hop tuyén tinh va phi tuyén. Duéi
day la nhiing dong g6ép chinh cta luén an.

Phit trién co s6 1y thuyét cho HT:

Luan an hé thong hoa va phat trién cac tinh chét toan tir va dic trung toan tir cia HT trén cac khong
gian Schwart . (R"), khong gian Banach L' (R™) va khong gian Hilbert ?(R"). Luan an dé xuit mot
s0 16p tich chap méi lién quan dén HT va HT hitu han, dong thoi chimg minh cac tinh chat toan hoc
quan trong ciia chung, nhu bat dang thirc chuan, dang thirc nhan tr héa va bat dang thirc Young. Dic
biét, cac tich chap méi nay con dugce str dung dé xay dung dai sé Wiener lién két voi HT trén khong
gian nén L' (R™), nhaim mé rong pham vi nghién ctru vé khong gian ham L' (R™) va céc tich chap cua

chung.

Giai dung FIE-II:

Luén 4n nghién ctru méot $6 16p FIE-II trén mién hitu han va mét s6 16p FIE-II trén mién vd han. Ludn
an da dua ra cong thirc nghiém dung dudi dang dong cho cac 16p phuwong trinh nay. Két qua dat duoc
nho sir dung céc tich chap lién két véi HT va HT hiru han.

Giai gin ding FIE-I:

Luan an dé xuat ap dung mot sé phwong phap chinh 1ap, két hop véi cac tich chap lién két voi HT hitu
han, dé giai gan ding mot sé 16p FIE-I voi phan tuyén tinh TPH cho ca truong hop tuyén tinh va phi
tuyén, bao gdm cac phuong phap chinh lip song song, FBSM va FBFSM. Céc két qua dat duoc cua
ludn an cho thy su phit hop va hiéu qua trong viéc tmg dung phép HT va cac tich chép lién két vi
HT d¢é giai FIE-I voi phan tuyén tinh TPH.
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2 Mot s6 huéng nghién ciru tiép theo

Duéi day 1a mot s hudng nghién ciru tiép theo cta ludn an.
Nghién cttu 1y thuyét toan hoc:

« Nghién ctru cac tinh chat toan hoc ctia cac FTT trén cac khong gian triru tuong, nhu cac khong
gian LP(R"); cac khong gian ham kiém thir, bao gém khong gian cdc ham kha vi v6 han co
gid compact Z(R") va khong gian Schwartz . (R™); cac khéng gian phan phdi, bao gdbm
khong gian cac ham suy rong Z'(R") (generalized functions) va khéng gian phan phéi ting
cham .7'(R") (tempered distributions); khong gian Hardy H?(R"), cac ho khong gian Besov
B (R"™) va Triebel-Lizorkin F; (R"). Mic du da c6 nhiéu cong trinh nghién ciru vé cac phép
bién doi tich phan nhu LCT, OLCT trén cac khong gian ham nay, nhung murc do hoan thién van
con han ché dang ké so véi FT.

« Nghién ctru cac dang tong quat ciia cac FTT nham ting tinh linh hoat trong viéc Gmg dung céc
FTT trong thuc tién.

Nghién ciru phat trién thuit toan:

« Nghién ctru phat trién cac thuat toan dé tinh toan hiéu qua véi HT néi riéng va cac FTT ndi
chung, nhim t4i vu hiéu sut tinh toan trén céc thiét bi co kién tric phﬁn ctng khéac nhau (CPU,
GPU, FPGA) va cho céc dit li¢u c6 kich thudc khac nhau.

« Nghién ctru phat trién thudt toan trén khong gian nhiéu chiéu. Nghién ctru phat trién cac thuat
toan thua dé xir Iy hiéu qua tin hiéu thua, giup giam thoi gian tinh toan khi cac tin hiéu c6 nhiéu
gia trj bang 0.

Nghién ciru &rng dung:

« Nghién ctru phat trién tmg dung ctia cac FTT cho céc linh vire nhu toan tng dung, xir 1y tin hiéu,

xu ly anh va video, quang hoc, mat ma hoc va hoc may.

* Nghién ctru cac phuong phap giai phuong trinh tich phan v6i nhan dang TPH, st dung céc
phuong phap trong 1y thuyét toan tir, cac phuong phap lap, cac ki thuat hiéu chinh.

« Tiép tuc nghién ctru tmg dung HT dé giai gan dtng FIE-I ¢6 nhan dang TPH theo hudng tiép

can dya trén 1y thuyét toi wu hai cap.
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