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Mở đầu

Lịch sử vấn đề và lý do chọn đề tài
Để nghiên cứu tính ổn định của hệ tuyến tính, các khái niệm khác nhau về phổ

như phổ Lyapunov, phổ Bohl, và phổ Sacker-Sell trong nhiều năm qua đã được
nghiên cứu, bắt đầu từ luận án của A. M. Lyapunov về số mũ đặc trưng (phương
pháp thứ nhất Lyapunov) cho hệ phương trình vi phân được công bố năm 1892.
Tiếp theo các ý tưởng từ luận án của Lyapunov, số mũ Lyapunov cùng với lý
thuyết ổn định của nó đã được phát triển bởi nhiều tác giả khác như Perron, Bohl,
Bylov, Izobov, Millionshchikov, . . .

Số mũ Lyapunov, hay số mũ đặc trưng Lyapunov, mô tả tốc độ tăng trưởng
của nghiệm của các phương trình vi phân (PTVP) tuyến tính với hệ số phụ thuộc
thời gian và bằng cách tuyến tính hóa theo các quỹ đạo nghiệm để xác định tốc
độ hội tụ hoặc phân kỳ của các quỹ đạo gần đó đối với các PTVP dạng phi tuyến.
Các khái niệm cùng các tính chất của số mũ đặc trưng Lyapunov, cũng như sự ổn
định của số mũ Lyapunov được trình bày trong sách chuyên khảo của Adrianova,và
cuốn sách này được sử dụng như một phần giới thiệu dễ tiếp cận về việc sử dụng
số mũ Lyapunov trong lý thuyết ổn định.

Trái ngược với sự phát triển mạnh mẽ của các kết quả về lý thuyết, các phương
pháp số nhằm tính toán số mũ Lyapunov cũng như các khoảng phổ Lyapunov và
phổ Sacker-Sell chỉ mới được quan tâm nghiên cứu trong thời gian tương đối gần
đây. Trong một loạt các công trình của mình, Dieci và Van Vleck đã giả thiết tính
chất tách được tích phân của ma trận nghiệm cơ bản để đảm bảo tính ổn định khi
xấp xỉ các số mũ Lyapunov. Đặc biệt hơn, các tác giả đã chỉ ra rằng nếu hệ tam
giác trên có đường chéo với tính chất tách được tích phân, thì đường chéo này có
thể sử dụng để xấp xỉ số mũ cũng như khoảng phổ Lyapunov.

Tổng quát hóa một số các kết quả về lý thuyết từ PTVP thường tới phương
trình vi phân đại số (PTVPĐS), chỉ gần đây lý thuyết phổ mới được mở rộng
từ PTVP tới PTVPĐS. Với cách tiếp cận dựa vào các phép biến đổi thích hợp
PTVPĐS chỉ số 1 được đưa về dạng không có tính lạ, nhóm tác giả Vũ Hoàng Linh
và Volker Mehrmann đã mở rộng các khái niệm về số mũ, khoảng phổ Lyapunov,
Bohl và Sacker-Sell cho PTVPĐS tuyến tính không có tính lạ có dạng:

E(t)x′(t) = A(t)x(t), x ∈ I = [t0, ∞), (1)

trong đó E(t) =

[
E1(t)

0

]
, A(t) =

[
A1(t)

A2(t)

]
, còn E1 ∈ C(I, Ra×m), và

A2 ∈ C(I, R(m−a)×m) là các ma trận hạng đủ theo hàng.
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Bằng việc sử dụng phép biến đổi phù hợp để đưa PTVPĐS không có tính lạ
về PTVP căn bản dạng ẩn, các tác giả Vũ Hoàng Linh và Volker Mehrmann đã
phát triển các phương pháp QR từ PTVP cho việc tính toán các đoạn phổ của
PTVPĐS. Hơn nữa, các tác giả cũng đã trình bày một phân tích về nhiễu và phân
tích sai số để chứng minh cho độ tin cậy của các thuật toán đưa ra.

Trong khi đó, PTVPĐS xuất hiện trong thực tế như các mô hình của hệ cơ
học, hệ mạch điện, phản ứng hóa học và nhiều mô hình khác đều được mô hình
hóa dưới phương trình dạng phi tuyến. Do vậy, trong luận án này, chúng tôi mong
muốn nghiên cứu mở rộng các khái niệm về số mũ Lyapunov cũng như phương
pháp số cho việc tính toán các số mũ Lyapunov cho hệ PTVPĐS nửa tuyến tính
có dạng

E(t)x′(t) = f(t, x(t)), t ∈ I, (2)

trong đó I = [0,∞), x : I → Rm, E : I → Rm×m, và f = f(t, x) : I×Rm → Rm là các
hàm đủ trơn với các đạo hàm riêng bị chặn. Ma trận E được giả thiết là suy biến
và có hạng hằng với mọi t ≥ 0.

Chuyển sang hệ rời rạc theo thời gian, các kết quả về lý thuyết số mũ cho hệ
phương trình sai phân (PTSP) thường dạng

x(n+ 1) = A(n)x(n), n ∈ N, (3)

trong đó (A(n))n∈N là một dãy các ma trận khả nghịch, bị chặn có cỡ m ×m sao
cho (A−1(n))n∈N bị chặn, cũng đã được nghiên cứu bởi Adam Czornik và các cộng
sự. Các tác giả đã sử dụng số mũ Lyapunov để đặc trưng cho tính ổn định mũ và
tốc độ tăng trưởng theo nghiệm của hệ trên.

Trong những năm gần đây, các nhà nghiên cứu đã có những sự quan tâm lớn
đến phương trình sai phân suy biến (PTSPSB) (hay còn gọi là hệ mô tả, PTSP
ẩn) do chúng có nhiều ứng dụng trong thực tế, chẳng hạn như mô hình động học
Leontiev của ngành kinh tế đa thành phần, mô hình tăng trưởng dân số Leslie,
hay các bài toán điều khiển tối ưu của hệ rời rạc suy biến . . . . Xét hệ PTSPSB có
dạng sau

E(n)x(n+ 1) = A(n)x(n) + q(n), n ∈ N(n0), (4)

trong đó E(n), A(n) ∈ Rm×m, q(n) ∈ Rm, N(n0) kí hiệu các số nguyên lớn hơn hoặc
bằng số nguyên cho trước n0, và E(n) được giả thiết là suy biến với mọi n ≥ n0. Lý
thuyết ổn định và số mũ của hệ sai phân suy biến mới được nghiên cứu gần đây và
các công trình liên quan đến nó thì vẫn còn hạn chế. Tuy nhiên, theo hiểu biết của
chúng tôi thì lý thuyết về số mũ Lyapunov cho hệ PTSP suy biến vẫn chưa được
phát triển đầy đủ mặc dù lý thuyết về số mũ Lyapunov tương ứng cho PTVPĐS
đã được nghiên cứu khá đầy đủ. Trong luận án này, chúng tôi thiết lập một số kết
quả cho lý thuyết về số mũ Lyapunov cho PTSPSB (4) được đưa về dạng không
có tính lạ.

Song song với lý thuyết về các số mũ Lyapunov, các kết quả về phương pháp
số để xấp xỉ số mũ Lyapunov, đoạn phổ Sacker-Sell cho hệ liên tục như PTVP
thường và PTVPĐS đã được nghiên cứu. Các tác giả Dieci và Van Vleck đã bước
đầu nghiên cứu về tính toán số mũ Lyapunov cho hệ động lực rời rạc. Vì vậy,
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trong luận án này, chúng tôi đề xuất hướng tiếp cận dựa trên chỉ số lạ, theo đó
bài toán (4) được biến đổi về dạng không có tính lạ. Nhờ đó, có thể áp dụng hiệu
quả phương pháp QR để tính toán xấp xỉ các số mũ Lyapunov và khoảng phổ cho
hệ sai phân ẩn suy biến. Hơn nữa, chúng ta thấy rằng hệ sai phân suy biến xuất
hiện một cách tự nhiên khi ta rời rạc PTVPĐS (1) bởi một phương pháp số, ví
dụ như việc áp dụng phương pháp Euler hiện với bước lưới đều h cho (1) ta thu
được hệ sai phân ẩn. Trong luận án này, chúng tôi cũng xét mối liên hệ giữa số
mũ Lyapunov của hệ PTVPĐS và hệ rời rạc tương ứng của nó sẽ như thế nào khi
bước lưới h tiến tới 0.

Đối tượng và phạm vi nghiên cứu
Luận án tập trung nghiên cứu việc tính toán số mũ và khoảng phổ của hệ

PTVPĐS và hệ PTSP ẩn như sau.

1. Bài toán 1 nghiên cứu việc tính toán xấp xỉ số mũ Lyapunov của hệ PTVPĐS
nửa tuyến tính dạng (2) bằng phương pháp QR rời rạc và liên tục, trong đó
việc giải PTVPĐS được thực hiện bằng nhiều phương pháp số khác nhau. Sau
đó, chúng tôi đưa ra việc phân tích sai số của việc tính toán số mũ Lyapunov
để thể hiện độ tin cậy của thuật toán.

2. Bài toán 2 nghiên cứu số mũ Lyapunov với các tính chất của nó như tính chính
quy, tính ổn định cho hệ (4) được biến đổi về dạng không có tính lạ.

3. Bài toán 3 nghiên cứu việc tính toán xấp xỉ số mũ và khoảng phổ của hệ sai
phân ẩn (4) được cho dưới dạng không có tính lạ. Hơn nữa, chúng ta thấy rằng
hệ sai phân suy biến xuất hiện một cách tự nhiên khi ta rời rạc hóa PTVPĐS
bởi một phương pháp số, ví dụ như việc áp dụng phương pháp Euler hiện với
bước lưới đều h cho bài toán (2) ta thu được hệ sai phân ẩn. Sau đó, ta sẽ
nghiên cứu mối liên hệ giữa số mũ Lyapunov của phương trình vi phân đại số
và hệ rời rạc tương ứng của nó khi bước lưới h tiến tới 0.

Phương pháp nghiên cứu
Phương pháp nghiên cứu dựa trên phân tích lý thuyết kết hợp thử nghiệm số

bao gồm

1. Phương pháp tách/phân rã hệ ẩn dựa trên lý thuyết chỉ số lạ/chỉ số tractability.

2. Phương pháp nghiên cứu số mũ cho hệ thường của Lyapunov.

3. Phương pháp QR để xấp xỉ số.

4. Giải số PTVPĐS bằng các phương pháp nhúng với ước lượng sai số và chiến
lược chọn bước lưới tự động.
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Chương 1

Kiến thức chuẩn bị

1.1. Lý thuyết số mũ Lyapunov cho phương trình vi phân thường

và phương trình vi phân đại số tuyến tính

1.1.1. Lý thuyết số mũ Lyapunov cho phương trình vi phân thường

Xét hệ tuyến tính

x′(t) = A(t)x(t), x ∈ Cn, A ∈ C[t0,∞), (1.1)

trong đó A là ma trận hệ số liên tục và bị chặn đều theo t: supt ∥A(t)∥ < ∞. Ma
trận nghiệm cơ bản của hệ (1.1), ký hiệu là X, là ma trận mà các cột của nó là n
nghiệm độc lập tuyến tính x1(t), . . . , xn(t) của hệ (1.1). Để định nghĩa phổ theo số
mũ Lyapunov, cho X là ma trận nghiệm cơ bản của hệ (1.1), ta đưa ra các giá trị

λi = lim sup
t→∞

1

t
ln ∥Xei∥, i = 1, . . . n, (1.2)

trong đó ei kí hiệu của vectơ đơn vị thứ i. Khi tổng
∑n

i=1 λi đạt giá trị nhỏ nhất
đối với tất cả các ma trận nghiệm cơ bản, thì λi được gọi là các số mũ Lyapunov
hay các số mũ đặc trưng Lyapunov của hệ, và ma trận nghiệm cơ bản tương ứng
được gọi là một cơ sở chuẩn tắc. Với giả thiết ma trận hệ số A bị chặn thì các số
mũ Lyapunov là hữu hạn.

Ta có định nghĩa cổ điển về phổ Lyapunov theo định nghĩa sau.

Định nghĩa 1.1.1. Một tập các số mũ đặc trưng khác nhau của các nghiệm được
gọi là phổ.

1.1.2. Số mũ Lyapunov cho phương trình vi phân đại số tuyến

tính

Xét hệ PTVPĐS tuyến tính được biến đổi về dạng không có tính lạ như sau

E(t)x′(t) = A(t)x(t), t ∈ I, (1.3)
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trong đó

E(t) =

[
E1(t)

0

]
, A(t) =

[
A1(t)

A2(t)

]
,

E1 ∈ C(I, Rd×m) và A2 ∈ C(I, R(m−d)×m) là các ma trận hạng đủ theo hàng. Hơn
nữa, ma trận

Ē(t) =

[
E1(t)

A2(t)

]
(1.4)

là không suy biến với mọi t ∈ I.
Đầu tiên, chúng ta định nghĩa về ma trận nghiệm cơ bản.

Định nghĩa 1.1.2. Một hàm ma trận X ∈ C1(I, Rm×d) được gọi là ma trận nghiệm
cơ bản tối thiểu của (1.3) nếu mỗi cột của nó là một nghiệm của hệ (1.3) và
rankX(t) = d, với mọi t ≥ 0.

Tiếp theo, ta định nghĩa về số mũ Lyapunov như sau.

Định nghĩa 1.1.3. Cho một ma trận nghiệm cơ bản tối thiểu X của một hệ
PTVPĐS không có tính lạ dạng (1.3), chúng ta đưa ra các giá trị

λui = lim sup
t→∞

1

t
ln ∥X(t)ei∥, λli = lim inf

t→∞

1

t
ln ∥X(t)ei∥, i = 1, 2, . . . , d,

trong đó ei ký hiệu là vectơ đơn vị chuẩn thứ i. Các cột của một ma trận nghiệm
cơ bản tối thiểu có dạng một cơ sở chuẩn tắc nếu như tổng

∑d
i=1 λ

u
i là nhỏ nhất.

Các số λui , i = 1, 2, . . . , d, tương ứng với nghiệm X(t)ei thuộc một cơ sở chuẩn tắc
được gọi là số mũ Lyapunov (hay số mũ Lyapunov trên). Tập các số mũ Lyapunov
được gọi là phổ Lyapunov của PTVPĐS (1.3).

1.2. Phương pháp số giải phương trình vi phân đại số phi tuyến

Xét bài toán giá trị ban đầu PTVPĐS phi tuyến có cấu trúc dạng

f(t, x(t), E(t)x′(t)) = 0,

g(t, x(t)) = 0,
(1.5)

trên một đoạn I = [t0, T ] ∈ R, trong đó x ∈ C1(I; Rm), E ∈ C1(I; Rm1×m) và một
điều kiện ban đầu tương thích x(t0) = x0.

Chúng ta cũng giả sử rằng f = f(t, u, v) : I ×Rm ×Rm1 → Rm1 và g = g(t, u) :

I × Rm → Rm2 , m1 +m2 = m, là các hàm đủ trơn với các đạo hàm riêng bị chặn.
Hơn nữa, nghiệm duy nhất của bài toán (1.5) tồn tại và[

fvE

gu

]
là không suy biến dọc theo nghiệm chính xác x(t). (1.6)
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Tận dụng cấu trúc của bài toán, Vũ Hoàng Linh và Nguyễn Duy Trường đã đề
xuất biến đổi bài toán (1.5) về dạng

f(t, x(t), (Ex)′(t)− E′(t)x(t)) = 0,

g(t, x(t)) = 0,
(1.7)

có cùng tập nghiệm nhưng có cấu trúc tương đương với hệ PTVPĐS nửa hiện chỉ
số 1. Từ đó, các tác giả đã xây dựng các phương pháp Runge-Kutta nửa hiện và
phương pháp Runge-Kutta ẩn để giải bài toán PTVPĐS (1.5) mà vẫn bảo toàn
được cấp chính xác.

1.2.1. Phương pháp Runge-Kutta nửa hiện (HERK)

1.2.2. Phương pháp Runge-Kutta với kiểm soát sai số và lựa chọn

bước lưới

1.2.3. Phương pháp Runge-Kutta ẩn với đường chéo đơn dạng

hiện (ESDIRK)

1.3. Phân tích QR của ma trận

Phân tích QR của một ma trận A ∈ Rm×n với m ≥ n là việc phân tách A thành
tích A = QR. Trong phân tích QR đầy đủ, Q ∈ Rm×m là một ma trận trực giao và
R ∈ Rm×n là một ma trận tam giác trên (hình thang trên).

Xét A ∈ Cm×n(m ≥ n) là ma trận hạng đủ với hạng n. Sự tồn tại của phân tích
QR được cho bởi định lý sau

Định lý 1.3.1. Mọi ma trận A ∈ Cm×n(m ≥ n) có một phân tích QR đầy đủ, và
như vậy nó cũng có phân tích QR thu gọn.

Trong khi đó điều kiện để phân tích QR là duy nhất thì ta cần ma trận A là
hạng đủ theo cột.

Định lý 1.3.2. Mỗi ma trận A ∈ Cm×n(m ≥ n) với hạng đủ theo cột có một phân
tích QR rút gọn duy nhất A = Q̂R̂ với các phần tử trên đường chéo của R̂ là dương.

Trong trường hợp ma trận A có các phần tử là hàm số theo biến t, ta xét bài
toán thiết lập các điều kiện đủ để một ma trận hàm trơn A(t) tồn tại phân tích
QR dưới dạng A(t) = Q(t)R(t), đồng thời đảm bảo tính trơn của các thành phần Q
và R theo biến t. Bài toán dẫn đến việc phân tích QR cho ma trận hàm A(t) xuất
phát từ việc tính toán các số mũ Lyapunov, trong đó ma trận A thường đóng vai
trò là nghiệm cơ bản của một hệ PTVP tuyến tính và được giả thiết có hạng đủ
với mọi t. Dieci và Eirola đã đưa ra điều kiện đủ cho việc phân tích trơn của một
ma trận hàm.

Mệnh đề 1.3.1. Bất kì ma trận hạng đủ theo cột A ∈ Ck có một phân tích QR
sao cho A = QR với Q,R,∈ Ck.
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Chương 2

Tính toán số mũ Lyapunov cho hệ

phương trình vi phân đại số nửa tuyến

tính

Trong chương này, chúng tôi sẽ xây dựng và nghiên cứu các phương pháp số để
tính toán các số mũ Lyapunov cho các PTVPĐS nửa tuyến tính có dạng

E(t)x′(t) = f(t, x(t)), t ∈ I = [0,∞), (2.1)

trong đó x : I → Rm, E : I → Rm×m, và f = f(t, x) : I × Rm → Rm là các hàm đủ
trơn với các đạo hàm riêng bị chặn. Ma trận E được giả thiết là suy biến, nhưng có
hạng hằng với mọi t ≥ 0. Chúng ta cũng giả sử rằng bài toán giá trị ban đầu cho
PTVPĐS (2.1) với một điều kiện ban đầu tương thích x(0) = x0 sẽ có một nghiệm
duy nhất đủ trơn trên I.

2.1. Số mũ Lyapunov cho hệ phương trình vi phân đại số nửa

tuyến tính

Xét hệ PTVPĐS (2.1) dưới dạng không có tính lạ và xét bài toán biến phân tuyến
tính dọc theo một nghiệm cụ thể x∗(t)

E(t)y′(t) = A(t)y(t), t ∈ I, (2.2)

trong đó

E(t) =

[
E1(t)

0

]
, A(t) =

∂f

∂x
(t, x∗) =

[
A1(t)

A2(t)

]
,

và E1 ∈ C(I, Rd×m) và A2 ∈ C(I, R(m−d)×m) là các ma trận hạng đủ theo hàng. Giả
thiết không có tính lạ nghĩa là ma trận

Ē(t) =

[
E1(t)

A2(t)

]
(2.3)
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là không suy biến với mọi t ∈ I.
Với một quỹ đạo nghiệm đã được xác định x∗(t), chúng ta xét hệ biến phân

tuyến tính (2.2). Như vậy, với ma trận nghiệm cơ bản tối thiểu Y (t), ma trận

Λ = lim sup
t→∞

Λx0(t) := lim sup
t→∞

(Y ⊤(t)Y (t))
1
2t (2.4)

được xác định tốt dưới một số giả thiết về tính bị chặn và nó là một ma trận đối
xứng xác định dương. Nếu chúng ta ký hiệu {pi, µi} là các vectơ riêng và giá trị
riêng của Λ sao cho Λ pi = µi pi, và p⊤i Λpi = µi, thì các số mũ Lyapunov tương ứng
với quỹ đạo x∗(t) của (2.1) được cho bởi

λi = ln(µi) = ln

(
lim sup
t→∞

⟨Y (t)pi, Y (t)pi⟩
) 1

2t

= lim sup
t→∞

1

t
ln ∥Y (t)pi∥, i = 1, . . . , d,

(2.5)
trong đó ⟨x, y⟩ = x⊤y và ∥x∥ := ⟨x, x⟩ 1

2 .

2.2. Phương pháp Runge-Kutta với ước lượng sai số và lựa chọn

bước lưới

Để tính toán các số mũ Lyapunov, chúng ta cần tiến hành tích phân đồng thời cả
hai hệ PTVPĐS (2.1) và (2.2) trên cùng một phương pháp số. Cụ thể, hệ (2.1)
được giải với một điều kiện ban đầu tương thích để xác định nghiệm x(t). Song song
với quá trình đó, các hệ số của ma trận A(t) trong hệ (2.2) sẽ được xác định. Sau
đó, chúng tôi xấp xỉ các số mũ Lyapunov của hệ PTVPĐS tuyến tính (2.2). Trong
mục này, để tích phân số, chúng tôi sử dụng phương pháp Runge-Kutta nhúng với
kiểm soát sai số và lựa chọn các bước lưới phù hợp một cách tự động theo một giới
hạn sai số cho trước. Nhằm tối ưu hóa hiệu quả tính toán và giảm thiểu chi phí
thực hiện, chúng tôi giới thiệu các phương pháp Runge-Kutta nửa hiện (HERK)
và các phương pháp Runge-Kutta ẩn đường chéo đơn dạng hiện (ESDIRK).

2.3. Các phương pháp QR

2.3.1. Phương pháp QR rời rạc

Đầu tiên, ta lựa chọn một bước lưới ban đầu h0 và cho ma trận ban đầu Y0
xác định tại thời điểm t0 của hệ tuyến tính hóa (2.2). Thực hiện phân tích QR:
Y0 = Q(t0)R(t0), trong đó R(t0) có các phần tử trên đường chéo là dương.

Với j = 1, 2, . . . , N , giả sử Y (t, tj−1) là nghiệm số của BTGTBĐ

E(t)Y ′(t, tj−1) = A(t)Y (t, tj−1), (2.6)

Y (tj−1, tj−1) = Q(tj−1).
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Tại bước thứ j, ta tiếp tục thực hiện phân tích QR

Y (tj , tj−1) = Q(tj)R(tj , tj−1), (2.7)

trong đó R(tj , tj−1) có các phần tử trên đường chéo dương nhằm đảm bảo tính
duy nhất của phân tích. Từ đó, thu được phân tích QR của Y (tj) dưới dạng
Y (tj) = Q(tj)R(tj), trong đó

R(tj) = R(tj , tj−1)R(tj−1, tj−2) . . . R(t2, t1)R(t1, t0)R(t0). (2.8)

Dựa trên kết quả này, các số mũ Lyapunov trên được xấp xỉ bởi

λui = lim sup
t→∞

1

t
ln (R(t)ii), i = 1, 2, . . . , d, (2.9)

trong đó R(t)ii là phần tử đường chéo thứ i của R(t) và được xấp xỉ bởi ln (R(tj)ii) =∑j
l=1 ln(R(tl, tl−1)ii). Công thức cho các xấp xỉ của các giá trị λli được xác định tương

tự như vậy. Thuật toán QR rời rạc được cho bởi dạng mã giả như sau.

Thuật toán 2.3.1. Đầu vào: Cho PTVPĐS (2.1) trên một đoạn [0, T ], với điều
kiện ban đầu tương thích x(t0) = x0, Y0 ∈ Rm×p, sai số cho trước TOL, và một bước
lưới cho trước h0, τ ∈ [0, T ].

Đầu ra: Các số mũ Lyapunov xấp xỉ λui , λ
l
i, i = 1, 2, . . . , p ≤ d.

Khởi tạo:

� Đặt t0 := 0, và thực hiện phân tích QR Y (t0) = Q0R0, trong đó R0 có các phần
tử trên đường chéo dương.

� Đặt λi(t0) := 0 và si(t0) := 0 với i = 1, . . . , p để tính toán tổng trong công thức
(2.9).

Trong khi tj < T

1. Nếu tj+1 = tj + hj > T , thì hj = T − tj ;

2. Giải BTGTBĐ (2.1) và hệ biến phân tuyến tính (2.6) trên cùng các nấc. Ký
hiệu nghiệm số được tính toán tại thời điểm t = tj+1 là x̄j+1, Ȳj+1 của phương
pháp có cấp chính xác là 5 và x̃j+1, Ỹj+1 của phương pháp có cấp chính xác là
4.

3. Tính

error = max
1≤i≤m

|(x̄j+1)i − (x̃j+1)i|
(1 + |(x̄j+1)i|)

, và hnew = frac.hj

(
TOL

error

) 1
p+1

.

4. Nếu error ≤ TOL (bước đi được chấp nhận), thì tiến hành phân tích QR
Ȳj+1 = Qj+1Rj+1 để xác định thành phần Rj+1 với các phần tử trên đường
chéo là dương.
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Sau đó ta cập nhật các số mũ Lyapunov:

tj+1 = tj + hj ; Y (tj+1) = Qj+1; x(tj+1) = x̄j+1;

si(tj+1) = si(tj) + ln (Rj+1)ii và λi(tj+1) =
1

tj+1
si(tj+1), với i = 1, 2, . . . , p.

Nếu cần ta kiểm tra tính chất tách được tích phân bằng cách sử dụng {si}pi=1.
Cài đặt hj+1 = min{hnew, α2hj} và đi đến đoạn tiếp theo.
Ngược lại, cài đặt hj = max{hnew, α1hj} (bước lưới được điều chỉnh) và quay
lại bước thứ 2.

5. Tính si(tj+1) = si(tj) + ln (Rj+1)ii, λi(tj+1) =
1

tj+1
si(tj+1).

Cập nhật minτ≤t≤tj+1 λi(t) và maxτ≤t≤tj+1 λi(t).

2.3.2. Phương pháp QR liên tục

Lấy đạo hàm Y = QR và thay biểu thức này vào hệ PTVPĐS tuyến tính hóa của
hệ (2.1), ta thu được

EQ′ + EQR′R−1 = AQ. (2.10)

Lưu ý rằng phương trình đại số của (2.10) thỏa mãn A2Q = 0. Lấy đạo hàm của
biểu thức này ta đượcA′

2Q+A2Q
′ = 0; kết hợp với phương trình (2.10) dẫn đến hệ

Ē(Q′ +QR′R−1) = ĀQ, (2.11)

trong đó

Ē =

[
E1

A2

]
, Ā =

[
A1

−A′
2

]
. (2.12)

Tiếp theo, ta thiết lập công thức để biểu diễn cho Q⊤Q′. Các tác giả Linh và
Mehrmann đã chỉ ra rằng tồn tại một hàm ma trận hạng đủ theo cột, bị chặn
P ∈ C(I, Rm×p), và một hàm ma trận tam giác trên không suy biến E ∈ C(I, Rp×p)

sao cho
P⊤Ē = EQ⊤ (2.13)

thỏa mãn. Hơn nữa, nếu áp dụng điều kiện chuẩn hoá P⊤P = Ip và các phần tử
trên đường chéo của E là dương, thì P và E sẽ được xác định duy nhất. Bằng việc
nhân (2.11) từ bên trái bởi ma trận P⊤ được định nghĩa ở (2.13), ta thu được

EQ⊤Q′ + ER′R−1 = P⊤ĀQ.

Đặt B := R′R−1, S(Q) := [si,j(Q)] = Q⊤Q′, và K := P⊤ĀQ, điều này kéo theo
S(Q) = E−1K − B. Do S(Q) là ma trận phản đối xứng và B là ma trận tam giác
trên, nên phần tam giác dưới chặt của ma trận S(Q) trùng với phần tam giác dưới
chặt của ma trận W := [wi,j ] = E−1K, ký hiệu là low(W ). Do đó, ta có biểu diễn
S(Q) = low(W )− [low(W )]⊤, hay các phần tử sij của ma trận S(Q) được xác định
bởi

si,j =

 wi,j , i > j,

0, i = j,

−wi,j , i < j,

1 ≤ i, j ≤ p. (2.14)

11



Như vậy, Q được xác định bằng việc giải BTGTBĐ cho hệ PTVPĐS không có
tính lạ dạng

EQ′ = −EQ(W − S(Q)) + AQ. (2.15)

Bằng cách đặt A := K − ES(Q) = P⊤ĀQ − EQ⊤Q′, PTVP cho thành phần R

được thiết lập dưới dạng phương trình ma trận tam giác trên có cỡ p× p

ER′ = AR, hay tương đương với R′ = BR. (2.16)

Do hệ (2.16) là tam giác trên và các phần tử đường chéo của S(Q) bằng 0, hệ
PTVP vô hướng được xác định như sau

r′i,i = wi,iri,i, (2.17)

trong đó wi,i, i = 1, . . . , p là phần tử đường chéo thứ i của ma trận W . Các đại
lượng này được xác định thông qua các hàm phụ ϕi(t) bằng cách giải BTGTBĐ

ϕ
′

i(t) = wi,i(t), ϕi(t0) = 0, (i = 1, 2, . . . , p). (2.18)

Cuối cùng, các hàm λi(t) được xác định bởi

λi(t) =
1

t
ϕi(t), i = 1, 2, . . . , p, (2.19)

và các giới hạn của chúng khi t→ ∞ được xấp xỉ.
Để tóm tắt các bước đã mô tả ở trên, chúng tôi đã đưa ra thuật toán QR liên

tục như sau.

Thuật toán 2.3.2. Đầu vào: Cho PTVPĐS (2.1) trên một đoạn [0, T ], với điều
kiện ban đầu tương thích x(t0) = x0, và Q0 = Q(t0) là một giá trị ban đầu của
(2.15), sai số cho trước TOL, và một bước lưới ban đầu h0, H đủ lớn, H ∈ (0, T ).

Đầu ra: Các số mũ Lyapunov xấp xỉ λui , λ
l
i, i = 1, 2, . . . , p.

Khởi tạo:

� Đặt j = 0, t0 := 0. Tính P (t0), E(t0), và K(t0) như trong công thức (2.13).

� Tính W (t0) theo công thức E(t0)W (t0) = K(t0).

� Đặt λi(t0) := 0 và ϕi(t0) := 0 với i = 1, . . . , p.

Trong khi tj < T

1. Nếu tj+1 = tj + hj > T , thì hj = T − tj;

2. Giải BTGTBĐ cho PTVPĐS (2.13) và hệ (2.15) trên cùng các nấc để tính
x(tj+1) và Q(tj+1) trên [tj , tj+1]. Ký hiệu các nghiệm số tính toán tại t = tj+1

là x̄j+1, Q̄j+1 của phương pháp có cấp chính xác là 5 và x̃j+1, Q̃j+1 của phương
pháp có cấp chính xác là 4.
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3. Tính

error = max
1≤i≤d

|(x̄j+1)i − (x̃j+1)i|
(1 + |(x̄j+1)i|)

và hnew = frac.hj

(
TOL

error

) 1
p+1

;

4. Nếu error ≤ TOL (Bước đi được chấp nhận) thì ta trực giao hóa lại thành
phần Q(tj+1) của (2.15) bởi: Q̄j+1 = Qj+1Rj+1 để tìm Rj+1 với các phần tử
trên đường chéo dương.

Sau đó chúng ta cập nhật các số mũ Lyapunov:

tj+1 = tj + hj; x(tj+1) = x̄j+1 và Q(tj+1) = Qj+1;
Tính P (tj+1), E(tj+1), K(tj+1) và giải W (tj+1);
Tính ϕi(tj+1) và λi(tj+1), với i = 1, 2, . . . , p như trong công thức (2.18) and
(2.19).
Tính chất tách được tích phân có thể được kiểm tra bằng việc tính các sai
phân Steklov Ψi(t,H), i = 1, . . . , p− 1;
Cài đặt hj+1 = min{hnew, α2hj} và đi đến đoạn tiếp theo.
Ngược lại, cài đặt hj = max{hnew, α1hj} (bước lưới sẽ được điều chỉnh) và quay
lại bước 2.

5. Cập nhật minτ≤t≤tj+1 λi(t) và maxτ≤t≤tj+1 λi(t).

2.4. Phân tích sai số

2.4.1. Phân tích sai số của các phương pháp QR cho phương trình

vi phân đại số tuyến tính

Phân tích sai số cho các số mũ Lyapunov được kết hợp thành hai phần: phân tích
sai số ngược và phân tích sai số thuận. Bởi vì nguồn sai số chính của các phương
pháp QR là sai số đến từ việc tích phân số, nên theo các giả thiết được đặt ra
trong phân tích sai số ngược và sai số thuận, có thể kết luận rằng sai số của các
số mũ Lyapunov có cùng độ lớn như sai số địa phương. Cụ thể, khi sử dụng một
phương pháp số có cấp chính xác là p và chỉ xét các sai số rời rạc hóa đến từ việc
tích phân số, sai số của các số mũ Lyapunov thu được trong cả hai phương pháp
QR (rời rạc và liên tục) có độ lớn là O(hp).

2.4.2. Phân tích sai số của phép tuyến tính hóa

Xet bài toán nửa tuyến tính

E(t)x′ = f(t, x), x(0) = x0, (2.20)
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với quỹ đạo nghiệm x(t) = ϕ(t, x0). Để tính toán các số mũ Lyapunov của (2.20),
ta xét bài toán biến phân tuyến tính

E(t)X ′(t) =
∂f

∂x

(
t, ϕ(t, x0)

)
X(t), nghĩa là, E(t)X ′(t) = A(t)X(t), (2.21)

với điều kiện ban đầu X0.
Dựa trên các phân tích QR chính xác cho bài toán (2.21), ta thiết lập được

một dãy {tj} sao cho

X(tj) = Q(tj)R(tj , tj−1) . . . R(t2, t1)R(t1, t0)R0. (2.22)

Trong thực hành tính toán, chúng ta có một nghiệm xấp xỉ ψh(t, x0) thay vì
nghiệm chính xác ϕ(t, x0). Do đó, chúng ta phải xấp xỉ các số mũ Lyapunov của
bài toán

E(τ)Y ′(τ) =
∂f

∂x

(
τ, ψh(τ, x0)

)
Y (τ), nghĩa là, E(τ)Y ′(τ) = Ã(τ)Y (τ), (2.23)

và theo các phân tích QR chính xác của bài toán (2.23), chúng ta sẽ tìm được một
dãy {τj} sao cho

Y (τj) = U(τj)V (τj , τj−1) . . . V (τ2, τ1)V (τ1, τ0)V0. (2.24)

Giả sử rằng tồn tại các hàm đơn điệu trơn ωj(t) sao cho

ωj(tj) = τj , ωj(tj+1) = τj+1,

và định nghĩa ω(t) = ωj(t) với mọi t ∈ [tj , tj+1). Hơn nữa, giả sử rằng với mọi t ≥ 0,
tồn tại các hằng số ε > 0 và δ > 0 sao cho

(a) |ω(t)− t| ≤ δ, (2.25)

(b) ∥ψh(ω(t), x0)− ϕ(t, x0)∥ ≤ ε.

Bên cạnh các sai số phát sinh từ quá trình phân tích sai số thuận và ngược cho
hệ PTVPĐS tuyến tính, một nguồn sai số khác cần được xem xét là sự sai khác
giữa hai hệ tuyến tính (2.21) và (2.23). Điều này đòi hỏi việc thực hiện các đánh
giá so sánh giữa hai ma trận hệ số A và Ã. Để giải quyết vấn đề này, ta thu được
kết quả sau đây.

Định lý 2.4.1. Giả sử rằng (2.25) được thỏa mãn và các đạo hàm cấp hai fxt và
fxx tồn tại và liên tục. Khi đó, ta có ước lượng sau

∥Ã(τ)− A(t)∥ ≤Mδ +Nε, (2.26)

trong đó M và N lần lượt là các cận trên của các đạo hàm cấp hai fxt và fxx.

Từ tính bị chặn được thiết lập trong công thức (2.26), kết hợp với tính ổn định
của các số mũ Lyapunov, có thể suy ra rằng khi đại lượng Mδ+Nε đủ nhỏ và đều
theo t, các số mũ Lyapunov cho các hệ (2.21) và (2.23) sẽ xấp xỉ gần nhau.

14



2.5. Thử nghiệm số

Trong mục này, chúng tôi thực hiện một số thử nghiệm số đối với cả thuật toán
QR liên tục và rời rạc sử dụng phương pháp Dormand-Prince và các phương pháp
ESDIRK như đã mô tả trong Mục 2.3.

Kết luận chương

Trong chương này, chúng tôi đã đề xuất một lớp phương pháp tính toán số mũ
Lyapunov cho các hệ PTVPĐS nửa tuyến tính, dựa trên việc kết hợp phân tích
QR với các phương pháp tích phân số kiểu Runge-Kutta. Việc kiểm soát sai số
trong quá trình tích phân đồng thời cả PTVPĐS nửa tuyến tính và hệ tuyến tính
hóa tương ứng được thực hiện bằng cách sử dụng các cặp nhúng, chẳng hạn như
các phương pháp Dormand-Prince và ESDIRK. Trên cơ sở đó, chúng tôi đã thiết
lập và phân tích sai số đối với việc xấp xỉ số mũ Lyapunov bằng cả phương pháp
QR rời rạc và liên tục, qua đó chỉ ra rằng sai số của các số mũ Lyapunov về bản
chất được kiểm soát bởi sai số tích phân địa phương. Cuối cùng, các thử nghiệm
số đã minh chứng cho tính hiệu quả của các phương pháp QR và tính đúng đắn
của phân tích sai số.
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Chương 3

Số mũ Lyapunov của hệ phương trình

sai phân suy biến tuyến tính

Trong chương này, chúng tôi xây dựng lý thuyết số mũ Lyapunov cho PTSPSB
tuyến tính có dạng

E(n)x(n+ 1) = A(n)x(n) + f(n), n ≥ n0, (3.1)

trong đó E(n), A(n) ∈ Rm×m, E(n) là một ma trận suy biến và có hạng hằng, nghĩa
là, rank(E(n)) = d < m với mọi n ≥ n0, f : Z → Rm, n0 ∈ Z.

3.1. Sự tồn tại và duy nhất nghiệm của hệ phương trình sai phân

suy biến tuyến tính

3.1.1. Khái niệm chỉ số

Không mất tính tổng quát, giả sử hệ (3.1) được cho dưới dạng[
E1(n)

0

]
x(n+ 1) =

[
A1(n)

A2(n)

]
x(n) +

[
f1(n)

f2(n)

]
, n ≥ n0. (3.2)

Định nghĩa 3.1.1. Hệ PTSPSB (3.1) được gọi là có chỉ số lạ bằng không nếu ma

trận

[
E1(n)

A2(n+ 1)

]
không suy biến với mọi n ≥ n0.

Chúng ta cũng nói rằng hệ (3.1) là không có tính lạ. Dạng (3.2) được gọi là
dạng không có tính lạ. Mối liên hệ giữa chỉ số lạ và chỉ số 1 được cho bởi mệnh đề
sau.

Mệnh đề 3.1.1. Hệ (3.1) là không có tính lạ khi và chỉ khi hệ đó có chỉ số 1.
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3.1.2. Tính giải được của hệ phương trình sai phân suy biến dưới

dạng không có tính lạ

Xét BTGTBĐ cho hệ (3.1) được cho dưới dạng không có tính lạ

[
E1(n)

0

]
x(n+ 1) =

[
A1(n)

A2(n)

]
x(n) +

[
f1(n)

f2(n)

]
, (3.3)

x(0) = x0, n ≥ 0.

Định nghĩa 3.1.2. Một dãy {x(n)}n≥0 được gọi là nghiệm của hệ (3.3) nếu nó
thỏa mãn (3.3) với mọi n ≥ 0. Một vectơ ban đầu x0 được gọi là tương thích với
(3.3) nếu BTGTBĐ (3.3) có ít nhất một nghiệm.

Dưới giả thiết rằng hệ có dạng không có tính lạ, hệ PTSPSB (3.3) được phân
rã thành hai phần: một phương trình sai phân và một ràng buộc đại số. Bằng việc
dịch chuyển chỉ số n→ n+ 1 trong phương trình đại số, ta thu được PTSP ở dạng
hiện

x(n+ 1) =

[
E1(n)

A2(n+ 1)

]−1 [
A1(n)

0

]
x(n) +

[
E1(n)

A2(n+ 1)

]−1 [
f1(n)

−f2(n+ 1)

]
, n ≥ 0.

(3.4)
Một dãy {x(n)}n≥0, x(n) ∈ Rm là một nghiệm của (3.3) khi và chỉ khi dãy này

thỏa mãn (3.4) với mọi n ≥ 0 cũng như điều kiện ban đầu tương thích

0 = A2(0)x0 + f2(0). (3.5)

Định lý 3.1.1. Giả sử rằng hệ PTSPSB (3.3) là không có tính lạ và một điều
kiện ban đầu tương thích x0, tức là nó thỏa mãn (3.5). Khi đó, BTGTBĐ (3.3) có
nghiệm duy nhất và có thể tính toán một cách tường minh bởi phép truy hồi theo
công thức (3.4).

3.2. Số mũ Lyapunov cho hệ phương trình sai phân suy biến

tuyến tính

3.2.1. Số mũ Lyapunov và phổ Lyapunov

Xét hệ không có tính lạ dạng thuần nhất[
E1(n)

0

]
x(n+ 1) =

[
A1(n)

A2(n)

]
x(n), n ≥ 0. (3.6)

Định nghĩa 3.2.1. Một dãy ma trận {X(n)}n≥0, X(n) ∈ Rm×d̂, d ≤ d̂ ≤ m được gọi
là ma trận nghiệm cơ bản của (3.6) nếu mỗi cột của ma trận, nghĩa là, {X(n)ei}n≥0
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là một nghiệm của (3.6), trong đó ei, 1 ≤ i ≤ d̂ là các vectơ cơ sở chuẩn trong Rd̂,
và rank(X(n)) = d với mọi n ≥ 0. Một ma trận nghiệm cơ bản được gọi là tối thiểu
nếu d̂ = d.

Với một ma trận nghiệm cơ bản tối thiểu {X(n)} của hệ PTSPSB (3.6), chúng tôi
đưa ra các giá trị

λui = lim sup
n→+∞

1

n
ln ∥X(n)ei∥, λli = lim inf

n→+∞

1

n
ln ∥X(n)ei∥, 1 ≤ i ≤ d. (3.7)

Định nghĩa 3.2.2. Ta nói các cột của một ma trận nghiệm cơ bản tối thiểu tạo
thành một cơ sở chuẩn tắc nếu

∑d
i=1 λ

u
i là nhỏ nhất. Các số λui , 1 ≤ i ≤ d tương

ứng với một cơ sở chuẩn tắc được gọi là số mũ đặc trưng Lyapunov của hệ (3.6).
Tập các số mũ Lyapunov (tính cả bội gồm các số mũ Lyapunov bằng nhau) được
gọi là phổ Lyapunov của hệ (3.6).

Giả sử các số mũ Lyapunov được cho theo thứ tự giảm dần λu1 ≥ λu2 ≥ · · · ≥ λud.
Bổ đề sau đây chỉ ra sự tồn tại của một phép biến đổi tương đương động lượng

bởi các ma trận trực giao, qua đó đưa hệ ban đầu về một hệ phương trình sai phân
dạng tam giác trên.

Bổ đề 3.2.1. Xét một hệ PTSPSB không có tính lạ dạng (3.6) và một ma trận
nghiệm cơ bản tối thiểu X(n). Khi đó, tồn tại hai dãy các ma trận trực giao
U(n), V (n) ∈ Rm×m sao cho việc đổi biến

X(n) = V (n)

[
Z(n)

0

]
, (3.8)

trong đó Z(n) ∈ Rd×d là ma trận tam giác trên có các phần tử trên đường chéo là
số dương, và nhân cả hai vế của phương trình (3.6) từ bên trái bởi ma trận U⊤(n)

dẫn đến hệ
E(n)Z(n+ 1) = A(n)Z(n), (3.9)

trong đó E(n) = U⊤
1 (n)E(n)V1(n + 1), A(n) = U⊤

1 (n)A(n)V1(n) là các ma trận tam
giác trên và không suy biến, và U1(n), V1(n) là d cột đầu tiên của các ma trận
U(n), V (n) tương ứng.

Nhân cả hai vế của phương trình (3.9) từ bên trái bởi ma trận E−1(n), ta thu
được

Z(n+ 1) = E−1(n)A(n)Z(n). (3.10)

Mệnh đề 3.2.1. Giả sử rằng ma trận E−1(n)A(n) là bị chặn đều với mọi n ≥ 0.
Bất đẳng thức

d∑
i=1

λui ≥ lim sup
n→+∞

1

n
ln | det(Y (n, 0))|,

thỏa mãn với các số mũ Lyapunov của hệ (3.6), trong đó Y (n, 0) là ma trận chuyển
của (3.10) được cho bởi

Y (n, 0) =

n−1∏
k=0

E−1(k)A(k).
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Bổ đề 3.2.2. Xét hệ PTSPSB không có tính lạ (3.6), tồn tại một ma trận hàm
trực giao Q̂(n) ∈ Rm×m sao cho với việc đổi biến x(n) = Q̂(n− 1)x̂(n), ta thu được
hệ biến đổi sau[

Ê11(n) 0

0 0

]
x̂(n+ 1) =

[
Â11(n) Â12(n)

Â21(n) Â22(n)

]
x̂(n), n ≥ 0. (3.11)

Hơn nữa, hệ (3.11) vẫn có dạng không có tính lạ và như vậy các ma trận Ê11(n)

và Â22(n) là không suy biến.

Nếu ta phân rã nghiệm x̂(n) = [x̂⊤1 (n), x̂
⊤
2 (n)]

⊤, thì kết hợp với phương trình
(3.11), ta nhận được PTSP dưới dạng căn bản

Ê11(n)x̂1(n+ 1) = ÂS(n)x̂1(n), (3.12)

trong đó ÂS(n) = Â11(n) − Â12(n)Â
−1
22 (n)Â21(n). Từ đó, ta sẽ có một PTSP dưới

dạng hiện
x̂1(n+ 1) = Ê−1

11 (n)ÂS(n)x̂1(n). (3.13)

Mệnh đề 3.2.2. Hệ PTSPSB không có tính lạ (3.6) có ma trận nghiệm cơ bản tối
thiểu với hạng d khi và chỉ khi ma trận A(n) trong (3.6) là không suy biến với mọi
n ≥ 0.

Để mà có các số mũ Lyapunov hữu hạn được định nghĩa tốt của hệ (3.6), chúng
ta luôn giả sử rằng

Giả thiết 3.2.1. Hệ PTSPSB (3.6) là không có tính lạ và ma trận hệ số A(n) là
không suy biến với mọi n ≥ 0.

Giả thiết 3.2.2. Đối với hệ PTSP nửa ẩn (3.11), ma trận Ê−1
11 (n)ÂS(n) và nghịch

đảo của nó bị chặn đều với mọi n ≥ 0.

Định lý 3.2.1. Giả sử rằng hệ PTSPSB (3.6) và hệ PTSPSB nửa ẩn (3.11) thỏa
mãn các Giả thiết 3.2.1 và 3.2.2. Cho λu(Â−1

22 (n)Â21(n)) là số mũ Lyapunov trên
của ma trận hàm Â−1

22 (n)Â21(n). Nếu điều kiện

λu(Â−1
22 (n)Â21(n)) ≤ 0 (3.14)

thỏa mãn, thì phổ Lyapunov của hệ (3.11) và phổ của PTSP dạng căn bản (3.12)
trùng nhau và phổ này bao gồm nhiều nhất d số hữu hạn.

3.2.2. Hệ liên hợp và tính chính quy theo nghĩa Lyapunov

Định nghĩa 3.2.3. Hệ

E⊤(n− 1)y(n) = A⊤(n)y(n+ 1), n ≥ 1, (3.15)

được gọi là hệ liên hợp của hệ (3.6).
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Mệnh đề 3.2.3. Cho hệ (3.6) là không có tính lạ. Khi đó, hệ liên hợp tương ứng
(3.15) cũng không có tính lạ (xét theo chiều lùi).

Định nghĩa 3.2.4. Hệ PTSPSB không có tính lạ (3.6) với một ma trận không
suy biến A(n) được gọi là chính quy theo nghĩa Lyapunov nếu đẳng thức sau thỏa
mãn

d∑
i=1

λui = lim inf
n→∞

1

n
ln | det(Y (n, 0))|,

trong đó Y (n, 0) là ma trận chuyển của (3.10).

Mệnh đề 3.2.4. Xét hệ PTSPSB (3.11) và giả sử các Giả thiết 3.2.1, 3.2.2, và
điều kiện (3.14) thỏa mãn. Khi đó, hệ (3.11) là chính quy theo nghĩa Lyapunov
khi và chỉ khi PTSP tương ứng (3.12) là chính quy theo nghĩa Lyapunov.

Tính chính quy của PTSPSB còn có thể được xác định thông qua việc đánh giá
tính chính quy theo nghĩa Perron. Cho −µui là các số mũ Lyapunov trên của hệ
liên hợp (3.15) theo thứ tự tăng dần.

Định lý 3.2.2. Xét hệ PTSPSB (3.11) và giả sử các Giả thiết 3.2.1, 3.2.2, và
điều kiện (3.14) thỏa mãn. Giả sử thêm các điều kiện

λu(Â12(n)Â
−1
22 (n)) ≤ 0, λu(Ê11(n)) ≤ 0, λu(Ê−1

11 (n)) ≤ 0 (3.16)

thỏa mãn. Hệ (3.11) là chính quy khi và chỉ khi đồng nhất thức Perron

λui − µui = 0, i = 1, . . . , d,

thỏa mãn. Trong trường hợp này, hệ liên hợp (3.15) cũng là chính quy.

3.3. Sự ổn định của các số mũ Lyapunov

3.3.1. Bài toán nhiễu hai vế

Xét hệ PTSPSB không có tính lạ (3.6) ứng với nhiễu có cấu trúc([
E1(n)

0

]
+

[
F1(n)

F2(n)

])
x(n+ 1) =

([
A1(n)

A2(n)

]
+

[
B1(n)

B2(n)

])
x(n), n ≥ 0,

(3.17)
trong đó F1(n), B1(n), F2(n), và B2(n)) có các cỡ thích hợp và chúng bị chặn đều
với mọi n ≥ 0.

Tổng quát, với các nhiễu rất nhỏ có thể phá hủy tính chất không có tính lạ hay
tính giải được của các hệ. Bởi lí do đó, chúng ta luôn giả sử rằng nhiễu F (n) là chấp
nhận được theo nghĩa, nó đảm bảo cấu trúc F2(n) = 0, và rank(E1(n) + F1(n)) =

rank(E1(n)) = d với mọi n ≥ 0.
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Bằng việc sử dụng phép biến đổi trực giao được giới thiệu trong Bổ đề 3.2.2
cho phương trình (3.17), ta có[

Ê11(n) + F̂11(n) F̂12(n)

0 0

]
x̂(n+ 1) =

[
Â11(n) + B̂11(n) Â12(n) + B̂12(n)

Â21(n) + B̂21(n) Â22(n) + B̂22(n)

]
x̂(n),

(3.18)

trong đó
[
F̂11(n) F̂12(n)

]
= F1(n)Q(n) và

[
B̂11(n) B̂12(n)

B̂21(n) B̂22(n)

]
=

[
B1(n)

B2(n)

]
Q(n−1).

Để mà phân tích tính chất tiệm cận của nghiệm cũng như sự ổn định của các
số mũ Lyapunov của hệ có nhiễu (3.17), chúng ta cần thêm một số giả thiết về
nhiễu.

Giả thiết 3.3.1. Nhiễu F (n) là chấp nhận được và thỏa mãn

sup
n≥0

∥Ê−1
11 (n)F̂11(n)∥ < 1.

Giả thiết 3.3.2. Các nhiễu F (n), B(n) đủ nhỏ và Giả thiết 3.3.1 cũng như điều
kiện

sup
n≥0

∥∥Â−1
22 (n+ 1)B̃22(n+ 1)

∥∥ < 1

thỏa mãn, trong đó

B̃22(n+ 1) =
[
B̂22(n+ 1)−

(
Â21(n+ 1) + B̂21(n+ 1)

) (
Ê11(n) + F̂11(n)

)−1
F̂12(n)

]
.

Bổ đề 3.3.1. Xét một hệ PTSPSB không có tính lạ dạng (3.6) sao cho trong dạng
biến đổi (3.18) các ma trận khối Ê11(n) và Â22(n) có nghịch đảo bị chặn. Nếu F (n)
và B(n) là các nhiễu nhỏ thỏa mãn các Giả thiết 3.3.1 và 3.3.2 thì hệ nhiễu (3.18)
có cấu trúc không có tính lạ.

Tính ổn định của số mũ Lyapunov cho hệ (3.11) được định nghĩa như sau.

Định nghĩa 3.3.1. Các số mũ Lyapunov trên được xếp theo thứ tự λu1 ≤ λu2 ≤
· · ·λud của hệ (3.11) được gọi là ổn định nếu với bất kì ε > 0, luôn tồn tại δ > 0 sao
cho các điều kiện supn≥0 ∥F (n)∥ < δ và supn≥0 ∥B(n)∥ < δ kéo theo hệ nhiễu (3.18)

vẫn giữ được cấu trúc không có tính lạ và

|λui − γui | < ε, với mọi i = 1, 2, · · · , d,

trong đó γui là các số mũ Lyapunov trên được sắp thứ tự của hệ nhiễu (3.18).
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3.3.2. Tính chất tách được tích phân

Định nghĩa 3.3.2. Một ma trận nghiệm cơ bản tối thiểu cho hệ (3.6) (hoặc hệ
(3.11)) được gọi là tách được tích phân nếu với i = 1, 2, . . . , d− 1 luôn tồn tại các
hằng số γ > 0 và a > 1 sao cho

∥X(k)ei∥
∥X(j)ei∥

.
∥X(j)ei+1∥
∥X(k)ei+1∥

≥ γa(k−j),

với mọi k > j ≥ 0. Nếu một hệ PTSPSB có một ma trận nghiệm cơ bản tối thiểu
tách được tích phân thì ta nói rằng nó có tính chất tách được tích phân.

Định lý chính cho sự ổn định của các số mũ Lyapunov dựa trên việc giả thiết hệ
có tính chất tách được tích phân.

Định lý 3.3.1. Xét hệ PTSPSB (3.11) và giả sử rằng các Giả thiết 3.2.1 và 3.2.2
thỏa mãn. Giả sử thêm rằng

Â−1
22 (n)Â21(n), Â12(n)Â

−1
22 (n), Ê11(n), Ê

−1
11 (n)

(
Â11(n)− Â12(n)Â

−1
22 (n)Â21(n)

)
(3.19)

bị chặn đều với mọi n ≥ 0. Khi đó, nếu hệ (3.11) có d số mũ Lyapunov khác nhau
thì chúng ổn định khi và chỉ khi hệ thừa nhận tính chất tách được tích phân.

Kết luận chương

Trong chương này, chúng tôi đã trình bày về các số mũ Lyapunov và phổ Lyapunov
cho PTSPSB tuyến tính. Đầu tiên, chúng tôi thiết lập mối liên hệ giữa các khái
niệm chỉ số, đồng thời chỉ ra sự tồn tại và duy nhất của nghiệm đối với các PTSPSB
không có tính lạ. Tiếp theo, thông qua việc sử dụng các phép biến đổi trực giao,
hệ PTSPSB ban đầu được đưa về dạng nửa ẩn; từ đó, chúng tôi chỉ ra được các số
mũ Lyapunov của một hệ PTSPSB trùng với các số mũ của PTSP dưới dạng căn
bản tương ứng. Đồng thời, chúng tôi cũng xác định các điều kiện cần thiết để đảm
bảo sự tồn tại của các số mũ Lyapunov hữu hạn. Bên cạnh đó, phương trình liên
hợp của một PTSPSB cũng được giới thiệu, và chúng tôi chứng minh rằng phương
trình liên hợp của PTSP căn bản tương đương với PTSP căn bản của hệ liên hợp
PTSPSB. Cuối cùng, với các giả thiết về tính bị chặn của các ma trận hệ số, chúng
tôi chứng minh rằng tính tách được tích phân là điều kiện cần và đủ cho sự ổn
định của các số mũ Lyapunov trong trường hợp các số mũ Lyapunov khác nhau.
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Chương 4

Tính toán số mũ Lyapunov cho hệ

phương trình sai phân suy biến tuyến

tính

Trong chương này, chúng tôi nghiên cứu xây dựng thuật toán để xấp xỉ các số mũ
Lyapunov của hệ PTSPSB tuyến tính

E(n)x(n+ 1) = A(n)x(n), n ∈ Zn0 , (4.1)

đã được đề cập trong Chương 3.

Ý tưởng chính là biến đổi bài toán (4.1) về dạng không có tính lạ[
E1(n)

0

]
x(n+ 1) =

[
A1(n)

A2(n)

]
x(n), n ≥ 0 (4.2)

và sau đó áp dụng phương pháp số để giải.

4.1. Phương pháp QR cho phương trình sai phân suy biến tuyến

tính

4.1.1. Thuật toán QR

Giả sử ma trận ban đầu X0 ∈ Rm×d có các cột trực chuẩn, tức là, X⊤
0 X0 = I đã

được cho sao cho X(0) = X0 thỏa mãn điều kiện ban đầu tương thích A2(0)X(0) = 0.
Cho n = 0, 1, . . . , N , ta xác định các dãy

{
X̄(n)

}
như sau. Đặt Q̄(0) = X0. Với

mỗi n, giải hệ phương trình ma trận tuyến tính

E(n)X̄(n+ 1) = A(n)X̄(n), trong đó X̄(n) = Q̄(n). (4.3)
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Bằng cách dịch chuyển ma trận khối dưới, phương trình (4.3) có thể viết lại
thành [

E1(n)

A2(n+ 1)

]
X̄(n+ 1) =

[
A1(n)

0

]
X̄(n). (4.4)

Đặt

Ē(n) =

[
E1(n)

A2(n+ 1)

]
, Ā(n) =

[
A1(n)

0

]
.

Từ (4.4), ta thu được

X̄(n+ 1) = Ē−1(n)Ā(n)X̄(n) = Ē−1(n)Ā(n)Q̄(n). (4.5)

Để duy trì tính trực chuẩn của các ma trận nghiệm cơ bản, ta thực hiện phân
tích QR

X̄(n+ 1) = Q̄(n+ 1)R̄(n), (4.6)

trong đó R̄(n) có các phần tử trên đường chéo là dương.
Như vậy, ma trận nghiệm cơ bản X(n+ 1) có thể được biểu diễn

X(n+ 1) = Q̄(n+ 1)R̄(n)R̄(n− 1) · · · R̄(0). (4.7)

Chúng ta định nghĩa R(n + 1) = R̄(n)R(n), trong đó R(0) = Id. Suy ra, ta có biểu
diễn X(n+1) = Q̄(n+1)R(n+1) là một phân tích QR của ma trận nghiệm cơ bản.
Các số mũ Lyapunov trên của (4.2) được tính toán theo công thức

λui = lim sup
n→∞

1

n
ln
(
(R̄(n− 1))ii(R̄(n− 2))ii · · · (R̄(0))ii

)
(4.8)

= lim sup
n→∞

1

n

n−1∑
k=0

ln
(
(R̄(k))ii

)
.

Do đó, thuật toán QR được tóm tắt như sau.

Thuật toán 4.1.1. Phương pháp QR tính toán các số mũ Lyapunov

Đầu vào: Một cặp các dãy ma trận E(n), A(n) trong (4.1), N, N0 là các số đủ lớn.

Đầu ra: Các giá trị xấp xỉ cho λui , i = 1, . . . , d.

Khởi tạo: Cài đặt n = 0, λi(0) = 0, si(0) = 0. Tính toán ma trận ban đầu
X0 ∈ Rm×d.

Trong khi n < N

1. Nếu E(n), A(n) không có dạng như trong (4.2), tính ma trận W (n) và các ma
trận hệ số biến đổi.

2. Giải nghiệm X̄(n+ 1) theo (4.3).

3. Tính toán phân tích QR theo X̄(n+ 1) = Q̄(n+ 1)R̄(n) và thiết lập X̄(n+ 1) =

Q̄(n+ 1).
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4. Cập nhật si(n+ 1) = si(n) + ln (R̄(n))ii và λi(n+ 1) = 1
n+1si(n+ 1), i = 1, . . . , d.

5. Tính toán các giá trị trung bình Steklov tương ứng để kiểm tra tính chất tách
được tích phân (nếu cần thiết).

6. Cập nhật min
N0≤n≤N

λi(n+ 1) và max
N0≤n≤N

λi(n+ 1), i = 1, . . . , d.

7. n := n+ 1.

4.1.2. Phân tích sai số

Trong phép phân tích này, chúng tôi chỉ tập trung vào các sai số đến từ:

1. Sai số phát sinh trong quá trình tính toán biến đổi hệ về dạng không có tính lạ,
tức là sai số khi xác định các ma trận hệ số E1(n), A1(n), A2(n) trong phương
trình (4.2);

2. Sai số xuất hiện khi giải hệ phương trình tuyến tính (4.3) để tính X̄(n+ 1);

Ý tưởng chính trong phân tích của chúng tôi là quy bài toán nhiễu cho hệ
PTSPSB tuyến tính không có tính lạ (4.2) về PTSP dạng căn bản tương ứng có
cùng số mũ Lyapunov.

Trước tiên, xét hệ PTSP dạng căn bản (3.13)

x̂1(n+ 1) = A(n)x̂1(n), n ≥ 0, (4.9)

trong đó A(n) = Ê−1
11 (n)ÂS(n) là ma trận không suy biến với mọi n ≥ 0. Tiếp theo,

ta xét hệ nhiễu (3.18), sử dụng một phép đổi biến x(n) = P (n)y(n) như trong Bổ
đề 3.2.2, ta thu được[

Ê11(n) + F̂11(n) F̂12(n)

0 0

]
y(n+ 1) =

[
Â11(n) + B̂11(n) Â12(n) + B̂12(n)

Â21(n) + B̂21(n) Â22(n) + B̂22(n)

]
y(n),

(4.10)
trong đó[

F̂11(n) F̂12(n)
]
= F1(n)P (n+ 1) và

[
B̂11(n) B̂12(n)

B̂21(n) B̂22(n)

]
=

[
B1(n)

B2(n)

]
P (n).

Giả thiết 4.1.1. Giả sử rằng tồn tại các hằng số dương Mi, i = 1, . . . , 6, và một
số δ đủ nhỏ sao cho

sup
n≥0

∥Ê11(n)∥ ≤M1, sup
n≥0

∥Ê−1
11 (n)∥ ≤M2,

sup
n≥0

∥∥∥∥Ê−1
11 (n)

(
Â11(n)− Â12(n)Â

−1
22 (n)Â21(n)

) ∥∥∥∥ ≤M3,

sup
n≥0

∥Â−1
22 (n)∥ ≤M4, sup

n≥0
∥Â−1

22 (n)Â21(n)∥ ≤M5,

sup
n≥0

∥Â12(n)Â
−1
22 (n)∥ ≤M6, sup

n≥0
∥F1(n)∥ ≤ δ, sup

n≥0
∥B(n)∥ ≤ δ.

25



Để đưa ra các chặn trên cho nhiễu, ta có bổ đề sau.

Bổ đề 4.1.1. Xét một hệ PTSPSB tuyến tính không có tính lạ (3.11), và hệ nhiễu
(4.10) tương ứng, trong đó Giả thiết 4.1.1 thỏa mãn. Nếu

δ < min{(M2 +M4 +M2M5)
−1 , M−1

4 }

thì hệ chịu nhiễu (4.10) vẫn có dạng không có tính lạ và ta có các ước lượng∥∥∥∥ (Â22(n) + B̂22(n)
)−1

∥∥∥∥ ≤ M4

1−M4δ
và

∥∥∥∥[Ê11(n) + F̂11(n)− B̂12(n)
[
Â22(n+ 1) + B̂22(n+ 1)

]−1 [
Â21(n+ 1) + B̂21(n+ 1)

]]−1
∥∥∥∥

≤ M2(1−M4δ)

1− δ(M2 +M4 +M2M5δ)
.

Mệnh đề dưới đây thiết lập bài toán PTSP dưới dạng căn bản của hệ chịu
nhiễu (4.10).

Mệnh đề 4.1.1. Dưới Giả thiết 4.1.1 và δ thỏa mãn điều kiện trong Bổ đề 4.1.1,
phương trình căn bản của hệ PTSPSB chịu nhiễu (4.10) được viết lại đưới dạng

y1(n+ 1) = (A(n) + F(n))y1(n), n ≥ 0, (4.11)

trong đó thành phần nhiễu thỏa mãn ∥F(n)∥ ≤ N2(δ)δ, N2(δ) là một hàm bị chặn
của δ.

Giả sử cho trước ma trận trực giao ban đầu Q̂(0) và ma trận tam giác trên
R̂(0). Ta xác định dãy các ma trận trực giao {Q̂(n)}∞n=1 và dãy các ma trận tam
giác trên với các phần tử trên đường chéo là dương {R̂(n)}∞n=1 thông qua phép
đổi biến x̂1(n) = Q̂(n)v(n). Khi đó, hệ (4.9) được chuyển về dạng tam giác trên
v(n+ 1) = R̂(n)v(n) và

Q̂(n+ 1)R̂(n) = A(n)Q̂(n). (4.12)

Từ đó, suy ra

A(n)A(n− 1) · · · A(0)Q̂(0) = Q̂(n+ 1)R̂(n) · · · R̂(0).

Áp dụng cách làm tương tự cho hệ (4.11) với ma trận khả nghịch A(n) +F(n)

với mọi n ≥ 0. Thực hiện phép đổi biến y1(n) = Q̃(n)u(n), và ta thu được hệ
u(n+ 1) = R̃(n)u(n), và

Q̃(n+ 1)R̃(n) = [A(n) + F(n)]Q̃(n), (4.13)

trong đó ma trận Q̃(n) là trực giao và ma trận R̃(n) là tam giác trên với các phần
tử trên đường chéo là dương.
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Nếu Q̃(0) = Q̂(0), thì ta có mối liên hệ

Q̂(n+ 1)R̂(n) · · · R̂(0) = Q̃(n+ 1)[R̃(n) + E(n)] · · · [R̃(0) + E(0)], (4.14)

trong đó E(j) = −Q̃⊤(j + 1)F(j)Q̃(j), j = 0, . . . , n.
Tiếp theo, ta thực hiện phân tích QR của tích các ma trận chịu nhiễu

[R̃(n) + E(n)] · · · [R̃(0) + E(0)] = Q(n+ 1)U(n+ 1), (4.15)

trong đó ma trận tam giác trên U(n) có các phần tử trên đường chéo dương. Khi
đó, nhờ tính duy nhất của phân tích QR đối với một ma trận khả nghịch, ta thu
được Q̂(n+ 1) = Q̃(n+ 1)Q(n+ 1), và

∥Q̂(n+ 1)− Q̃(n+ 1)∥ = ∥Q̃(n+ 1)(I −Q(n+ 1))∥ = ∥I −Q(n+ 1)∥.

Do đó, sai số toàn cục của thành phần trực giao trong phân tích QR là nhỏ
nếu dãy ma trận {Q(n)}∞n=1 là gần đều tới ma trận đơn vị.

Để có được các chặn trên một cách tường minh cho các số mũ Lyapunov tính
toán của hệ PTSPSB (4.2), chúng ta cần giả thiết sau.

Giả thiết 4.1.2. 1. sup
n

∥E(n)∥
|(R̃(n))ii|

= O(δ) với δ đủ nhỏ, 1 ≤ i ≤ d.

2.
|(R̃(n))rs|
|(R̃(n))ii|

bị chặn đều với mọi i ≤ r, s ≤ d.

Nếu Giả thiết 4.1.2 thỏa mãn thì tính bị chặn theo điểm của Q(n)− I sẽ thoả
mãn

sup
n

|(Q(n)− I)ij | ≤ ρij = O(δ). (4.16)

Giả sử λi và µi là các số mũ Lyapunov chính xác và xấp xỉ thứ i tương ứng với
1 ≤ i ≤ d. Suy ra, ta có

λi = lim sup
n→∞

1

n

n−1∑
k=0

ln ((R̂(k))ii), µi = lim sup
n→∞

1

n

n−1∑
k=0

ln ((R̃(k))ii), 1 ≤ i ≤ d. (4.17)

Cuối cùng, chúng ta thu được một cận trên cho sai số giữa các số mũ Lyapunov
trong hệ (4.9) và hệ (4.11).

Định lý 4.1.1. Xét các hệ (4.9) và (4.11) với các số mũ Lyapunov tương ứng là
λi và µi, 1 ≤ i ≤ d, và giả sử rằng hệ không có nhiễu (4.9) là tách được tích phân.
Nếu Giả thiết 4.1.1 và Giả thiết 4.1.2 thỏa mãn, thì với δ đủ nhỏ, hệ chịu nhiễu
(4.11) vẫn có tính chất tách được tích phân. Hơn nữa, sai số giữa số mũ Lyapunov
chính xác và xấp xỉ thỏa mãn ước lượng sau:

|λi − µi| ≤ lim sup
n→∞

1

n

n−1∑
k=0

{∣∣∣∣ (E(n))ii(R̃(n))ii

∣∣∣∣+∑
r,s

ρriρsi

∣∣∣∣(R̃(n) + E(n))rs
(R̃(n))ii

∣∣∣∣
+

∑
r

ρri

∣∣∣∣(R̃(n) + E(n))ri + (R̃(n) + E(n))ir
(R̃(n))ii

∣∣∣∣
}
.
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Hệ quả 4.1.1. Nếu δ là đủ nhỏ, và tất cả các giả thiết của Định lý 4.1.1 thỏa
mãn, thì ta có

|λi − µi| = O(δ), i = 1, 2, . . . , d.

4.2. Số mũ Lyapunov của hệ phương trình sai phân suy biến

tuyến tính thu được bằng phương pháp rời rạc hóa

Xét một hệ PTVPĐS tuyến tính (4.1) với các hệ số đủ trơn. Với một bước lưới cho
trước h > 0, áp dụng sơ đồ Euler hiện cho phương trình (4.1) tại các thời điểm rời
rạc tn = t0 + nh, với các số nguyên n = 0, 1, . . . , thu được

E(tn)
x(n+ 1)− x(n)

h
= A(tn)x(n), n ≥ 0, (4.18)

phương trình này tương đương với

Ê(n)x(n+ 1) = Â(n)x(n), (4.19)

trong đó Ê(n) = E(tn), Â(n) = E(tn) + hA(tn), và x(n) ≈ x(tn). Bằng việc nhân cả
hai vế của phương trình (4.1) với một ma trận không suy biến thích hợp P (t) từ
bên trái, chúng ta thu được một PTVPĐS dạng biến đổi[

E1(t)

0

]
x′(t) =

[
A1(t)

A2(t)

]
x(t), t ≥ t0. (4.20)

Nhân cả hai vế của phương trình (4.19) bởi ma trận P (tn), ta được[
Ê1(n)

0

]
x(n+ 1) =

[
Ê1(n) + hÂ1(n)

Â2(n)

]
x(n), n ≥ 0, (4.21)

trong đó Ê1(n) = E1(tn),

[
Â1(n)

Â2(n)

]
=

[
A1(tn)

A2(tn)

]
.

Như vậy, không mất tính tổng quát, chúng ta giả sử hệ (4.1) được cho dưới
dạng không có tính lạ (4.20).

Định nghĩa 4.2.1. PTVPĐS tuyến tính không có tính lạ (4.20) được gọi là không

có tính lạ vững nếu ma trận Ē(t) =

[
E1(t)

A2(t)

]
có nghịch đảo bị chặn với mọi t ≥ t0,

nghĩa là, ma trận Ē(t) không suy biến và ma trận nghịch đảo tương ứng của nó bị
chặn đều với t ≥ t0.

Bổ đề 4.2.1. Sơ đồ Euler hiện áp dụng cho PTVPĐS không có tính lạ vững (4.20)
sẽ sinh ra một hệ PTSPSB tuyến tính không có tính lạ (4.21).

Đặt {λi}di=1 là các số mũ Lyapunov chính xác của PTVPĐS (4.20) và {µi}di=1

là số mũ Lyapunov của PTSPSB (4.21).
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Định lý 4.2.1. Xét PTVPĐS không có tính lạ vững (4.20) và hệ rời rạc hóa tương
ứng của nó (4.21). Nếu hệ (4.20) là tách được tích phân, thì chúng ta có ước lượng

|λi − µi| = O(h),

với bước lưới h đủ nhỏ.

4.3. Thử nghiệm số

Trong phần này, chúng tôi trình bày ba ví dụ để minh họa các kết quả lý thuyết

của phần trước. Ở ví dụ đầu tiên, chúng tôi xấp xỉ các số mũ Lyapunov của một
hệ PTSP bằng thuật toán QR. Trong ví dụ thứ hai và thứ ba, chúng tôi xây dựng
một PTSPSB từ một hệ PTVPĐS không có tính lạ qua sơ đồ Euler hiện với các
bước lưới khác nhau nhưng cố định. Mặc dù trong thực tế tính toán chúng ta hầu
như không sử dụng sơ đồ hiện cho việc giải số các PTVPĐS và xấp xỉ phổ của
chúng, mục đích của chúng tôi ở đây là minh họa phương pháp QR và các kết quả
trong phần 4.2. Cuối cùng, chúng tôi so sánh các số mũ Lyapunov tính toán của
hệ PTSPSB với các số mũ Lyapunov của hệ PTVPĐS ban đầu để đánh giá độ tin
cậy của phương pháp.

Kết luận chương

Trong chương này, chúng tôi đã đề xuất và nghiên cứu phương pháp số dựa trên
phân tích QR để tính các số mũ Lyapunov của các PTSPSB tuyến tính. Phương
pháp này được áp dụng cho PTSPSB đã được biến đổi về dạng không có tính lạ.

Ở mỗi bước thời gian, ta cần phải giải hệ tuyến tính và thực hiện trực giao hóa
lại nghiệm bởi một phép phân tích QR. Trong phân tích sai số, một phép đổi biến
trực giao được sử dụng để biến đổi PTSPSB tuyến tính không lạ ban đầu thành
dạng khối, từ đó rút ra được một PTSP dạng căn bản. Cách thiết lập này cho
phép chúng tôi thu được một cận trên của sai số cho các số mũ Lyapunov được
tính toán.

Chúng tôi cũng đã nghiên cứu mối quan hệ giữa phổ của một PTVPĐS và
PTSPSB thu được từ việc rời rạc hóa thông qua phương pháp Euler hiện. Dưới
các giả thiết phù hợp, chúng tôi cũng đã chứng minh rằng các số mũ Lyapunov
của PTSPSB hội tụ về các số mũ của hệ PTVPĐS ban đầu khi bước lưới tiến tới
0. Các thử nghiệm số được thực hiện để minh họa cho các kết quả lý thuyết.

29



Kết luận và kiến nghị

Kết quả đạt được của luận án
Luận án đề xuất phương pháp QR bao gồm QR rời rạc và QR liên tục kết

hợp với phương pháp kiểm soát sai số và lựa chọn bước đi như HERK và ESDIRK
để xấp xỉ số mũ Lyapunov của PTVPĐS dạng nửa tuyến tính. Luận án cũng đã
nghiên cứu lý thuyết, các tính chất, và phương pháp số để tính toán các số mũ
cũng như khoảng phổ Lyapunov của hệ PTSPSB.

Các kết quả chính của luận án bao gồm:

1. Mở rộng các khái niệm về số mũ Lyapunov cho hệ PTVPĐS nửa tuyến tính.
Đưa ra thuật toán QR kết hợp phương pháp HERK và ESDIRK một cách
chi tiết, sau đó là phân tích sai số của việc tính toán số mũ Lyapunov theo
phương pháp số. Một số thử nghiệm số đã được đưa ra và so sánh tính hiệu
quả của các phương pháp số.

2. Xây dựng lý thuyết và các tính chất của số mũ Lyapunov cho hệ PTSPSB chỉ
số 1 được biến đổi về dạng không có tính lạ.

3. Sử dụng phương pháp QR để tính toán xấp xỉ số mũ và khoảng phổ Lyapunov
của PTSPSB không có tính lạ. Thực hiện phân tích sai số để thể hiện tính
hiệu quả của thuật toán. Tiếp theo, chứng minh được số mũ Lyapunov của
PTSPSB thu được qua một phép rời rạc hoá dạng hiện sẽ tiến tới số mũ của
PTVPĐS ban đầu khi bước lưới h tiến tới 0. Cuối cùng, một số thử nghiệm
số đưa ra để minh hoạ cho các kết quả lý thuyết.

Một số vấn đề có thể tiếp tục nghiên cứu:

1. Mở rộng các phương pháp số cho PTVPĐS dạng tổng quát. Nghiên cứu thêm
về phương pháp số để giải phương trình phi tuyến cho thành phần trực giao Q
phát sinh trong quá trình sử dụng thuật toán QR liên tục kết hợp với phương
pháp ESDIRK.

2. Mở rộng việc tính toán các số mũ Lyapunov cho hệ PTSPSB dạng nửa tuyến
tính và hệ PTSPSB chuyển mạch.

3. Tính toán số mũ Bohl, phổ Sacker-Sell cho các hệ PTVPĐS phi tuyến dạng
tổng quát có chỉ số 1, PTSPSB phi tuyến có chỉ số 1.
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Danh mục công trình khoa học của
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