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MG dau

Lich s van dé va ly do chon dé tai

Dé nghién ctu tinh 6n dinh ctia hé tuyén tinh, cac khai niem khac nhau vé pho
nhu phd Lyapunov, pho Bohl, va pho Sacker-Sell trong nhiéu nam qua da dudc
nghién cttu, bat dau tir luan an clia A. M. Lyapunov vé s6 mil dic trung (phuong
phép thtt nhat Lyapunov) cho hé phuong trinh vi phan duge cong bé nam 1892.
Tiép theo cidc ¥ tudng tir luan an cia Lyapunov, s6 mil Lyapunov cing véi 1y
thuyét on dinh ctia né da duge phat trién béi nhiéu tac gia khac nhu Perron, Bohl,
Bylov, Izobov, Millionshchikov, ...

S6 mii Lyapunov, hay s6 mil dic trung Lyapunov, mo ta téc do ting trudng
cia nghiém ctia cdc phuong trinh vi phan (PTVP) tuyén tinh v6i hé s6 phu thuoc
thoi gian va bang cach tuyén tinh héa theo cac quy dao nghiem dé xac dinh téc
do hoi tu ho#ic phan k¥ clia cac qui dao gan dé déi véi cac PTVP dang phi tuyén.
Cac khai niém ciing cac tinh chat ctia sé6 mii dac trung Lyapunov, ciing nhu su 6n
dinh ctia s6 mii Lyapunov dudc trinh bay trong sach chuyén khéo ctia Adrianova,va
cuon sach nay duge sit dung nhu mot phan giéi thiéu dé tiép can vé viec sit dung
s6 mii Lyapunov trong 1y thuyét on dinh.

Trai ngudc véi su phét trién manh mé ctia cac két qua vé 1y thuyét, cac phuong
phap s6 nhim tinh toan s6 mii Lyapunov ciing nhu cac khodng pho Lyapunov va
pho Sacker-Sell chi méi duge quan tam nghién citu trong thoi gian tuong déi gan
day. Trong mot loat cac cong trinh ctia minh, Dieci v Van Vleck da gia thiét tinh
chat tach dugc tich phan clia ma tran nghiém co ban dé dadm bao tinh én dinh khi
xap xi cidc s6 mil Lyapunov. Dic biét hon, cac tac gia da chi ra rang néu he tam
giac trén c6 duong chéo véi tinh chat tach dugce tich phan, thi duong chéo nay c6
thé stt dung dé xap xi s6 mil ciing nhu khoang pho Lyapunov.

Tong quat héa mot s6 cac két qua ve Iy thuyét tit PTVP thuong t6i phuong
trinh vi phan dai s6 (PTVPDS), chi gan day ly thuyét phd mdi duge mé rong
tit PTVP t6i PTVPDS. V6i cach tiép can dua vao cac phép bién doi thich hop
PTVPDS chi s6 1 duge dua vé dang khong c6 tinh la, nhém tac gid Vi Hoang Linh
va Volker Mehrmann da md rong cac khai niem vé s6 mii, khoang phd Lyapunov,
Bohl va Sacker-Sell cho PTVPDS tuyén tinh khong c6 tinh la c6 dang:

Et)2'(t) = A(t)z(t), © € I = [ty, 00), (1)
“ _ El(t> _ A1<t) N axm 3

trong d6 E(t) = l 0 }, At) = l Ast) | con E; € C(I, R*™™™), va

Ay € C(I, RU"=0)xm) 13 cac ma tran hang du theo hang.
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Bing viéc stt dung phép bién doi phit hgp dé dua PTVPDS khong cé tinh la
vé PTVP cian ban dang an, cac tac gia Vit Hoang Linh va Volker Mehrmann da
phat trién cac phuong phap QR tit PTVP cho viéc tinh toan cac doan pho cla
PTVPDS. Hon nita, cac tac gia ciing da trinh bay mot phan tich vé nhiéu va phan
tich sai s6 dé chting minh cho do tin cay cta cac thuat toan dua ra.

Trong khi d6, PTVPDS xuat hién trong thuyc té nhu cdc mo hinh ctia hé co
hoc, hé mach dién, phan tng héa hoc va nhiéu mo hinh khac déu duge mo hinh
héa duéi phuong trinh dang phi tuyén. Do vay, trong luan an nay, ching toi mong
muén nghién citu md rong cac khai niém vé s6 mii Lyapunov ciing nhu phuong
phap sb cho viéc tinh toan céc s6 mii Lyapunov cho he PTVPDS nita tuyén tinh
c6 dang

E(t>x/(t> = f(ta J](t)), tel (2)

trong d6 [ =1[0,00), 2 : I = R™ E:T— R™™ va f = f(t,z) : I x R™ — R™ la céc
ham du tron véi cac dao ham riéng bi chin. Ma tran E dugce gid thiét 1a suy bién
va ¢6 hang hang v6i moi t > 0.

Chuyén sang hé 16i rac theo thoi gian, cac két qua vé 1y thuyét s6 mit cho hé
phuong trinh sai phan (PTSP) thuong dang

z(n+1)=An)x(n), neN, (3)

trong d6 (A(n))nen 1a mot day cac ma tran kha nghich, bi chan cé ¢6 m x m sao
cho (A1 (n))nen bi chin, cling da dugce nghién ciu bdi Adam Czornik va cac cong
sit. Cac tac gia da st dung s6 mil Lyapunov dé diic trung cho tinh 6n dinh mii va
toc do tang trudng theo nghiém ctia hé trén.

Trong nhitng nam gan day, cdc nha nghién cttu da c6 nhiing syt quan tam 16n
dén phuong trinh sai phan suy bién (PTSPSB) (hay con goi 1a hé mo ta, PTSP
an) do chting c6 nhiéu tng dung trong thiec té, ching han nhu moé hinh dong hoc
Leontiev ctia nganh kinh té da thanh phan, mo hinh tang truéng dan sb6 Leslie,
hay cac bai toan diéu khién t6i wu clia hé roi rac suy bién .... Xét he PTSPSB c6
dang sau

E(n)z(n+1) = A(n)xz(n) + q¢(n), n € N(nyp), (4)

trong do E(n), A(n) € R™* ™ q(n) € R™, N(ng) ki hi¢u céc s6 nguyén 16én hon hoic
bing s6 nguyén cho trude ng, va E(n) dude gia thiét 1a suy bién véi moi n > ng. Ly
thuyét 6n dinh va sé mii clia hé sai phan suy bién méi dugc nghién citu gan day va
cac cong trinh lién quan dén né thi vAn con han ché. Tuy nhién, theo hiéu biét ctia
ching toi thi Iy thuyét vé s6 mii Lyapunov cho he PTSP suy bién van chua dugc
phét trién day di mic du 1y thuyét vé s6 mit Lyapunov tuong ng cho PTVPDS
da duogc nghién ctiu kha day da. Trong luan an nay, ching toi thiét lap mot s6 két
quad cho 1y thuyét vé s6 mit Lyapunov cho PTSPSB duge dua vé dang khong
c6 tinh la.

Song song véi ly thuyét vé cac s6 mi Lyapunov, cac két qua vé phuong phap
s6 dé xap xi s6 mit Lyapunov, doan pho Sacker-Sell cho hé lién tuc nhu PTVP
thuong va PTVPDS da dugc nghién cttu. Cac tac gia Dieci va Van Vleck da buéce
dau nghién cttu vé tinh toan s6 mi Lyapunov cho hé dong luc roi rac. Vi vay,



trong luan 4n nay, ching toi dé xuat hudng tiép can dya trén chi so la, theo do
bai toan dugc bién déi vé dang khong c6 tinh la. Nho d6, c6 thé 4p dung hieu
qué phuong phap QR dé tinh toan xap xi cac so6 mil Lyapunov va khoang pho cho
hé sai phan an suy bién. Hon nita, ching ta thay ring hé sai phan suy bién xuét
hien mot cach tu nhieén khi ta roi rac PTVPDS bdi mot phuong phap so6, vi
du nhu viec ap dung phuong phap Euler hién véi bude luéi déu h cho ta thu
dugc hé sai phan an. Trong luan an nay, ching t6i ciing xét moi lien he gitta s6
mil Lyapunov ctia he PTVPDS va hé roi rac tuong ting ctia né sé nhu thé nao khi
buée luéi b tién t6i 0.

P6i tuong va pham vi nghién ciu
Luan an tap trung nghién citu viéc tinh toan s6 mi va khoang pho ctia hé
PTVPDS va hé PTSP an nhu sau.

1. Bai toan 1 nghién citu viéc tinh toan xap xi s6 mii Lyapunov ctia he PTVPDS
ntta tuyén tinh dang bang phuong phap QR rdi rac va lién tuc, trong dé6
viec gidi PTVPDS dugce thuce hién bang nhiéu phuong phap sd khac nhau. Sau
do6, ching toi dua ra viéc phan tich sai s6 ctia viéc tinh toan s6 mii Lyapunov
dé thé hien do tin cay ctia thuat toan.

2. Bai toan 2 nghién citu s6 mii Lyapunov véi cac tinh chat ctia n6é nhu tinh chinh
quy, tinh 6n dinh cho hé dugc bién ddi vé dang khong co tinh la.

3. Bai toan 3 nghién ciu viéc tinh toan xap xi s6 mil va khoang pho ciia hé sai
phan an (4 dugc cho duéi dang khong cé tinh la. Hon nita, chiing ta thay ring
hé sai phan suy bién xuat hiéen mot cach tir nhién khi ta roi rac héa PTVPDS
bdi mot phuong phéap s6, vi du nhu viéc ap dung phuong phap Euler hién véi
bude lusi déu h cho bai toan ta thu dugc hé sai phan an. Sau do, ta sé
nghién citu moi lien heé gitta s6 mii Lyapunov cia phuong trinh vi phan dai s6
va hé roi rac tuong ting clia n6 khi budc luéi h tién t6i 0.

Phuong phap nghién ciu
Phuong phap nghién citu dira trén phan tich 1y thuyét két hop thit nghiem s6
bao gom

1. Phuong phép téach/phan ra he an dua trén 1y thuyét chi s6 la/chi s6 tractability.
2. Phuong phap nghién cttu s6 mii cho hé thuong ctia Lyapunov.
3. Phuong phap QR dé xap xi sob.

4. Giai s6 PTVPDS bang cac phuong phap nhung v6i ude luong sai s6 va chién
luge chon buée luéi ty dong.



B6 cuc cta luan an

Ngoai phan md dau, két luan, danh muc cic cong trinh clia tac gid, va danh
muc tai lieu tham khdo, luan an dugc chia thanh bén chuong:

Chuong 1. Kién thtc chuan bi

Chuong 2. Tinh toan sé mil Lyapunov cho hé phuong trinh vi phan dai s6 niia
tuyén tinh

Chuong 3. S6 mit Lyapunov ctia hé phuong trinh sai phan suy bién tuyén tinh

Chuong 4. Tinh toan s6 mii Lyapunov cho hé phuong trinh sai phan suy bién
tuyén tinh

Cac két qua ctia luan an nay dugc lay tit 3 bai bdo trong danh muc cong trinh
khoa hoc ctia tac gia, va ciing da duge bao cao tai:

1. Xémina ctia bo mon Toan hoc tinh toan va Toan ting dung, Khoa Toan — Co
— Tin hoc, Truong Dai hoc Khoa hoc Ty nhién, Dai hoc Quoc gia Ha Noi.

2. Hoi nghi Khoa hoc Khoa Toan — Co — Tin hoc, Truong Dai hoc Khoa hoc
Ty Nhién, Dai hoc Qudc gia Ha Noi, 10-2024.

3. Hoi thao “Dynamical systems and related topics” tai Vien Nghién cttu Cao cap
vé Toan (VIASM), 03/01,/2023 - 06/01/2023.

4. Hoi thao “2024 International Conference on Dynamical systems and related
topics”, Da Nang, 29/01/2024-02/02/2024.



Chuong 1

Kién thitc chuan bi

1.1. Ly thuyét s6 mii Lyapunov cho phuong trinh vi phan thudng
va phuong trinh vi phan dai s6 tuyén tinh

1.1.1. Ly thuyét sé mi Lyapunov cho phuong trinh vi phan thudng

Xét he tuyén tinh
' (t) = A(t)z(t), xe€C" A€ty ), (1.1)

trong d6 A 1a ma tran he s6 lien tuc va bi chin déu theo t: sup, | A(t)| < co. Ma
tran nghiém co ban cta he (L.I), ky hieu 1a X, la ma tran ma cac cot ctia n6 la n
nghiem doc lap tuyén tinh x1(#),...,2,(¢) ctia he (L.1)). Dé dinh nghia pho theo so
mil Lyapunov, cho X la ma tran nghiém co ban cua hé , ta dua ra cac gia tri

1
Ai = limsup —In || Xe;||, i=1,...n, (1.2)
t—oo U

trong do e; ki hiéu ciia vecto don vi thit i. Khi tong 7 | \; dat gia tri nho nhés
do6i v6i tat ca cac ma tran nghiém co ban, thi \; dude goi 1a cac s6 mii Lyapunov
hay cac s6 mil dic trung Lyapunov ctia hé, vA ma tran nghiém co ban tuong tng
dugc goi 1d mot co sé chuan tic. V6i gia thiét ma tran hé s6 A bi chan thi cac sb
mi Lyapunov la hitu han.

Ta c6 dinh nghia co dién vé pho Lyapunov theo dinh nghia sau.

Dinh nghia 1.1.1. Mot tap cac so6 mii dic trung khac nhau clia cac nghiem duge
goi 1a pho.

1.1.2. S6 mii Lyapunov cho phuong trinh vi phan dai s6 tuyén
tinh

Xét he PTVPDS tuyén tinh duge bién doi vé dang khong c6 tinh la nhu sau
B2 (1) = Aft)a(t), t e, (1.3)
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trong do
_ | Ei(®) | A®)
Ey € C(I, R™™) va Ay e C(I, Rm=dxm) 13 cac ma tran hang di theo hang. Hon

nita, ma tran
E(t) = l Edlt) } (1.4)

13 khong suy bién v6i moi t € 1.
Dau tien, ching ta dinh nghia vé ma tran nghiém co ban.

Dinh nghia 1.1.2. Mot ham ma tran X € ¢'(I, R™*%) dugc goi 14 ma tran nghiem
co ban t6i thiéu ctia (1.3) néu mdi cot cia né la mot nghiém cta he (1.3) va
rankX (t) = d, v6i moi t > 0.

Tiép theo, ta dinh nghia vé s6 mii Lyapunov nhu sau.

Pinh nghia 1.1.3. Cho mot ma tran nghiém co ban t6i thiéu X ctia mot he
PTVPDS khong c6 tinh la dang (1.3)), ching ta dua ra céc gia tri

1 1
AY = limsup = In || X (¢)e;], A =liminf = In || X (t)el, i=1,2, ..., d,
t—oo i

t—00 t

trong dé e; ky hiéu 1a vecto don vi chuan tht i. Cac ¢ot clia mot ma tran nghiem
co ban tdi thiéu c6 dang mot co s6 chuan tic néu nhu tong Zle A¢ 1a nho nhat.
Cac sd A i = 1,2,...,d, tuong tng véi nghiém X (t)e; thude mot co sé chuan tac
duge goi 1a 86 mit Lyapunov (hay s6 mt Lyapunov trén). Tap cac s6 mit Lyapunov
dugc goi la pho Lyapunov ctia PTVPDS ([1.3).

1.2. Phuong phap s6 giai phuong trinh vi phan dai s6 phi tuyén

Xét bai toan gia tri ban dau PTVPDS phi tuyén ¢6 cau tric dang
(1.5)

tren mot doan I = [tg,T] € R, trong d6 x € CY(I; R™), E € CY(I; R™>™) vA mot
dieu kién ban dau tuong thich x(tg) = 0.

Ching ta cling gid st rang f = f(t,u,v) : I x R™ x R™ — R™ vi g = g(t,u) :
I x R™ — R™2 my +ms = m, la cac ham du tron véi cac dao ham riéng bi chin.
Hon nita, nghiém duy nhét ctia bai toan ((1.5)) ton tai va

g

Ju

] 12 khong suy bién doc theo nghiém chinh xac x(t). (1.6)



Tan dung cau tric ctia bai toan, Vit Hoang Linh vi Nguyén Duy Trudng da deé
xuat bién ddi bai toan (1.5)) vé dang
f(t, 2(t), (Bx)(t) — E'(t)z(t)) = 0,
g(t, z(t)) = 0,
c6 ciing tap nghiém nhung cé cau tric tuong duong véi he PTVPDS nitta hién chi
so 1. Tu do, cac tac gia da xay dung cac phuong phap Runge-Kutta ntta hién va
phuong phap Runge-Kutta an dé giai bai toan PTVPDS (1.5) ma vAn bdo toan
duogc cap chinh xAc.

(1.7)

1.2.1. Phuong phap Runge-Kutta nita hién (HERK)

1.2.2. Phuong phap Runge-Kutta véi kiém soat sai s6 va luwa chon
budc luéi

1.2.3. Phuong phiap Runge-Kutta an véi dudng chéo don dang
hién (ESDIRK)

1.3. Phan tich QR cua ma tran

Phan tich QR ctia mot ma tran A € R™*" v6i m > n la viéc phan tach A thanh
tich A = QR. Trong phan tich QR day du, @ € R™*™ la mot ma tran tryc giao va
R € R™*" ]a mot ma tran tam giac trén (hinh thang trén).

Xét A € C™"(m > n) la ma tran hang du v6i hang n. Sy ton tai ciia phan tich
QR dugc cho bdi dinh 1y sau

Dinh ly 1.3.1. Moi ma tran A € C™"(m > n) c6 mot phan tich QR day di, va
nhu vay no cung cé phan tich QR thu gon.

Trong khi d6 diéu kién dé phan tich QR la duy nhat thi ta can ma tran A la
hang du theo cot.

Dinh ly 1.3.2. Moi ma tran A € C™<"(m > n) vdi hang di theo cot c6 mot phan
tich QR rut gon duy nhat A = QR vdi cdc phan ti trén duong chéo cia R la duong.

Trong trudng hop ma tran A cé cac phan tit 14 ham s6 theo bién ¢, ta xét bai
toan thiét lap cac diéu kien di dé mot ma tran ham tron A(t) ton tai phan tich
QR duéi dang A(t) = Q(t)R(t), dong thoi ddm bao tinh tron clia cdc thanh phan @
va R theo bién t. Bai toan dan dén viec phan tich QR cho ma tran ham A(t) xuat
phat tir viéc tinh toan cac s6 mii Lyapunov, trong d6 ma tran A thuong déng vai
tro 1a nghiem co ban ctia mot he PTVP tuyén tinh va duge gid thiét c6 hang du
v6i moi t. Dieci va Eirola da dua ra diéu kién du cho viéc phan tich tron ctia mot
ma tran ham.

Meénh dé 1.3.1. Bat ki ma tran hang di theo cot A € C* c6 mot phan tich QR
sao cho A= QR vdi Q,R, € CF.



Chuong 2

Tinh toan s6 mii Lyapunov cho hé
phuong trinh vi phan dai s6 ntta tuyén
tinh

Trong chuong nay, ching t6i sé xay dung va nghién ctu cac phuong phap s6 dé
tinh toan cac s6 mi Lyapunov cho cac PTVPDS ntta tuyén tinh c6 dang

E@)'(t) = f(t,z(t)), t e I =0, 00), (2.1)

trong d6 x : I - R™ E: T — R™"™ va f = f(t,z) : [ x R™ — R™ la cac ham du
tron véi cac dao ham riéng bi chan. Ma tran £ dudgc giad thiét 1a suy bién, nhung c6
hang hing v6i moi ¢t > 0. Chung ta cling gia st rang bai toan gia tri ban dau cho
PTVPDS v6i mot dieu kién ban dau tuong thich x(0) = zg sé ¢6 mot nghiem
duy nhét du tron trén I.

2.1. S6 mii Lyapunov cho hé phuong trinh vi phan dai s6 nia
tuyén tinh

Xét he PTVPDS (2.1]) dudi dang khong c6 tinh la va xét bai toan bién phan tuyén
tinh doc theo mot nghiém cu thé x*(t)

Bty () = A@®y(t), t €L (2.2)
trong do

. E1<t) _ 8_f *\ Al(t)

va By € C(I, R™™) va Ay € C(I, Rm=9*™) 13 cAc ma tran hang di theo hang. Gi

thiét khong c6 tinh la nghia 1a ma tran

B(t) = [ Ealt) } (2.3)



12 khong suy bién véi moi t € 1.
V6i mot qui dao nghiem da duge xac dinh z*(t), ching ta xét hé bién phan
tuyén tinh (2.2). Nhu vay, v6i ma tran nghiém co ban tdi thiéu Y (¢), ma tran

A =limsup Ay, (t) := lim sup(YT(t)Y(t))% (2.4)

t—00 t—o0

duogce xac dinh tot dudi mot s6 gia thiét ve tinh bi chan va né 1a mot ma tran doi
xting xac dinh duong. Néu chung ta ky hieu {p;, p;} 1a cac vecto riéng va gia tri
rieng clia A sao cho Ap; = p; pi, va p] Ap; = p;, thi cac s6 mit Lyapunov tuong ting
véi quy dao z*(t) clia duge cho béi

% 1
Ai =In(p;) =In (lim sup(Y (¢)pi, Y(t)pl)) =limsup-In||Y(&)pil|, i=1, ..., d,
t—00 t—oo U
(2.5)

trong d6 (z,y) = 2Ty va ||z]| := (z, z)2.

2.2. Phuong phap Runge-Kutta véi uéc lugng sai sé va lua chon
buéc 1uéi

Dé tinh toan cac s6 mit Lyapunov, chiing ta can tién hanh tich phan dong thdi ca
hai he PTVPDS va, trén cting mot phuong phap s6. Cu thé, he (2.1)
dugce giai véi mot dicu kien ban dau tuong thich dé xac dinh nghiém z(¢). Song song
v6i qua trinh do, cdc hé s6 clia ma tran A(t) trong hé sé duoc xac dinh. Sau
do, ching toi xap xi cac s6 mi Lyapunov ctia he PTVPDS tuyén tinh (2.2)). Trong
muc nay, dé tich phan s6, chiing t6i sit dung phuong phap Runge-Kutta nhing véi
kiém soat sai s6 va Iua chon cac bude luéi phit hop mot cach tu dong theo mot gidi
han sai s6 cho truée. Nham t6i wu héa hieu qua tinh toan va gidm thiéu chi phi
thyc hién, ching to6i giéi thiéu cac phuong phap Runge-Kutta nita hien (HERK)
va cac phuong phap Runge-Kutta an duong chéo don dang hien (ESDIRK).

2.3. Cac phuong phap QR

2.3.1. Phuong phap QR rdi rac

Dau tien, ta lya chon mot buéc luéi ban dau hy vd cho ma tran ban dau Yj

xéc dinh tai thoi diém ¢y ctia he tuyén tinh héa (2.2). Thuc hién phan tich QR:

Yy = Q(to)R(ty), trong d6 R(ty) c6 cac phan ti trén duong chéo 1a duong.
V6ij=1,2,..., N, gid st Y(t, tj_1) 1a nghiem s6 cia BTGTBD

E(t)Yl(t, t]’_l) = A@t)Y(t, tj_l), (26)
Y(tj-1,tj-1) = Qtj-1).



Tai bude thit j, ta tiép tuc thyc hién phan tich QR

Y(tj, tj-1) = Q(t;)R(t;, tj-1), (2.7)

trong d6 R(tj, tj—1) ¢6 cac phan tit trén dudng chéo duong nham ddm béo tinh
duy nhat ctia phan tich. Tu d6, thu duge phan tich QR cta Y(¢;) dudi dang
Y(t;) = Qt;)R(t;), trong do

R(tj) = R(tj, t]’_l)R(lfj_l, tj_z) . R(tz, t1)R(t1, to)R(to). (28)

Dura trén két qua nay, cac s6 mit Lyapunov trén dude xap xi béi

1
A =limsup —In (R(t)y), i =1,2,...,d, (2.9)
t—00 t
trong d6 R(t);; 1a phan ti dudng chéo thit i ciia R(¢) va duge xap xi béi In (R(;)i;) =
! In(R(t,t-1)i). Cong thiic cho cac xap xi clia cac gia tri Al duge xac dinh tuong
tu nhu vay. Thuat toan QR roi rac duge cho bdi dang ma gia nhu sau.

Thuat toan 2.3.1. Dau vao: Cho PTVPDS (2.1) trén mot doan [0, T], véi didu
kien ban dau tuong thich z(tg) = zg, Yo € R™*P, sai s6 cho trude TOL, va mot bude
luéi cho trude hg, 7 € [0,T].

Dau ra: Céc s6 mit Lyapunov xap xf A%, AL i=1,2,..., p<d.

Khdi tao:

e Dat to := 0, va thyc hién phan tich QR Y (¢y) = Qo Ry, trong d6 Ry c¢6 cac phan
tir trén duong chéo duong.

o Dt \i(to) := 0 va si(tg) :=0 v6ii =1, ..., p dé tinh toan tong trong cong thiic

9.
Trong khi t; < T
1. Néu tivi=tj+h; >T, thi hj =T —tj;

2. Gidi BTGTBD (2.1)) va hé bién phan tuyén tinh (2.6) trén cuing cic nac. Ky
higu nghiem s6 dugc tinh toan tai thoi diém ¢ = ;1 12 741, Yj41 clia phuong
phap ¢6 cap chinh xac 1a 5 va #;41, Yj11 clia phuong phap ¢6 cap chinh xéc la
4.

3. Tinh

error = max [(Z541): — ( j+1)z|, va  Apew :frac.hj<

1<i<m (14 |(Zj41)i) error

1
TOL) P

4. Néu error < TOL (buéc di duge chap nhan), thi tién hanh phan tich QR
Yj+1 = Qj11Rj41 dé xac dinh thanh phan R;; v6i cAc phan tii trén duong
chéo la duong.
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Sau d6 ta cap nhat cac s6 mil Lyapunov:

tivn =tj+hj; Y1) = Qjra; a(tjp1) = Tjp1;
Si(t]‘+1) = SZ'(tj) + In (RjJrl)Z‘Z' va )\i(t]qu) = #Si(tﬁrl), véii=1,2,...,p.
Néu can ta kiém tra tinh chat tach duge tich phan bang cach st dung {s;}?_;.
Cai dat hjt1 = min{hpew, a2hj} va di dén doan tiép theo.
Ngugc lai, cai dat hj = max{hpew, ar1h;} (bude ludi duge diéu chinh) va quay
lai buée thu 2.

5. Tinh Sz‘(thrl) = Si(tj) + In (RjJrl)n', )\i(tjqu) = %Si(thrl)-

+1

Cap Ilhat minTgtSth )\z(t) va maXr<t<t;iq )\Z (t)

2.3.2. Phuong phap QR lién tuc

Lay dao ham Y = QR va thay bicu thitc nay vao he PTVPDS tuyén tinh héa ciia
hé (2.1)), ta thu dugc

EQ + EQR'R™! = AQ. (2.10)
Luu § rang phuong trinh dai s6 ctia (2.10) théa man A2Q = 0. Lay dao ham cua
biéu thitc nay ta dugeA,Q + A2Q" = 0; két hop véi phuong trinh (2.10) dan dén he

E(Q +QRR™Y) = AQ, (2.11)

trong do
- | Ex | A
e [5] a4 ) .
Tiép theo, ta thiét lap cong thic dé biéu dién cho QTQ’. Céc tac gia Linh va
Mehrmann da chi ra rang ton tai mot ham ma tran hang da theo cot, bi chan
P € C(I, R™*P), va mot ham ma tran tam giac trén khong suy bién £ € C(I, RP*P)

sao cho
P'E=£Q" (2.13)

thda man. Hon nita, néu ap dung diéu kien chuan hoa PTP = I, vi cac phan ti
tréen duong chéo ctia £ 1a duong, thi P va &€ sé dude xac dinh duy nhat. Biang viéc
nhan (2.11)) tit bén trai béi ma tran PT duge dinh nghia ¢ (2.13)), ta thu duge

EQTQ +ERR = PTAQ.

Dat B := RR™L, S(Q) = [3:;(Q)] = QTQ', va K := PTAQ, diéu nay kéo theo
S(Q) = £'K — B. Do S(Q) 1a ma tran phan déi xting vd B 1a ma tran tam giac
trén, nén phan tam gidc duéi chiit clia ma tran S(Q) trung v6i phan tam gidc dudi
chit ctia ma tran W := [w; ;] = 'K, ky higu 1a low(W). Do dé, ta cé biéu dién
S(Q) = low(W) — [low(W)]T, hay cac phan t1t s;; clia ma tran S(Q) dude xac dinh
bdi o

Wij, 1>17,
Si,j = 0, i=yj, 1<4,j<p (2.14)
—Wji j, 1 <7,
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Nhu vay, Q dudce xac dinh bang viéc gidi BTGTBD cho he PTVPDS khong c6
tinh la dang
EQ = —EQ(W — 5(Q)) + AQ. (2.15)

Bang cach dit A = K — £S(Q) = PTAQ — £Q7Q’, PTVP cho thanh phan R
duge thiét 1ap duéi dang phuong trinh ma tran tam giac trén c6 ¢d p x p

ER = AR, hay tuong duong véi R’ = BR. (2.16)

Do hé (2.16]) 1a tam giac trén va cdc phan tit dudng chéo ctia S(Q) bang 0, he
PTVP v6 huéng duge xac dinh nhu sau

7” .

hi = Wi, (2.17)

trong d6 w;;, i = 1, ..., p 1a phan tit duong chéo thi i clia ma tran W. Cac dai
luong nay duge xac dinh thong qua cadc ham phu ¢;(t) bang cach gidi BTGTBD

i (1) = wii(t), di(te) =0, (i=1,2, ..., p). (2.18)
Cubi cuing, cac ham );(t) duge xac dinh bdi

() = %@(t), i=1.2... . (2.19)

va cac gidi han ctia ching khi t — oo dudc xap xi.
Dé tom tét cac bude da mo ta & trén, ching toi da dua ra thuat toan QR lien
tuc nhu sau.

Thuat toan 2.3.2. Dau vao: Cho PTVPDS trén mot doan [0, 7], v6i diéu
kien ban dau tuong thich x(tg) = zg, v Qo = Q(tp) 14 mot gia tri ban dau cla
([2.17)), sai s6 cho trude TOL, va mot budc ludi ban dau hg, H du 16n, H € (0,T).
Dau ra: Cac s6 mfi Lyapunov xap xi A%, AL i=1,2, ..., p.
Khéi tao:

e Dit j =0, to:= 0. Tinh P(t), E(to), vd K(tp) nhu trong cong thic (2.13).
e Tinh W(tp) theo cong thic E(ty)W (ty) = K (o).
e Dat \i(to) :=0va ¢;(tg) :==0v6ii=1,...,p.
Trong khi t; <T
1. Néutjy1 =tj+h; >T, thi hj =T —t;;

2. Gidi BTGTBD cho PTVPDS va he trén cling cac nac dé tinh
z(tj+1) v& Q(tj41) trén [t;, t;41]. Ky higu cdc nghiém s6 tinh toan tai t = ;1
14 741, Q;4+1 clia phuong phép c6 cap chinh xac 1a 5 va i41, Q41 clia phuong
phap c6 cap chinh xac 13 4.
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3. Tinh

1
Zi1)i — (F541)i TOL\ 7™
error = max (7 11): — (Zj+1)i] V& hpey = frac.h; :
1<i<d (14 |(Zj41)i]) error

4. Néu error < TOL (Bu6ce di duge chap nhan) thi ta tryc giao hoa lai thanh
phén Q(tj-H) cua ' béi: Qj—i—l = Qj+1Rj+1 dé tim Rj—i—l v6i cac phén tu
trén duong chéo duong.

Sau d6 ching ta cap nhat cac s6 mii Lyapunov:

tirr = tj + hj; w(tjp1) = Tjpa va Qtjr1) = Qj+1;

Tinh P(tj_H), g(tj+1), K(tj_H) va glél W(tj_H);

Tinh ¢;(tj11) va N\i(tj+1), v6i i = 1,2, ..., p nhu trong cong thic and
@.19).

Tinh chat tach dugc tich phan cé thé dugc kiem tra bing viéc tinh cac sai
phan Steklov U;(t, H), i=1,...,p—1;

Cai dét hj_|_1 = min{hnew, Oéghj} va di dén doan tiép theo.

Ngugc lai, cai dat h; = max{hnew, arh;} (bude ludi sé duge diéu chinh) va quay
lai buéc 2.

5. Cap nhat MmN <<t Ai(t) va maxr<t<t;,, Ai(t).

2.4. Phan tich sai sb

2.4.1. Phan tich sai s6 ctia caAc phuong phap QR cho phuong trinh

vi phan dai s6 tuyén tinh

Phan tich sai s6 cho cac s6 mit Lyapunov dugc két hop thanh hai phan: phan tich
sai s6 ngugc va phan tich sai s6 thuan. Bdi vi nguon sai s6 chinh ctia cac phuong
phap QR la sai s6 dén tit viéc tich phan s6, nén theo cac gia thiét duge dat ra
trong phan tich sai sé ngudc va sai s6 thuan, c6 thé két luan ring sai so ciia cac
s6 mil Lyapunov c6 cing do 16n nhu sai s6 dia phuong. Cu thé, khi st dung mot
phuong phap s6 c¢6 cap chinh xac 1a p va chi xét cac sai so roi rac hoa dén tir viec
tich phan s6, sai s6 clia cac s6 mil Lyapunov thu dudc trong ca hai phuong phap
QR (roi rac va lién tuc) c¢6 do 16n 1a O(hP).

2.4.2. Phan tich sai s6 ctia phép tuyén tinh héa
Xet bai toan nita tuyén tinh

Et)x' = f(t,z), z(0) = zo, (2.20)

13



v6i quy dao nghiem z(t) = é(t, zg). Dé tinh toan cac s mil Lyapunov ctia (2.20)),
ta xét bai toan bién phan tuyén tinh

of

BHX'(t) = 5

—=(t, ¢(t, x0)) X (t), nghia la, E(t)X'(t) = A(t)X(t), (2.21)

v6i dieu kién ban dau Xj.
Duya trén cac phan tich QR chinh x4c cho bai toan (2.21)), ta thiét lap duge
mot day {t;} sao cho

X(tj) = Q(tj)R(tj, tjfl) ... R(ta, t1)R(t1, to)Ro. (222)

Trong thyc hanh tinh toan, ching ta c6 mot nghiem xap xi ¥y, (t, o) thay vi
nghiém chinh xac ¢(t, 29). Do d6, ching ta phai xap xi cac s6 mi Lyapunov cla
bai toan
of

E(n)Y'(r) = =

(7 ¥n(r, 20))Y (7), nghia la, B(r)Y'(r) = A(1)Y (), (2.23)

va theo cac phan tich QR chinh xac ctia bai toan ([2.23)), chiing ta sé tim dugc mot
day {r;} sao cho

Y(Tj) = U(Tj)V(Tj, Tj_l) N V(TQ, 7‘1)V(7‘1, To)Vo. (224)
Gia st rang ton tai cdc ham don diéu tron w;(t) sao cho
wj(tj) =75, Wiltj+1) = Tjs1,
va dinh nghia w(t) = wj(t) v6i moi ¢ € [tj, tj+1). Hon nita, gid st rdng véi moi ¢ > 0,
ton tai cac hang s6 € > 0 va 6 > 0 sao cho
() Jolt)—t <5 (2.25)
() Nvn(w(t), zo) — &(t, zo)|| < e.
Bén canh cac sai s6 phat sinh tit qua trinh phan tich sai s6 thuan va nguge cho
he PTVPDS tuyén tinh, mot nguon sai so6 khac can dugde xem xét 1a st sai khac
gitta hai hé tuyén tinh ( - va - Diéu nay doi hoi viéc thyc hién cac danh

gi4 so sanh gitta hai ma tran hée s6 A va A. Dé giai quyét van dé nay, ta thu dudc
két qua sau day.

Dinh ly 2.4.1. Gid st rang (2.25) dugc théa man va cac dao ham cap hai fuy va
fex ton tai va lién tuc. Khi dé, ta cé wdc luong sau

|A(T) — A(t)|| < M§ + Ne, (2.26)
trong dé6 M va N lan luot la cdc can trén cla cic dao ham cap hai fu V0 fra.

Tt tinh bi chan dugce thiét lap trong cong thiic (2.26)), két hgp véi tinh én dinh
clia cac s6 mil Lyapunov, c6 thé suy ra ring khi dai lugng Md + Ne dit nho va déu
theo t, cac s6 mit Lyapunov cho céac he (2.21]) va ([2.23)) sé xap xi gan nhau.
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2.5. Thit nghiém sb

Trong muc ndy, ching t6i thiyc hien mot s6 thit nghiem s6 doéi véi ca thuat toan
QR lién tuc va roi rac sit dung phuong phap Dormand-Prince va cac phuong phéap
ESDIRK nhu da mo ta trong Muc 2.3

Két luan chuong

Trong chuong nay, ching toi di dé xuat mot 16p phuong phap tinh toan s6 mil
Lyapunov cho cac he PTVPDS nita tuyén tinh, dya trén viéc két hgp phan tich
QR véi cac phuong phép tich phan sé kieu Runge-Kutta. Viéc kiém soéat sai so
trong qué trinh tich phan dong thoi cd PTVPDS nita tuyén tinh va hé tuyén tinh
héa tuong ting dude thuc hien bang cach st dung cac cap nhing, chang han nhu
cac phuong phap Dormand-Prince va ESDIRK. Trén co sé do, ching toi da thiét
lap va phan tich sai s6 d6i véi viec xap xi s6 mit Lyapunov bang ci phuong phap
QR 10i rac va lien tuc, qua dé chi ra rang sai s6 clia cic s6 mil Lyapunov vé ban
chat duge kiém soat bdi sai s6 tich phan dia phuong. Cudi ciing, cic thit nghiem
s6 da minh chitng cho tinh hiéu qud ctia cdc phuong phap QR va tinh ding dan
ctia phan tich sai s6.
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Chuong 3

S6 mii Lyapunov ctiia hé phuong trinh

sai phan suy bién tuyén tinh

Trong chuong nay, ching toi xay dung 1y thuyét s6 mii Lyapunov cho PTSPSB
tuyén tinh c6 dang

En)z(n+1) = A(n)xz(n) + f(n), n > ny, (3.1)
trong d6 E(n), A(n) € R™™  E(n) 1a mot ma tran suy bién va c6 hang hing, nghia
=d

la, rank(E(n)) <m v6i moin>ng, f: Z—R™ ngeZ.

3.1. Su ton tai v duy nhat nghiém ctia hé phuwong trinh sai phan
suy bién tuyén tinh
3.1.1. Khai niém chi sb

Khong mat tinh tong quat, gid st hé (3.1]) duge cho dudi dang

Ei(n) [ Ai(n) fi(n)
l 10 }xm“‘l)—lA;(n)}m(n)—i-{ ! 1, n > ng. (3.2)

Dinh nghia 3.1.1. He PTSPSB (3.1]) dugc goi 1a ¢6 chi s6 la bang khong néu ma

tran { Aijvll(?—)l) 1 khong suy bién véi moi n > ny.

Chung ta ciing néi rang he (3.1) 1a khong c6 tinh la. Dang (3.2]) duge goi 1a
dang khong c6 tinh la. Méi lién hé gitta chi s6 la va chi s6 1 dude cho bdi ménh deé
sau.

Meénh dé 3.1.1. He (3.1)) la khong c6 tinh la khi va chi khi hé d6 c6 chi so 1.

16



3.1.2. Tinh giai dudc ctia hé phuong trinh sai phan suy bién duéi
dang khong c6 tinh la

Xét BTGTBD cho hé (3.1)) duge cho dudi dang khong c6 tinh la

Eq(n) _ | A fi(n)
l 0 1x(n—|—1) = lAg(n)] ( )+lf2(n)], (3.3)
z(0) = zp, n=>0.

Dinh nghia 3.1.2. Mot day {z(n)},>0 duge goi la nghiem cia hé (3.3) néu no
thoa man (3.3) v6i moi n > 0. Mot vecto ban dau z¢ duge goi la tuong thich véi
(3.3) néu BTGTBD (3.3)) ¢6 it nhat mot nghiem.

Duéi gid thiét rang hé c6 dang khong c6 tinh la, he PTSPSB (3.3) duge phan
ra thanh hai phan: mot phuong trinh sai phan va mot rang buoc dai s6. Bang viéc
dich chuyén chi s6 n — n + 1 trong phuong trinh dai s6, ta thu dugc PTSP & dang
hién

En) 17 [ Ain) Em 17 AWM
x(n—i—l):lAz(:H_l)} l 1 1x(n>+{A2(71L+1)] l—fzéTH—l)}’nZO'
(3.4)

Mot day {z(n)},50, #(n) € R™ la mot nghiém ctia (3.3) khi va chi khi day nay
thoa man (3.4) v6i moi n > 0 cling nhu diéu kién ban dau tuong thich

0= A2(0)xg + f2(0). (3.5)

Dinh 1y 3.1.1. Gid s¢ rang hé PTSPSB la khong cé tinh la va mot diéu
kién ban dau tuong thich xy, tic la né théa man (3.5). Khi dé, BTGTBD co
nghiem duy nhat va cé thé tinh todn mot cdch tuong minh bdi phép truy hoi theo
cong thie (3.4)).

3.2. S6 mii Lyapunov cho hé phuong trinh sai phan suy bién
tuyén tinh
3.2.1. S6 mii Lyapunov va phé Lyapunov

Xét he khong c6 tinh la dang thuan nhat

Eq(n) | Ai(n)
{ 0 ] z(n+1)= { As(n) ] z(n), n>0. (3.6)

Dinh nghia 3.2.1. Mot day ma tran {X(n)}n>0, X(n) € Rmxcz’ d < d < m dugc goi
la ma tran nghiém co ban ctia (3.6) néu moi cot clia ma tran, nghia la, {X(n)e;},~q
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14 mot nghiem ciia (3.6)), trong d6 e;, 1 < i < d la cac vectd co sG chuan trong R4,
va rank(X (n)) = d v6i moi n > 0. Mot ma tran nghiém co ban duge goi 1a t6i thiéu
néu d = d.

V6i mot ma tran nghiém co ban t6i thiéu {X(n)} ctia he PTSPSB (3.6]), ching toi
dua ra cac gia tri

A = limsup 1 In || X (n)e, A= liminflln | X (n)e;ll, 1 <i<d. (3.7)
n—+oo N n—+oo N

Pinh nghia 3.2.2. Ta néi cac cot ctia mot ma tran nghiem co ban téi thiéu tao

thanh mot c6 s& chuan tic néu Zle AY 1a nh6 nhat. Céc s6 A\¥, 1 < i < d tuong

ting v6i mot co sd chuan tac duge goi 1a s6 mi dac trung Lyapunov ctia he (3.6)).

Tap cac s6 mit Lyapunov (tinh c& boi gom céc s6 mit Lyapunov bang nhau) dugc

goi 14 pho Lyapunov ctia hé (3.6)).

Gia stt céc s6 mi Lyapunov dugce cho theo thit tu gidm dan Ay > Ay > -+ > N4,
B6 dé sau day chi ra sut ton tai clia mot phép bién doi tuong duong dong luong
bdi cac ma tran triyc giao, qua dé dua hé ban dau vé mot hé phuong trinh sai phan
dang tam giac trén.
Bo dé 3.2.1. Xét mot hé PTSPSB khong c6 tinh la dang (3.6) va mot ma tran

nghiém co ban toi thiéu X(n). Khi do, ton tai hai day cic ma tran truc giao
U(n), V(n) € R™™ sqo cho viéc doi bién

X(n) = V(n) [ Z(n) 1 , (3.8)

trong dé Z(n) € R4 la ma tran tam gidc trén cé cac phan ti trén duong chéo la
50 duong, va nhan cd hai vé ctia phuong trinh tir bén trdi bdi ma tran U (n)
dan dén hé

EM)Z(n+1) = A(n)Z(n), (3.9)
trong dé E(n) = U (n)E(n)Vi(n + 1), A(n) = U] (n)A(n)Vi(n) la cdc ma tran tam
gidc trén va khong suy bién, va Uy(n), Vi(n) la d cot dau tién cia cic ma tran
U(n), V(n) tuong 1ing.

Nhan cé hai vé cia phuong trinh (3.9) tir bén trai béi ma tran £-1(n), ta thu
dugc
Z(n+1)=En)AMn)Z(n). (3.10)
Meénh dé 3.2.1. Gid st rang ma tran €' (n)A(n) la bi chin déu vdi moi n > 0.
Bit dang thic

n—+oo 1

d
1
Z A" > limsup — In | det(Y'(n, 0))],
i=1

théa man vdi cdc s6 mi Lyapunov ctia hé (3.6)), trong dé Y (n,0) la ma tran chuyén

cia (3.10) duge cho bdi

n—1

Y(n,0) = [[ €7 (k) Alk).

k=0
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Bo dé 3.2.2. Xét hé PTSPSB khong c6 tinh la (3.6), ton tai mot ma tran ham
truc giao Q(n) € R™™ sao cho vdi viec doi bién x(n) = Q(n — 1)i(n), ta thu dugc
hé bién doi sau

Enm) 0] . [ An(n) Awpm)].
l o 0}“”“)_[51(71) Alﬁ(n)]“n)’ nz0 G

Hon nita, hé (3.11)) van cé dang khong cé tinh la va nhu vay cic ma tran Fy(n)
v Aga(n) la khong suy bién.

Néu ta phan ra nghiém #(n) = [#] (n), 74 (n)]7, thi két hop v6i phuong trinh
(3.11)), ta nhan duge PTSP dudi dang can ban

A A

Eu(n)i’l(n + 1) = AS(n)i”l (n), (312)

~

trong d6 Ag(n) = A11(n) — A1a(n) A5 (n)Agi(n). Tit d6, ta sé c6 mot PTSP dudi
dang hién
Z1(n+1) = B (n)Ag(n)ii(n). (3.13)

Meénh dé 3.2.2. H¢ PTSPSB khong c6 tinh la (3.6) c6 ma tran nghiém co ban toi
thiéu vdi hang d khi va chi khi ma tran A(n) trong (3.6)) la khong suy bién vdi moi
n > 0.

Dé ma c¢6 céc s6 mil Lyapunov hitu han duge dinh nghia t6t ctia hé ([3.6)), ching
ta luon gid st rang
Gia thiét 3.2.1. He PTSPSB (3.6)) 1a khong c6 tinh la va ma tran hé s6 A(n) 1a
khong suy bién véi moi n > 0.

Gia thiét 3.2.2. D6i v6i he PTSP nita an (3.11)), ma tran £} (n)Ag(n) va nghich
dao ctia n6 bi chan déu véi moi n > 0.

Dinh 1y 3.2.1. Gid st ring hé¢ PTSPSB (3.6) va hé¢ PTSPSB nita an (3.11)) théa
man cdic Gid thiét |32 1| va |3221 Cho X“(Ay}(n)Ax(n)) la s6 mi Lyapunov trén
clia ma tran ham Ay (n)As (n). Néu diéu kién

N (Az (n) Ao (n)) < 0 (3.14)
théa man, thi phoA:Lyapunov cia he \ vé p/hcf ctia PTSP dang can ban
trung nhau va pho nay bao gom nhiéu nhat d so hiu han.

3.2.2. Heé lién hgp va tinh chinh quy theo nghia Lyapunov
Dinh nghia 3.2.3. He

ET(n—1)yn)=AT(n)y(n+1), n>1, (3.15)
duge goi la hé lien hgp cta hé (3.6).
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Meénh dé 3.2.3. Cho hé (3.6)) la khong c6 tinh la. Khi do, hé lién hop tuong ing
(3.15) cing khong c6 tinh la (zét theo chiéu lui).

Dinh nghia 3.2.4. Hé PTSPSB khong ¢6 tinh la (3.6) v6i mot ma tran khong
suy bién A(n) dudc goi 1a chinh quy theo nghia Lyapunov néu dang thiic sau thoa

man
d

1
A = liminf —In|det(Y (n,0))],

- n—oo M
1=1

trong d6 Y (n,0) 1a ma tran chuyén cta ([3.10)).

Ménh dé 3.2.4. Xét he PTSPSB (3.11) va gid sit cic Gid thiét va
dieu kien (3.14) théa man. Khi dé, hé (3.11) la chinh quy theo nghia Lyapunov
khi va chi khi PTSP tuong ing (3.12)) la chinh quy theo nghia Lyapunov.

Tinh chinh quy cta PTSPSB con c¢6 thé duge xac dinh thong qua viéc danh gia
tinh chinh quy theo nghia Perron. Cho —u¥ la cac s mi Lyapunov trén ciia he
lien hop (3.15) theo thi ty tang dan.

Dinh 1y 3.2.2. Xét hé PTSPSB (B.11)) va gid st cic Gid thiét [3.2.1, |3.2.4, va
dieu kien (3.14) théa man. Gid sit thém cdc dicu kién

N (Ap(m) A (m) <0, N(Bn(m) <0, N(ERim) <0  (3.16)
théa man. He (3.11)) la chinh quy khi va chi khi dong nhat thiic Perron
Nt =0, i=1,....d,

théa man. Trong truong hop nay, hé lién hop (3.19) cing la chinh quy.

3.3. Su on dinh ciia cic sé mi Lyapunov

3.3.1. Bai toan nhiéu hai vé

Xét he PTSPSB khong c6 tinh la (3.6) ting v6i nhiéu c6 cau tric

E1 (n) F1 (n) Al (n) Bl (n)
(257 ]+ [ R ] )rerv= ([ ey |+ [ By ) 0 w20
(3.17
trong d6 Fi(n), Bi(n), Fa(n), va Ba(n)) c6 cic ¢d thich hop va ching bi chin déu
v61 moi n > 0.

Tong quat, v6i cac nhidu rat nhoé c6 thé pha hiy tinh chat khong co tinh la hay
tinh giai dugc clia cac hé. Béi li do d6, ching ta luon gia sit rang nhiéu F(n) la chap
nhan dugc theo nghia, n6 dam béo cau tric Fy(n) = 0, va rank(E;(n) + Fi(n)) =
rank(FEq(n)) = d véi moi n > 0.
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Bing viéc st dung phép bién ddi tryc giao dude gidi thieu trong Bo deé
cho phuong trinh (3.17)), ta c6

E1i(n) + Fii(n)  Fiz(n)

An() +Bu(n) Aua(n) + Biam) | o
0 0 Az ’

zn+1) = X
] ( ) l Aaq (n) + le(n) (n) + BQQ(n)
(3.18)
Bll(n) E’lg(n) ] l By (n) ]
- - = n—1).
Bgl<n) BQQ(TL) BQ(TL) Q( )
Dé ma phan tich tinh chat tiém can ctia nghiém ciing nhu su 6n dinh ctia céc
s6 mii Lyapunov ciia hé c¢6 nhiéu (3.17), ching ta can them mot s6 gia thiét ve
nhiéu.

trong d6 [ Fi1(n) Fia(n) | = Fi(n)Q(n) va [

Gia thiét 3.3.1. Nhiéu F(n) 14 chdp nhan dugc va thdéa man

sup | Bt (m) Fn(n)]] < 1.
n>0

Gia thiét 3.3.2. Cac nhidu F(n), B(n) di nhé va Gia thiét ciing nhu diéu
kién

sgpO HA2_21(n + 1)Baa(n + 1)” <1
théa méan, trong do

A

BQQ(TL -+ 1) = [322(71, -+ 1) — (Am(n + 1) -+ Bgl(n —+ 1)) (EH(TL) + ﬁll(n»_l ﬁ’lg(n)] .

B6 dé 3.3.1. Xét mot hé PTSPSB khong co tinh la dang sao cho trong dang
bién doi cac ma tran khoi Eiy(n) va Ax(n) cé nghich ddo bi chan. Néu F(n)
va B(n) la cdc nhiéu nhé théa man cic Gid thiét|3.5.1 va|3.3.4 thi hé nhiéu (3.18)
c6 cau tric khong cé tinh la.

Tinh 6n dinh ctia s6 mit Lyapunov cho hé ([3.11)) duge dinh nghia nhu sau.

Dinh nghia 3.3.1. Céc s6 mi Lyapunov trén dugc xép theo thit tu A¢ < A% <
- AU clia }\lé (3.11)) duge goi 1a on dinh néu véi bat ki € > 0, luon ton tai (~5 > 0 sao
cho cac dieu kién sup,>¢ [|[F(n)|| < d va sup,>q || B(n)|| < ¢ kéo theo hé nhiéu (3.18))
van gitt dugc cau tric khong co6 tinh la va

A — 'l <e, v6imoi i=1,2,---,4d,

trong d6 7% 1a céc s6 mi Lyapunov trén duge sip thit tu ciia hé nhiéu (3.18).
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3.3.2. Tinh chét tach dudc tich phan

Dinh nghia 3.3.2. Mot ma tran nghiém co ban t6i thiéu cho he (3.6) (hozc he
(3.11])) dugc goi 1a tach duge tich phan néu véii = 1,2, ..., d — 1 luon ton tai cac
hing s6 v > 0 vd a > 1 sao cho

[ X(K)eill [|X(5)eiv]l (k=)
. > ya'" Y,
X (el [ X(K)eivll

v6i moi k > j > 0. Néu mot he PTSPSB ¢6 mot ma tran nghiém co ban toi thiéu
tach dugce tich phan thi ta néi ring noé c6 tinh chat tach duge tich phan.

Dinh 1y chinh cho sy én dinh clia cac s6 mii Lyapunov dua trén viéc gia thiét he
c6 tinh chat tach duge tich phan.

Dinh 1y 3.3.1. Xét hé PTSPSB (3.11) va gid st ring cic Gid thiét|3.2.1 va|3.2.9
théa man. Gid si them rang

Ay (n)Aai(n), Ara(n) Az (n), Eni(n), Ey'(n) (Aii(n) = Aiz2(n) Ay, (n)Aai(n))
(3.19)
bi chan déu vdi moin > 0. Khi dé, néu he (3.11)) c6 d s6 mi Lyapunov khdc nhau
thi ching on dinh khi va chi khi hé thia nhan tinh chat tach duoc tich phan.

Két luan chuong

Trong chuong nay, ching toi da trinh bay vé cac s6 mil Lyapunov va pho Lyapunov
cho PTSPSB tuyén tinh. Dau tién, chtng toi thiét lap mdi lien heé gitta cac khai
niém chi s6, dong thoi chi ra sy ton tai va duy nhat ctia nghiém déi véi cac PTSPSB
khong c6 tinh la. Tiép theo, thong qua viéc sit dung cac phép bién doéi truc giao,
he PTSPSB ban dau dudc dua vé dang nita an; tit d6, ching toi chi ra dugc cac s6
mil Lyapunov ctia mot he PTSPSB trung véi cac s6 mil ctia PTSP dudi dang can
ban tuong tng. Dong thai, ching toi cling xac dinh cac diéu kién can thiét dé dam
bdo sy ton tai clia cdc s6 mil Lyapunov hitu han. Bén canh d6, phuong trinh lién
hop clia mot PTSPSB ciing dugc gidi thiéu, va ching toi chitng minh rang phuong
trinh lién hgp ctia PTSP can ban tuong duong v6i PTSP can ban ciia hé lién hgp
PTSPSB. Cubi cling, véi cac gid thiét vé tinh bi chin ciia cAc ma tran he s6, ching
toi chitng minh rang tinh tach dugc tich phan la diéu kién can va du cho su 6n
dinh ctia cac s6 mit Lyapunov trong trudng hop céc s6 mii Lyapunov khac nhau.
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Chuong 4

Tinh toan s6 mii Lyapunov cho hé
phuong trinh sai phan suy bién tuyén
tinh

Trong chuong nay, ching t6i nghién cttu xay dung thuat toan dé xap xi cac s6 mil
Lyapunov ctia hé PTSPSB tuyén tinh

E(n)z(n+1) = A(n)z(n), n € Zy,, (4.1)

da duge dé cap trong Chuong [3|
Y tuéng chinh 1a bién déi bai toan (1)) vé dang khong c6 tinh la

Ey(n) _ | Auln)
{ 0 ] r(n+1)= { As(n) 1 z(n), n >0 (4.2)

va sau d6 ap dung phuong phap s6 dé giai.

4.1. Phuong phap QR cho phuong trinh sai phan suy bién tuyén
tinh
4.1.1. Thuat toan QR

Gia st ma tran ban dau X, € R™*4 ¢6 cac cot truc chuan, tic la, XOTXO =71 da
duge cho sao cho X (0) = X thoa man diéu kién ban dau tuong thich A2(0)X(0) = 0.

Chon=0,1,..., N, ta xéc dinh cac day {X(n)} nhu sau. Dat Q(0) = X. Véi
modi n, gidi hé phuong trinh ma tran tuyén tinh

E(n)X(n+1) = A(n)X(n), trong d6 X(n) = Q(n). (4.3)
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Bing cach dich chuyén ma tran khéi dusi, phuong trinh (4.3)) c6 thé viét lai

thanh
Eq(n) _ | Al(n) |
[ A2<;+ ) 1 X(n+1)= l 10 } X(n). (4.4)

Tu (4.4), ta thu dugce

X(n+1)=EYn)An)X(n) = E~1(n)A(n)Q(n). (4.5)
Dé duy tri tinh truc chuan ctia cadc ma tran nghiém co ban, ta thuc hién phan
tich QR
X(n+1)=Q(n+1)R(n), (4.6)
trong d6 R(n) c6 cac phan tit trén dudng chéo 1a duong.
Nhu vay, ma tran nghiém co ban X(n + 1) c6 thé ducc biéu dién

X(n+1)=Q(n+1)R(n)R(n—1)---R(0). (4.7)

Chiing ta dinh nghia R(n + 1) = R(n)R(n), trong d6 R(0) = I,. Suy ra, ta c6 bicu
dién X(n+1) = Q(n+1)R(n+1) 13 mot phan tich QR clia ma tran nghiém co ban.
Céc s6 mi Lyapunov trén cta (4.2)) duge tinh toan theo cong thic

A= liqrzrisolip % In ((R(n — 1))i(R(n — 2))ii -+ - (R(0))i) (4.8)
n—1
= limsup % Z In ((E’(k))n)
n—00 =0

Do d6, thuat toan QR dudc téom tat nhu sau.

Thuat toan 4.1.1. Phuong phap QR tinh toan cic sé mii Lyapunov
Dau vao: Mot cip cac diy ma tran E(n), A(n) trong ([#.1), N, Ny 1a céc s6 di lon.
Dau ra: Cac gia tri xap xi cho \Y, i=1,...,d.

Khéi tao: Cai dat n = 0, \(0) = 0, s;(0) = 0. Tinh toan ma tran ban dau
Xy € Rmxd,
Trong khin < N

1. Néu E(n), A(n) khong c6 dang nhu trong (4.2), tinh ma tran W(n) va cadc ma
tran hé sd bién doi.

2. Giai nghiém X (n + 1) theo (4.3)).

3. Tinh toan phan tich QR theo X(n+ 1) = Q(n +1)R(n) va thiét lap X(n+1) =

Qn+1).
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4. Cap nhat s;(n +1) = s;(n) +In(R(n)); va \i(n +1) = %Hsz(n +1),i=1,...,d.

5. Tinh toén cac gia tri trung binh Steklov tuong ting dé kiém tra tinh chat téach
duge tich phan (néu can thiét).

6. Cap nhat min A(n+1) va max N(n+1), i=1,...,d.
No<n<N No<n<N

7. n:=n+1.

4.1.2. Phan tich sai sb

Trong phép phan tich nay, ching to6i chi tap trung vao cac sai s6 dén tir:

1. Sai s6 phat sinh trong qua trinh tinh toan bién doi hé vé dang khong c6 tinh la,
tiic 12 sai s6 khi xac dinh cAc ma tran he s6 E1(n), A1(n), As(n) trong phuong

trinh (4.2));

2. Sai s6 xuat hién khi gidi he phuong trinh tuyén tinh (4.3) dé tinh X (n + 1);

Y tudng chinh trong phan tich ctia ching toi la quy bai todn nhidu cho he
PTSPSB tuyén tinh khong c6 tinh la vé PTSP dang can ban tuong ing co
ciing s6 mil Lyapunov.

Trudce tién, xét hé PTSP dang can ban ((3.13)

z1(n+1) = A(n)z1(n), n >0, (4.9)

trong d6 A(n) = E;'(n)As(n) 1a ma tran khong suy bién véi moi n > 0. Tiép theo,
ta xét hé nhidu (3.18), st dung mot phép doi bién z(n) = P(n)y(n) nhu trong Bo
de[3.2.2, ta thu dugc

B P e T e e
(4.10)
trong dé

~

Bii(n) Bia(n) } _ { By(n) ] P(n).

[Fll(n) Flg(n)] = Fl(n)P(n+ 1) va l Bm(n) BQQ(n) B2(n)

Gia thiét 4.1.1. Gia st réing ton tai cac hing s6 duong M;, i = 1,...,6, va mot
s6 6 di nhé sao cho

sup || Eq1(n)|| < Mi, sup || 5! (n)]| < Ma,

n>0 n>0

sup || E7' (n) (A (n) — Aia(n) Agy (n) Azi () || < M,

n>0

sup || Az, (n)|| < My, sup || A, (n) g1 (n)|| < Ms,

n>0 n>0

sup || A12(n) Ay, (n)|| < M, sup [ F1(n)| <4, sup || B(n)|| < 0.
n>0 n>0 n>0
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Dé dua ra céc chin trén cho nhiéu, ta c6 bo dé sau.

B6 dé 4.1.1. Xét mot he PTSPSB tuyén tinh khong cé tinh la (3.11)), va hé nhiéu
(4.10) tuwong ting, trong dé Gid thiét théa man. Néu

d < min{(Ms + My + ]\42]\45)_1 , M)

thi hé chiu nhiéu

|| (12122(71) —+ égg(n))_l

H [E11<n) + Fu(n) — Blg(n) [12122(71 + 1) + BQQ(TL + 1)} ! [12121(71 + 1) + Bgl(n + 1)}} -

< Mo (1 — Myo)
1= 6(My+ Mg+ MaMs6)

Meénh dé dué6i day thiét lap bai toan PTSP du6i dang can ban ciia hé chiu
nhiéu (4.10)).

Meénh dé 4.1.1. Dudi Gid thiét[{.1.1 va § théa man diéu kién trong Bo dé[{.1.1]
phuong trinh cin ban cia hé PTSPSB chiu nhiéu (4.10) dugc viét lai dudi dang

yiin+1) = (A(n) + F(n))yi(n), n >0, (4.11)

trong dé thanh phan nhiéu théa man || F(n)| < N2(6)s, No(0) la mot ham bi chin
cua o.

Gia sit cho truéc ma tran triuc giao ban dau Q(0) va ma tran tam giac trén
R(0). Ta xac dinh diy cac ma tran truc giao {Q(n)}>>, va diy cAc ma tran tam
giac trén véi cac phan ti tréen duong chéo 13 duong {f%(n)};’f:l thong qua phép
déi bién #1(n) = Q(n)v(n). Khi d6, he dugce chuyén vé dang tam giac trén
v(n+1) = R(n)v(n) va

Qn+ 1) R(n) = Am)O(n). (4.12)

T do, suy ra
A(n)A(n —1)--- A(0)Q(0) = Q(n + 1)R(n) - - R(0).
Ap dung céach lam twong tu cho he (£.11)) v6i ma tran kha nghich A(n) + F(n)
vOl moli n > 0. Thuc hien phép ddi bién y; (n) = Q(n)u(n), va ta thu dugc hé
u(n 4+ 1) = R(n)u(n), va

Qn+1)R(n) = [A(n) + F(n)|Q(n), (4.13)

trong d6 ma tran Q(n) la tryc giao va ma tran R(n) la tam gidc trén véi cac phan
tit trén duong chéo 1a duong.
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Néu Q(0) = Q(0), thi ta c6 mbi lien he

Q(n+1)R(n)--- R(0) = Q(n+ 1)[R(n) + E(n)] - - - [R(0) + £(0)], (4.14)

trong d6 £(j) = —QT(j + DF()Q(), =0, ..., n.
Tiép theo, ta thic hien phan tich QR ctia tich cac ma tran chiu nhiéu

[R(n) + E(n)] -~ [R(0) + £(0)] = Q(n + 1)U(n + 1), (4.15)

trong d6 ma tran tam giac trén U(n) c¢6 cdc phan tit trén duong chéo duong. Khi
do6, nho tinh duy nhéat cia phan tich QR doéi véi mot ma tran kha nghich, ta thu
dugec Q(n+1)=Q(n+1)Q(n+ 1), va

1Q(+1) = Qn + Dl = |Q(n+ 1)(I = Q(n + 1))l = I = Qn+1)].

Do dé6, sai s6 toan cuc ctia thanh phan tric giao trong phan tich QR 1a nhé
néu day ma tran {Q(n)}°°; 1a gan déu t6i ma tran don vi.

Dé c6 dugce cac chan trén mot cach tusng minh cho cac sé mit Lyapunov tinh
toan ctia he PTSPSB (4.2)), ching ta can gia thiét sau.

Gia thiét 4.1.2. 1. sup ————— @il _ = O(8) v6i 6 dit nho, 1 <i < d.
n |(R(n))il

2 M bi chin déu v6i moi i <r, s < d.

|(R(n))l
Néu Gia thiét théa man thi tinh bi chin theo diém ctia Q(n) — I sé thoa
man
sup [(Q(n) — 15| < pij = O(6). (4.16)

n
Gia st A\; va p; 1a cac s mit Lyapunov chinh xéc va xap xi thit i tuong tng véi
1 <i<d. Suy ra, ta ¢

n—1

1 _
Ai = limsup — Zln , pi = limsup — Zln((R(k))ii), 1<i<d (4.17)

n—00 n—oo N

Cubi cling, ching ta thu duge mot can trén cho sai s6 gitta cac s6 mi Lyapunov
trong he (4.9) va he (4.11).

Dinh ly 4.1.1. Xét cac hé va vdi cdc so mle Lyapunov tuong ing la
N va g, 1 <i<d, va gid siu mng hé khong c6 nhiéu ) la tach duoc tich phan.
Néu Gid thzet‘ va Gid thzet théa man, thz vdz 5 di. nho, hé chiu nhiéu
(4.11)) vdan cé tinh chat tach duogc t@ch phan Hon nita, sai s6 gitta s6 mi Lyapunov
chinh zdc va zdp xi théa man wdc luong sau:

n—1
. 1 (E(n)) R(n) + E(n))rs
)\i_ il < lim sup — rifsi ~
ol < a5l st

| (B(n) + 5(%))@' + (R(
(R(n))ii
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Hé qua 4.1.1. Néu § la di nhé, va tat cd cic gid thiét cia Dinh Iy thoa
man, thi ta co
N — il = 0O(), i=1,2,...,d.

4.2. S6 mii Lyapunov ctia hé phuong trinh sai phan suy bién
tuyén tinh thu dudc bang phuong phap roi rac héa

Xét mot he PTVPDS tuyén tinh (4.1]) v6i cac he s6 di tron. Vi mot bude ludi cho
trude h > 0, 4p dung so do Euler hién cho phuong trinh (4.1)) tai cac thoi diém roi

rac t, = to + nh, v6i cac s6 nguyén n =0, 1, ..., thu dudc
]_ _
B2t ])l M) azm), 00, (4.18)

phuong trinh nay tuong duong véi

~ A~

En)xz(n+1) = A(n)z(n), (4.19)

trong d6 E(n) = E(t,), A(n) = E(t,) + hA(t,), v z(n) ~ x(t,). Bing viéc nhan ca
hai vé clia phuong trinh (4.1)) v6i mot ma tran khong suy bién thich hop P(t) ti
bén trai, ching ta thu duge mot PTVPDS dang bién doi

Ex@) | s | A
l B ]xay_lAQO]xux t > to. (4.20)
Nhan c4 hai vé ctia phuong trinh bdi ma tran P(t,), ta dudc
E1(n) [ Ei(n) + hA1(n)
l 10 ] x(n+1) = l A(n) ] z(n), n>0, (4.21)

trong d6 Ey(n) = E1(ty), l j:EZ; 1 N [ j;gz; }

Nhu vay, khong mat tinh tong quét, ching ta gid st he (4.1) duge cho dudi
dang khong c¢6 tinh la (4.20)).

Dinh nghia 4.2.1. PTVPDS tuyén tinh khong c6 tinh la dugc goi la khong
Eq(t)
As(t)
nghia 13, ma tran E(t) khong suy bién va ma tran nghich dao tuong ting ctia né bi
chan déu véi t > t.

c6 tinh la viing néu ma tran E(t) = l 1 ¢6 nghich dao bi chan v6i moi t > t,

B6 dé 4.2.1. So do Euler hién dp dung cho PTVPDS khong c6 tinh lg viing (4.20)
sé sinh ra mot hé¢ PTSPSB tuyén tinh khong cé tinh la (4.21]).

Dat {\}%, la cac s6 mi Lyapunov chinh xac ctia PTVPDS ([@.20) va {1},
la 6 mu Lyapunov ciia PTSPSB (4.21)).
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Dinh 1y 4.2.1. Xét PTVPDS khong cé tinh la ving (4.20)) va hé roi rac héa tuong
wng cia né ([A.21). Néu he ([4.20)) la tach dugc tich phdn, thi ching ta cé udc lugng

|Ai — il = O(h),

vd1 bude lwdi h du nho.

4.3. Thi nghiém sb

Trong phan nay, ching toi trinh bay ba vi du dé minh hoa céc két qua 1y thuyét
ctia phan trude. O vi du dau tien, ching toi xap xi cdc s6 mil Lyapunov ctia mot
he PTSP biang thuat toan QR. Trong vi du thit hai va thit ba, ching t6i xay dung
mot PTSPSB tit mot he PTVPDS khong c6 tinh la qua so do Euler hién véi cac
bude ludi khac nhau nhung c¢6 dinh. Mic du trong thue té tinh toan ching ta hau
nhu khong st dung so do hién cho viéc giai s6 cac PTVPDS va xap xi pho cla
chting, muc dich ctia ching t6i 6 day 1a minh hoa phuong phap QR va cac két qua
trong phan [£.2l Cudi ciing, ching toi so sanh cac s6 mi Lyapunov tinh toan ciia
he PTSPSB véi cac s6 mit Lyapunov ctia he PTVPDS ban dau dé danh gia do tin
cay cua phuong phap.

Két luan chuong

Trong chuong nay, ching toi da dé xuat va nghién cttu phuong phap s6 dua trén
phan tich QR dé tinh céc s6 mii Lyapunov ctia cac PTSPSB tuyén tinh. Phuong
phap nay dugc ap dung cho PTSPSB da dugc bién ddi vé dang khong cé tinh la.
O mbi budc thdi gian, ta cAn phai gidi he tuyén tinh va thyc hién truc giao hoéa
lai nghiem béi mot phép phan tich QR. Trong phan tich sai s6, mot phép doi bién
truc giao dude st dung dé bién déi PTSPSB tuyén tinh khong la ban dau thanh
dang khdi, tir d6 rat ra duge mot PTSP dang can ban. Cach thiét lap nay cho
phép ching toi thu dude mot can trén clia sai s6 cho cic s6 mii Lyapunov dugc
tinh toan.

Chung to6i ciing da nghién ctu mdi quan hé gitta pho ctia mot PTVPDS va
PTSPSB thu dugce tt viéc roi rac hoa thong qua phuong phap Euler hién. Duéi
cac gid thiét phit hgp, ching toi cling da chiing minh rang cac s6 mii Lyapunov
ctia PTSPSB hoi tu vé cac s6 mii ciia hée PTVPDS ban dau khi budc 1uéi tién t6i
0. Cac thit nghiem s6 dugc thuc hién dé minh hoa cho céac két qua 1y thuyét.
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Két luan va kién nghi

Két qua dat dudc ctia luan an

Luan an dé xuat phuong phap QR bao gom QR rdi rac va QR lién tuc két
hop véi phuong phéap kiém soét sai s6 va lua chon buée di nhu HERK va ESDIRK
dé xap xi s6 mii Lyapunov ctia PTVPDS dang ntta tuyén tinh. Luan an ciing da
nghién citu 1y thuyét, céc tinh chat, va phuong phap s6 dé tinh toan cac s6 mil
ciing nhu khodng phd Lyapunov clia he PTSPSB.

Cac két qua chinh ctia luan an bao gom:

1. M6 rong cac khai niem vé s6 mii Lyapunov cho he PTVPDS niia tuyén tinh.
Dua ra thuat toan QR két hop phuong phap HERK va ESDIRK mot cach
chi tiét, sau do6 1a phan tich sai s6 clia viéc tinh toadn s6 mii Lyapunov theo
phuong phap s6. Mot s6 thit nghiém s6 da duge dua ra va so sanh tinh hiéu
qué clia cac phuong phép so.

2. Xay dung 1y thuyét va cac tinh chat ctia s6 mit Lyapunov cho hé PTSPSB chi
s6 1 dugc bién ddi vé dang khong co tinh la.

3. St dung phuong phap QR dé tinh toan xap xi s6 mii va khodng pho Lyapunov
ctia PTSPSB khong c6 tinh la. Thuc hién phan tich sai s6 dé thé hien tinh
hiéu qua ctia thuat toan. Tiép theo, chiing minh dugc s6 mii Lyapunov cla
PTSPSB thu duge qua mot phép rdi rac hod dang hién sé tién tdi s6 mil cla
PTVPDS ban dau khi buée ludi h tién t6i 0. Cudi ciing, mot so6 thit nghiem
s6 dua ra dé minh hoa cho cac két qua 1y thuyét.

Mot sb6 vAn dé cé thé tiép tuc nghién ciu:

1. M6 rong cac phuong phap s6 cho PTVPDS dang tong quat. Nghién citu them
vé phuong phap s6 dé giai phuong trinh phi tuyén cho thanh phan truc giao Q
phat sinh trong qua trinh sit dung thuat toan QR lién tuc két hop v6i phuong
phap ESDIRK.

2. M4 rong viéc tinh toan cic s6 mii Lyapunov cho he PTSPSB dang nita tuyén
tinh vi he PTSPSB chuyén mach.

3. Tinh toan s6 mit Bohl, ph6 Sacker-Sell cho cac he PTVPDS phi tuyén dang
tong quat cé chi s6 1, PTSPSB phi tuyén cé chi s6 1.
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