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Người hướng dẫn khoa học: GS.TSKH. Nguyễn Đình Đức 

                     

 

 

 

 

Phản biện: ...................................................................................  

                  ...................................................................................  

Phản biện: ...................................................................................  

                  ...................................................................................  

Phản biện: ...................................................................................  

                  ...................................................................................  

 

 

Luận án sẽ được bảo vệ trước Hội đồng cấp Đại học Quốc gia 
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MỞ ĐẦU 

Tính cấp thiết của đề tài 

Vật liệu FGM với những ưu điểm nổi bật là khả năng kháng nhiệt 

xuất sắc và độ cứng rất cao nên là sự lựa chọn lý tưởng để sản xuất 

các kết cấu làm việc trong các điều kiện khắc nghiệt. Phần lớn những 

nghiên cứu phân tích ứng xử cơ học của các kết cấu tấm vỏ FGM sử 

dụng lý thuyết tấm vỏ mỏng. Những nghiên cứu sử dụng lý thuyết vỏ 

bậc cao còn ít. Với việc hạn chế giả thiết thì lý thuyết tấm vỏ bậc cao 

có thể cho ra các kết quả phân tích sát với thức tế hơn so với các kết 

quả được tìm ra bởi lý thuyết tấm vỏ mỏng. Vỏ trống là vỏ có hai độ 

cong a và R. Nếu cho độ cong lớn a → 0 thì vỏ trống trở thành vỏ trụ, 

một kết cấu phổ biến trong kỹ thuật. Do những khó khăn nhất định về 

mặt toán học, những bài toán phân tích kết cấu vỏ trống sử dụng lý 

thuyết vỏ bậc cao còn đang được bỏ ngỏ. Nếu giải được các bài toán 

này sẽ giúp ích phân tích ứng xử cơ học của vỏ trống dày giúp ích cho 

các nhà thiết kế. Vì vậy luận án lựa chọn đề tài “phân tích ổn định và 

động lực phi tuyến của vỏ trống có cơ tính biến thiên theo lý thuyết 

biến dạng trượt bậc cao”. 

Đối tượng và phạm vi nghiên cứu 

Luận án tập trung phân tích ổn định và dao động của kết cấu vỏ 

trống FGM có và không có gân gia cường dưới tác dụng của tải cơ 

hoặc tải nhiệt. 

Phương pháp nghiên cứu 

Sử dụng lý thuyết biến dạng cắt bậc ba của Reddy có tính đến 

tính phi tuyến hình học Von Karman để thiết lập phương trình cân 

bằng cũng như phương trình chuyển động cho vỏ trống. Phương pháp 

Galerkin được sử dụng để biến đổi hệ phương trình đạo hàm riêng về 

phương trình vi phân thường, sau đó xây dựng biểu thức của tải vồng 

và biểu thức tải – độ võng cho bài toán ổn định tĩnh. Trong bài toán 

phân tích động lực, hệ phương trình chuyển động được giải số bằng 

phương pháp Runge-Kutta. Tải tới hạn của bài toán ổn định động được 

tìm theo tiêu chuẩn ổn định động Budiansky-Roth.  

Ý nghĩa khoa học và thực tiễn của nghiên cứu 

Các kết quả nghiên cứu trong luận án có thể được sử dụng làm 

tham khảo trong tính toán thiết kế và kiểm nghiệm kết cấu. Đặc biệt 
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các công thức hiển của tải vồng và tần số dao động tự do có thể được 

sử dụng một cách tiện lợi cho các nhà thiết kế góp phần tạo ra các kết 

cấu hoạt động hiệu quả, an toàn và tin cậy. Về mặt học thuật, các kết 

quả tính toán trong luận án sử dụng tiếp cận giải tích cũng góp một 

phần nhỏ làm phong phú thêm kho tàng tri thức về phân tích kết cấu.  

Cấu trúc của luận án 

Luận án bao gồm ba chương, trong đó chương 1 trình bày tổng 

quan về vấn đề nghiên cứu; chương 2 trình bày bài toán phân tích ổn 

định tĩnh; chương 3 trình bày bài toán ổn định động và dao động. Cuối 

cùng là kết luận, hướng phát triển của luận án. 

CHƯƠNG 1 

TỔNG QUAN 

1.1. Vật liệu FGM 

Vật liệu FGM có cấu tạo từ hai hay nhiều thành phần có cơ tính 

khác nhau. Hiện nay, loại vật liệu FGM được quan tâm nghiên cứu 

nhiều được cấu tạo từ hai thành phần là kim loại và gốm trong đó tỷ lệ 

thể tích của mỗi thành phần biến thiên liên tục từ mặt này sang mặt kia 

của thành kết cấu. 

Tỷ phần thể tích của các vật liệu thành phần trong FGM phân bố 

liên tục theo một quy luật nào đó. Chúng có thể biến đổi liên tục theo 

một chiều (1D-FGM), hai chiều (2D-FGM) hoặc ba chiều (3D-FGM). 

Trong khuôn khổ luận án, chỉ xét loại vật liệu 1D-FGM, trong đó các 

đặc trưng của kim loại và gốm biến đổi theo một chiều từ mặt giàu 

kim loại sang mặt giàu gốm hoặc ngược lại. Theo các nghiên cứu đã 

được công bố, đối với loại vật liệu 1D-FGM, tỷ phần thể tích của kim 

loại và gốm có thể biến đổi theo quy luật hàm lũy thừa (P-FGM), hàm 

sigmoid (S-FGM) hoặc hàm mũ (E-FGM). 

Vì các thành phần kim loại và gốm trong vật liệu FGM biến đổi 

liên tục nên tại một vị trí nào đó trong khối vật liệu FGM luôn có cả 

hai thành phần kim loại và gốm, các đặc trưng hiệu dụng của vật liệu 

FGM luôn phụ thuộc vào thuộc tính của cả hai thành phần vật liệu. Để 

xác định các đặc trưng hiệu dụng của vật liệu FGM theo các đặc trưng 

của các thành phần vật liệu, có một số mô hình thường được sử dụng 

là mô hình Voight, mô hình Mori-Tanaka, mô hình Reuss, mô hình 
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Hashin-Shtrikman, mô hình Tamura…Luận án sử dụng mô hình 

Voight để tính toán. 

Hiện nay vật liệu FGM đã được sử dụng trong nhiều lĩnh vực như: 

công nghiệp hàng không vũ trụ, công nghiệp ô tô, quốc phòng, năng 

lượng, điện tử, y sinh, công nghiệp hàng hải… 

Công nghệ chế tạo kết cấu FGM phức tạp, tùy thuộc vào độ dày của 

thành kết cấu mà lựa chọn cách sản xuất phù hợp. Có một số phương 

pháp chế tạo như phương pháp lắng đọng hơi, phương pháp luyện kim 

bột, phương pháp li tâm, phương pháp in 3D. 

1.2. Các nghiên cứu về vật liệu FGM  

1.2.1. Phân tích tĩnh các kết cấu tấm vỏ FGM 

Bài toán phân tích tĩnh là bài toán tính toán ứng suất, biến dạng 

trong kết cấu. Bài toán này đã được mở rộng từ các kết cấu tấm và vỏ 

làm bằng vật liệu thuần nhất và vật liệu composite phân lớp sang các 

kết cấu tấm vỏ FGM. 

1.2.2. Phân tích ổn định tĩnh các kết cấu tấm và vỏ FGM 

Ổn định của kết cấu chịu biến dạng là khả năng duy trì được trạng 

thái cân bằng ban đầu của kết cấu khi nó chịu kích động nhỏ, nếu khả 

năng đó mất đi thì kết cấu đó là không ổn định. Trạng thái ranh giới 

giữa trạng thái ổn định và trạng thái không ổn định được gọi là trạng 

thái tới hạn, tải trọng ứng với trạng thái này được gọi là tải tới hạn. 

Hai vấn đề chính được quan tâm nghiên cứu trong bài toán ổn định 

tĩnh là xác định tải tới hạn và xác định quan hệ tải – độ võng sau tới 

hạn giúp phân tích ứng xử của kết cấu ở giai đoạn sau khi tải tác dụng 

vượt quá giá trị tới hạn. Các bài toán phân tích ổn định của các kết cấu 

FGM như tấm, panel, vỏ trụ, vỏ nón, vỏ trống, vỏ cầu…đều đã đã được 

nghiên cứu. Phần lớn các nghiên cứu sử dụng lý thuyết vỏ mỏng. Các 

bài toán sử dụng lý thuyết vỏ bậc cao còn ít. Đặc biệt bài toán ổn định 

của vỏ trống sử dụng lý thuyết vỏ bậc cao chưa được nghiên cứu. Bài 

toán này sẽ được trình bày trong chương 2 của luận án. 

1.2.3. Phân tích ổn định động các kết cấu tấm và vỏ FGM 

Dưới tác dụng của tải tăng theo thời gian, độ võng của kết cấu có 

biên độ biến đổi theo thời gian, nếu tại thời điểm nào đấy biên độ của 

độ võng gia tăng đột ngột thì kết cấu được gọi là mất ổn định. Vấn đề 

thường được quan tâm trong bài toán ổn định động là xác định tải tới 
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hạn động lực. Trong các bài toán tải tăng theo thời gian, tiêu chuẩn 

Budiansky-Roth thường được sử dụng để xác định giá trị tải tới hạn 

cũng như thời gian kết cấu mất ổn định. Bài toán ổn định động của kết 

cấu vỏ trống FGM sử dụng lý thuyết vỏ mỏng đã được nghiên cứu. 

Tuy nhiên bài toán tương ứng sử dụng lý thuyết vỏ bậc cao còn đang 

bị bỏ ngỏ. Chương 3 của luận án sẽ đề cập đến bài toán này. 

1.2.4. Phân tích dao động của các kết cấu tấm vỏ FGM 

Các vấn đề thường gặp trong phân tích dao động của các kết cấu 

FGM là xác định các đặc trưng dao động như tần số, tính toán đáp ứng 

của dao động cưỡng bức và các vấn đề liên quan đến cộng hưởng. Bài 

toán dao động của vỏ trống mỏng đã được nghiên cứu. Trong khi đó 

bài toán tương ứng cho vỏ trống dầy cũng đang được bỏ ngỏ. Chương 

3 của luận án sẽ trình bày nghiên cứu về bài toán này. 

1.3. Đánh giá chung về các kết quả đã đạt được và những vấn đề 

cần được phát triển  

Các vấn đề về tĩnh và động của vỏ trống thuần nhất, vỏ trống 

FGM đều đã được các nhà khoa học nghiên cứu. Tuy nhiên các nghiên 

cứu này đếu sử dụng lý thuyết vỏ mỏng. Còn thiếu vắng các nghiên 

cứu về vỏ trống dày sử dụng lý thuyết biến dạng cắt bậc cao. 

 

CHƯƠNG 2 

PHÂN TÍCH ỔN ĐỊNH TĨNH VỎ TRỐNG FGM  

2.1. Đặt vấn đề  

2.2. Các phương trình cơ bản 

 

 

Hình 1.2 
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Khảo sát vỏ trống có độ dài L, bán kính đường tròn xích đạo R, bán 

kính lớn a như biểu diễn ở Hình 1.2. 

Quy luật vật liệu 

( ) ( ) ( )    

( ) ( ) ( )

; ; ; ; ; ;

2
; 1 ; 0; /2 /2
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 (2.2) 

Quan hệ biến dạng – chuyển vị 
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1 3 1 30 3 0 3

1 3 2 20 3 0 2 0 2

;
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 (2.5) 

Quan hệ ứng suất – biến dạng 
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( )

2

1
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xy xy
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   
   

=   
+

   
   

 (2.8) 

Hệ thức nội lực, nội lực bậc cao 
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



 (2.9) 

Hệ phương trình cân bằng theo lý thuyết biến dạng cắt bậc ba của Reddy 

, , , ,0; 0xy x y y xy y x xN N N N+ = + =  (2.15) 
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( ) ( )

( ) ( )

, , , , , , ,

, , ,

2

1 2 , ,

3 2

/ / 2

0, 4 / 3

x x y y x x y y x xx xy xy y yy

x y y yy xy xy x xx

xx yy

Q Q c R R c P P P

N a N R N w N w N w

q K w K w w c h

+ − + + + +

+ + + + +

+ − + + = =

 (2.16) 

( ), , , , 3 0x x xy y x x xy y x xM M c P P Q cR+ − + − + =  (2.17) 

( ), , , , 3 0y y xy x y y xy x y yM M c P P Q cR+ − + − + =  (2.18) 

Đưa vào hàm ứng suất F(x,y) sao cho , , ,, ,xy xy y xx x yyN F N F N F= − = =

, khi đó hệ phương trình cân bằng được biến đổi về dạng: 

( ) ( )1 , , 2 , ,

, , , , , , 1 2

/ /

2 0

y y x x yy xx

yy xx xx yy xy xy

A A w F a F R

F w F w F w K w K w q

  + +  + + +

+ − − +  + =
 (2.21) 

( )

( ) ( )

3 , , , , ,

4 , , 5 ,

2

0

x yy x yy y yx x xx y yx

xyy xxx x x

A

A w w A w

    



− + + +

+ + + + =
 (2.22) 

( )

( ) ( )

3 , , , , ,

4 , , 5 ,

2

0

x xy y xx x xy y xx y yy

xxy yyy y y

A

A w w A w

    



− + + +

+ + + + =
 (2.23) 

Phương trình tương thích biến dạng cho vỏ trống FGM là 

( )
2

0 0 0

, , , , , , , ,/ /y xx x yy xy xy xy xx yy yy xxw w w w a w R  + − = − − −  (2.24) 

Có thể biến đổi về dạng 

( )
2

1 1
1 , 1 , , , ,xy xx yy yy xx

E E
F E w E w w w w

a R
 = − − −  (2.25) 

Hệ bốn phương trình vi phân đạo hàm riêng (2.21-2.23, 2.25) với 

bốn hàm ẩn là các phương trình cơ bản được sử dụng để phân tích ổn 

định vỏ trống FGM theo lý thuyết biến dạng cắt bậc ba của Reddy. 

2.3. Phân tích ổn định vỏ trống chịu áp lực ngoài 

2.3.1. Phương pháp Galerkin 

Xét vỏ trống tựa đơn ở hai đầu và chịu áp lực ngoài phân bố đều 

trên bề mặt vỏ với cường độ q(N/m2) (xem Hình 2.1). 
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Hình 2.1. Vỏ trống chịu tác dụng của áp lực ngoài 

Điều kiện biên có dạng 

w = 0, ɸy = 0, Nxy = 0, Nx = 0, Mx = 0  tại x = 0 và x = L (2.26) 

Dạng nghiệm có dạng 
2

0 1 2sin sin sin ,w W W Mx Ny W Mx= + +  (2.27) 

( ) ( )

( ) ( )

1 1

1 2

1 1 2

3 4 0

sin sin sin3 sin

cos2 cos2 /2y

F B Mx Ny B Mx Ny

B Mx B Ny hx

= +

+ + +
 (2.31) 

( ) ( )1 1

1 1 2 2cos sin sin 2x C W Mx Ny C W Mx = +  (2.32) 

( )1

1 1 sin cosy D W Mx Ny =  (2.33) 

Trong đó 
m

M
L


= , 

n
N

R
= , m, n є N*, W0, W1, W2 là các hằng số, các 

hệ số 
( ) ( ) ( )1 1 1

, ,i i iB C D  được biểu diễn qua W0, W1, W2. 

Thay các phương trình (2.27), (2.31-2.33) vào (2.21) và áp dụng 

phương pháp Galerkin ta thu được các tích phân Galerkin, sau đó biến 

đổi các tích phân này, kết hợp điều kiện chu vi kín, thu được biểu thức 

quan hệ tải – độ võng, tải vồng như sau: 

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( ) ( )

1 1 1

24 1 2
2 21 1 1

6 6 6

12 4
1 3 21 1

51 1 12

1 16 1 2 2

2

1

8

H H H
q W W

H H H

H WK E R N
H

E K RH H H W

= − −

  −
 + +    + +  

 (2.41) 

q 

  

q q q 
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( )

( )

1

4

1

6

buck

H
q

H
=  (2.43) 

Các biểu thức của tải vồng và tải – độ võng giúp phân tích ứng xử 

ổn định và sau ổn định của vỏ. 

2.3.2. Khảo sát số 

2.3.2.1. Nghiên cứu so sánh 

Khảo sát vỏ trống FGM có các tham số như sau: R = 0,5 m, a = 4R,  

L = 2R, Em = 105,69 GPa, Ec = 168,08 GPa, νm = νc = 0,3, k = 1,  

K1 = 1,5.107 N/m3, K2 = 1,5.105 N/m. Tải tới hạn được tính toán và so 

sánh với tài liệu [23] sử dụng lý thuyết vỏ mỏng.  

Bảng 2.1. So sánh tải tới hạn qcr (MPa) 

R/h Tài liệu [23] Luận án Sai số (%) 

10 355,57(1,4)a 368,51(1,4) 3,64 

30 30,373(1,6) 30,596(1,6) 0,73 

50 10,362(1,7) 10,393(1,7) 0,3 

100 2,670(1,10) 2,674(1,10) 0,14 

200 0,895(1,14) 0,896(1,14) 0,05 

500 0,4124(1,23) 0,4125(1,23) 0,01 

Thông tin trong Bảng 2.1 cho thấy kết quả tính toán trong luận án 

phù hợp tốt với tài liệu [23]. Phần trăm sai số giảm khi vỏ mỏng hơn. 

2.3.2.2. Khảo sát ổn đinh vỏ trống FGM 

Ảnh hưởng của sự phân bố vật liệu đến ứng xử của vỏ trống FGM 

được minh họa trong Bảng 2.2 và trong Hình 2.2. 

Bảng 2.2. Sự phụ thuộc của tải tới hạn qcr(MPa) vào sự phân bố vật liệu 

k Vỏ trống lồi (a/R = 4) Vỏ trống lõm (a/R = – 4) 

0 3,216 (1,10)a 1,513 (2,6) 

0.5 2,831 (1,10) 1,379 (2,6) 

1 2,670 (1,10) 1,331 (2,6) 

5 2,402 (1,10) 1,263 (2,6) 

∞ 2,170 (1,10) 1,174 (2,6) 



9 
 

 

Hình 2.2. Đồ thị q – wmax/h của vỏ trống lồi khi hệ số k biến thiên 

Thông tin trong Bảng 2.2 và Hình 2.2 cho thấy khả năng kháng 

vồng và khả năng mang tải sau vồng của vỏ tăng khi hệ số tỷ phần thể 

tích tăng. 

2.4. Phân tích ổn định vỏ trống chịu tải xoắn 

2.4.1. Phương pháp Galerkin 

Xét vỏ trống FGM chịu tải xoắn cường độ τ. Điều kiện biên có dạng: 

w = 0, Mx = 0, Nxy = -τh, ɸy = 0 tại x = 0 và x = L (2.44) 

Dạng nghiệm hàm độ võng được chọn như sau: 
2

0 1 2sin sin ( ) sinw W W Mx N y x W Mx= + − +  (2.45) 

 

Hình 2.14. Vỏ trống chịu tải xoắn 

Thực hiện những tính toán tương tự như bài toán ở mục 2.3, ta 

thu được biểu thức tải xoắn – độ võng và tải vồng như sau: 

x 

y z 

      

τ τ 

x 

y z 
 

   

 

   

τ τ 
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( ) ( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

2 2 2 2

6 1 1 1
2 2

1 2 2 2 2 2

5 7 1 1 2

2

2 2 2 2

6 1 1 1
2 22

3 1 42 2 2 2 2

5 7 1 1 2

2 2 2 2

1 2

1

2

4

1

1 2

2 4

H W K RN W

H H
H H W K K M

H W K RN W

H W H
hN H H W K K M

K K M N N






 
− − 

+ 
+ + + 

 
  − − −  

= + +  
+ + +  

  
 
− − + + 
 
 
 

 (2.59) 

( ) ( )2 2 2 2 2

1 1 22

1

2
buck H K K M N N

hN
 


 = − + + + +
 

 (2.60) 

Các biểu thức (2.59-2.60) giúp phân tích ứng xử ổn định của vỏ 

trống FGM chịu tải xoắn. 

2.4.2. Khảo sát số 

2.4.2.1. Nghiên cứu so sánh 

Khảo sát vỏ trụ FGM (trường hợp đặc biệt của vỏ trống khi a →∞), 

có các đặc trưng vật liệu như sau: Em = 105,69 GPa, Ec = 168,08 GPa,  

νm = νc = 0,3, k = 1, h = 0,01 m, L = 2R. Tải xoắn tới hạn được tính toán 

và được so sánh với các tài liệu [42] sử dụng phương pháp năng lượng 

và [65] sử dụng phương pháp nhiễu.  

Bảng 2.7. So sánh tải xoắn tới hạn τcr(MPa) cho vỏ trụ FGM 

R/h Tài liệu [84] Tài liệu [48] Luận án 

500 25,93 (11; 0,20)a 25,58 (11; 0,30) 25,94 (13; 0,30) 

400 34,44 (10; 0,21) 33,82 (12; 0,31) 34,35 (12; 0,31) 

300 49,86 (9; 0,22) 48,61 (11; 0,33) 49,47 (11; 0,33) 

200 83,67 (8; 0,24) 81,70 (19; 0,37) 83,44 (9; 0,34) 

a Mode vồng (n, λ), m = 1 

Thông tin trong Bảng 2.7 cho thấy các kết quả của tải xoắn tới 

hạn được tính toán trong luận án phù hợp tốt với các kết quả tương 

ứng trong các tài liệu tham khảo [48] và [84]. 

2.4.2.2. Khảo sát số 
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Ảnh hưởng của nền đàn hồi và tỷ số a/R đến sự ổn định của vỏ trống 

FGM chịu tải xoắn được trình bày trong Bảng 2.10 và trong Hình 2.20. 

Bảng 2.10. Sự phụ thuộc của tải xoắn tới hạn vào nền đàn hồi và tỷ số a/R 

Tham số nền a/R = 5 a/R = 6 a/R = 7 

K1 = 0, K2 = 0 310,91 290,26 276,27 

K1 = 1,5. 107; K2 = 0 318,56 298,24 284,47 

K1 = 1,5. 107; K2 = 1,5. 105 356,24 336,80 323,60 

 

Hình 2.22. Đường cong τ–wmax/h của vỏ lồi khi tỷ số a/R biến thiên 

Nhận xét : Vỏ càng lồi (tỷ số a/R càng nhỏ) thì khả năng kháng 

vồng cũng như khả năng mang tải sau vồng càng cao. Hơn thế nữa, nền 

đàn hồi có tác dụng làm gia tăng sự ổn định cho vỏ. 

2.5. Phân tích ổn định vỏ trống sandwich có lõi FGM chịu tải 

nén dọc trục và tải nhiệt 

2.5.1. Phương pháp Galerkin 

Phần này khảo sát vỏ trống có ba lớp với tổng độ dày là h, trong đó 

lớp lõi có độ dày hco làm bằng vật liệu FGM, hai lớp ngoài mỏng hơn 

với cùng độ dày hf làm từ vật liệu thuần nhất. Lớp trong là gốm và lớp 

ngoài là kim loại. Mô hình vật liệu được mô tả như hình vẽ sau: 
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Hình 2.26. Mô hình vật liệu FGM sandwich 

Quy luật vật liệu: 

     

1 2

2
2 3

3 2

3 4

       0        ; z

, , , . ; z

       1        ; z

k

m m cm cm

z z

z z
E E E z z

z z

z z

  

 

 −

= +   
− 

  

 (2.61) 

Phần này xét hai trường hợp sau: 

Trường hợp 1: Vỏ chịu lực nén dọc trục (xem Hình 2.27). Điều 

kiện biên có dạng: 

w = 0, Mx = 0, Nxy = 0, ɸy = 0, Nx = -Ph, Px = 0 tại x = 0 

và x = L 
(2.62) 

 

 

Hình 2.27. Vỏ trống chịu lực nén dọc trục 

 

P 

P 

P 

P 

y 

z 

x 

y 

z 

x 
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Trường hợp 2: vỏ bị chặn ở hai đầu và chịu tác dụng của tải nhiệt. 

Điều kiện biên có dạng: 

w = 0, u = 0, ɸy = 0, Mx = 0, Nx = Nx0, Px = 0 

tại x = 0 và x = L 
(2.63) 

Dạng nghiệm hàm độ võng được chọn cho cả hai trường hợp như sau: 

sin sinw W Mx Ny=  (2.64) 

Tiến hành các tính toán tương tự như trong mục 2.3 và 2.4, ta thu 

được biểu thức tải – độ võng và tải vồng cho hai trường hợp như sau: 

( ) ( ) ( )
( )

3 3 2 2 2

1 2 1 2

2 2

H H W K K N M a
P

hRN aM

+ − − +
=

−
 (2.70) 

( ) ( )
( )

3 2 2

1 1 2

2 2buck

H K K N M a
P

hRN aM

− − +
=

−
 (2.71) 

Trường hợp tải nhiệt 

( )
( ) ( )

( )

3 2 2

1 1 22 2

10

2 2
31

22 2

108

a R
T H K K N M

RN aM

E M a R W
H

RN aM





+
  = − − +
 − 

 +
+ + 

−  

 (2.78) 

( )
( ) ( )3 2 2

1 1 22 2

10

buck

a R
T H K K M N

RN aM

+
  = − − +
 − 

 (2.79) 

Các biểu thức trên giúp phân tích ứng xử ổn định của vỏ. 

2.5.2. Khảo sát số 

2.5.2.1. Nghiên cứu so sánh 

So sánh tải nén dọc trục tới hạn với nghiên cứu [51] sử dụng lý 

thuyết vỏ mỏng, thực hiện cho vỏ trống làm bằng vật liệu thuần nhất 

có E = 70 GPa, ν = 0,3, h = 0,001 m, L = R, a/R = 10. 

Bảng 2.12. So sánh tải nén tới hạn Pcr (MPa) 

Bán kính R Hutchinson [51] Luận án Sai số (%) 

R = 200h 212,085 211,628 0,216 
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R = 100h 425,182 422,873 0,551 

R = 50h 848,861 841,544 0,861 

So sánh thứ hai thực hiện cho vỏ trụ FGM có các tham số vật liệu 

như sau: Em = 207,79 GPa, Ec = 322,27 GPa, αm = 1,5321.10-5 1/K,  

αc = 0,7474.10-5 1/K, νm = νc = 0,3, h = 0,001 m, hf = 0 m, R = 400h, 

Tcr = Ti + ΔTcr, 300L Rh= , Ti = 300 K (nhiệt độ phòng). Tải nhiệt 

tới hạn được tính toán và được so sánh với các tài liệu [78] và [94] đều 

sử dụng lý thuyết vỏ mỏng. Kết quả so sánh được trình bày trong Bảng 

2.13. 

Bảng 2.13. So sánh tải nhiệt tới hạn Tcr (K) 

Hệ số k Shen [78] Wu [94] Luận án 

0 477,63 502,43 502,19 

0,2 450,84 471,99 471,79 

0,5 432,20 450,77 450,60 

1 418,46 435,06 434,91 

2 407,98 423,00 422,85 

3 399,01 417,78 417,64 

Rõ ràng, các kết quả tính toán của tải cơ và tải nhiệt tới hạn trong 

luận án phù hợp tốt với các kết quả đã được công bố. 

2.5.2.2. Kết quả số và thảo luận 

Ảnh hưởng của tỷ số giữa độ dày lớp vỏ với tổng độ dày (hf/h) 

đến sự ổn định của vỏ được mô tả trong Bảng 2.14 và trong các Hình 

2.28 và 2.29. 

Bảng 2.14. Sự phụ thuộc của tải tới hạn vào tỷ số hf/h 

Tỷ số hf/h Pcr (MPa) ΔTcr (K) 

Vỏ lồi Vỏ lõm Vỏ lồi Vỏ lõm 

hf /h = 0,1 1922,56  3171,23  639,55  1120,17  

hf /h = 0,15 1918,30  3166,98  641,42  1124,45  

hf /h = 0,2 1914,40  3163,09  643,44  1128,89  
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Hình 2.28. Đường cong ΔT – wmax/h của vỏ trống lồi  

khi tỷ số hf/h biến thiên 

Nhận xét: Khả năng kháng vồng và khả năng mang tải sau vồng 

của vỏ trống FGM gia tăng khi tỷ số hf/h giảm đối với trường hợp vỏ 

chịu tác dụng của tải cơ. Tuy nhiên, trường hợp vỏ chịu tác dụng của 

tải nhiệt thì xu hướng ngược lại. 

 

Hình 2.29. Đường cong P – wmax/h của vỏ trống lồi  

khi tỷ số hf/h biến thiên 

2.6. Phân tích ổn định vỏ trống FGM có gân gia cường chịu áp 

lực ngoài 

2.6.1. Giới thiệu 

2.6.2. Các phương trình cơ bản 

Khảo sát vỏ trống độ dài L, bán kính xích đạo R, bán kính lớn a, 

độ dày h, được gia cường bởi một hệ thống ns gân dọc và nr gân vòng. 

Vỏ và gân được làm từ vật liệu FGM thỏa mãn sự liên tục tại chỗ tiếp 
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xúc. Gân được gia cường phía trong vỏ. Vỏ chịu tác dụng của áp lực 

ngoài phân bố đều trên bề mặt với cường độ q (N/m2). 

 

Hình 2.42. Vỏ trống có gân gia cường 

Các hệ thức biến dạng – chuyển vị, ứng suất – biến dạng, hệ 

phương trình cân bằng, phương trình tương thích biến dạng của vỏ có 

gân vẫn có dạng như vỏ không gân. Điểm khác là các thành phần nội 

lực được cộng thêm phần đóng góp của gân. Thực hiện các bước tính 

toán tương tự như đối với vỏ không gân ở mục 2.3, thu được hệ phương 

trình cân bằng cho vỏ có gân như sau: 

 ( )

, , 13 , 12 , 11 , , ,

, , , , 1 2 , , 114 ,

113 , 16 , 15 , 14 , 112 ,

111 , 110 , 19 , 18 , 17 ,

1 1

2

0

yy xx xxyy yyyy xxxx xx yy

yy xx xy xy yy xx yy

xx xxyy yyyy xxxx y y

x x y yxx x xyy y yyy x xxx

F F a F a F a F F w
a R

F w F w K w K w w a w

a w a w a w a w a

a a a a a q



    

+ + + + +

+ − − + + +

+ + + + +

+ + + + + + =

 (2.89) 

21 , 22 , 23 , 24 , 29 ,

28 27 , 26 , 25 , 0

xxx xyy xxx xyy x

x y xy x yy x xx

a F a F a w a w a w

a a a a   

+ + + +

+ + + + =
 (2.90) 

39 , 38 37 , 36 , 35 ,

34 , 33 , 32 , 31 , 0

y y x xy y xx y yy

xxy yyy xxy yyy

a w a a a a

a w a w a F a F

   + + + +

+ + + + =
 (2.91) 
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410 , 49 , 48 , 47 , 46 ,

45 , 44 , 43 , 42 , 41 ,

2

, , , , ,/ / .

y yxx y yyy x xyy x xxx xxyy

xxxx yyyy xxyy yyyy xxxx

yy xx xx yy xy

a a a a a F

a F a F a w a w a w

w a w R w w w

   + + + +

+ + + + +

= − − − +

 (2.92) 

2.6.3. Biểu thức tải – độ võng và tải tới hạn 

Nghiệm hàm độ võng vẫn có dạng như phương trình (2.27). Lặp 

lại quá trình tính toán tương tự như mục 2.3, ta thu được biểu thức tải 

– độ võng và tải vồng như sau: 

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( ) ( )

4 4 4 44

25 6 9 3 24
2 24 4 4 4 4 4

8 8 8 8 1 2 2

H H H H WH
q W W

H H H H H H W

 −−
= − − +   + 

 (2.104) 

( )

( )

4

4

4

8

buck

H
q

H

−
=  (2.105) 

2.6.4. Khảo sát số 

2.6.4.1. Nghiên cứu so sánh 

Xét vỏ trụ thuần nhất có các tham số vật liệu và tham số hình học 

như sau: E = 30.106 Psi, ν = 0,3, h = 1 in, R = 82,1693 in, L = 372, 97 

in, es = er = 1,653 in, hs = hr = 2(er – h/2), ds = 2πR/516, dr = L/nr,  

bs = 0,1471dsh/hs, br = 0,1471drh/hr. Trong đó nr = 373, ns = 516 lần 

lượt là số gân vòng và số gân dọc. Tải tới hạn được so sánh với tài liệu 

[72, 77] sử dụng lý thuyết “layerwise shell theory” và “boundary layer 

theory”. Kết quả so sánh được trình bày trong Bảng 2.17. 

Bảng 2.17. So sánh qcr (Psi) cho vỏ trụ có gân gia cường 

Số gân Reddy [72] Shen [77] Luận án 

nr = 0, ns = 0 93,5 100,7 (1,4) a 103,2686 (1,4) 

nr = 0, ns = 516 94,7 102,2 (1,4) 104,4368 (1,4) 

nr = 373, ns = 0 357,5 368,3 (1,3) 379,4192 (1,3) 

nr = 373, ns = 516 365 374,1 (1,3) 386,9183 (1,3) 

Nhận xét: Các kết quả tính toán trong luận án phù hợp tốt với các 

kết quả được công bố trong các nghiên cứu [72] và [77]. 

2.6.4.2. Khảo sát số 
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Ảnh hưởng của gân gia cường đến khả năng ổn định của vỏ trống 

FGM được minh họa trong Bảng 2.18 và trong Hình 2.43. 

Nhận xét: Gân gia cường có tác dụng gia tăng sự ổn định của vỏ. Hơn 

thế nữa gân vòng đóng góp nhiều hơn gân dọc trong hiệu quả gia 

cường. 

Bảng 2.18. Ảnh hưởng của gân gia cường đến tải tới hạn qcr (MPa) 

Loại vỏ 
nr = 0 

ns = 0 

nr = 0 

ns = 20 

nr = 20 

ns = 0 

nr = 20 

ns = 20 

Vỏ lồi 5,894 (1,9)a 5,972 (1,9) 8,742 (1,8) 8,840 (1,8) 

Vỏ lõm 1,827 (1,3) 1,829 (1,3) 2,126 (1,3) 2,128 (1,3) 
aMode vồng (m, n) 

 

Hình 2.43. Đường cong q – wmax/h của vỏ trống  

khi số gân biến thiên 

 

Kêt luận. Với tiếp cận giải tích và phương pháp Galerkin, chương 

2 của luận án đã trình bày lời giải cho bốn bài toán ổn định của vỏ 

trống. Trong đó có ba bài toán cho vỏ trống không gân chịu tải khác 

nhau, bài toán thứ 4 cho vỏ trống có gân. Các so sánh đã được thực 

hiện nhằm kiểm chứng độ tin cậy của các công thức đã được tìm ra. 

Với mỗi bài toán các nghiên cứu tham số cũng đã được thực hiện nhằm 

phát hiện các đặc trưng ứng xử của vỏ. Kết quả chính chương này được 

đăng trên 4 bài báo ISI và hai bài hội nghị. 
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CHƯƠNG 3 

PHÂN TÍCH ỔN ĐỊNH ĐỘNG VÀ DAO ĐỘNG  

CỦA VỎ TRỐNG FGM  

3.1. Đặt vấn đề  

3.2. Các phương trình cơ bản 

Khảo sát vỏ trống FGM được mô tả như ở mục 2.2. Vỏ chịu tác 

dụng của áp lực ngoài có cường độ thay đổi theo thời gian q = q(t). Hệ 

phương trình chuyển động của vỏ theo lý thuyết biến dạng cắt bậc 3 

của Reddy [70] như sau : 

, , 1 , 2 , 3 ,x x xy y tt x tt xttN N I u I I w+ = + −  (3.1) 

* * *

, , 1 , 2 , 3 ,xy x y y tt y tt yttN N I v I I w+ = + −  (3.2) 

( ) ( )

( )

( )

, , , , , , ,

, , , 1 2 , , 1 ,

* * 2

1 , 3 , 5 , 3 , 5 , 7 , ,

3 / / 2

2

2

y y x x y y x x x y x xx y yy xy xy

xx x yy y xy xy yy xx tt

t ttx x ttx tty y tty ttyy ttxx

Q Q c R R N a N R c P P P

w N w N w N K w K w w q I w

I w I u I I v I c I w w  

+ − + + + + + +

+ + + − + + + =

+ + + + + − +

 (3.3) 

( ), , , , 2 , 4 , 5 ,3xy y x x x x xy y x x tt x tt xttM M cR Q c P P I u I I w+ + − − + = + −  (3.4) 

( ) * * *

, , , , 2 , 4 , 5 ,3y y xy x y y xy x y y tt y tt ttyM M cR Q c P P I v I I w+ + − − + = + −  (3.5) 

Đưa vào hàm ứng suất F (x, y), sau đó biến đổi hệ phương trình 

chuyển động về dạng toán tử như sau : 

( ) ( ) ( ) ( )11 12 13 1 ,

* *

1 , 5 , 5 , 7 , 7 ,

,

2

x y tt

t x xtt y ytt xxtt yytt

L w L L S w F q I w

I w I I I w I w

 

  

+ + + + =

+ + + + +

 (3.7) 

( ) ( ) ( )21 22 23 3 , 5 ,x y x tt xttL w L L I I w  + + = −  (3.8) 

( ) ( ) ( ) * *

31 32 33 3 , 5 ,x y y tt yttL w L L I I w  + + = −  (3.9) 

Hệ gồm 3 phương trình (3.7-3.9) và phương trình tương thích 

biến dạng (2.25) tạo thành một hệ khép kín bốn phương trình và bốn 

ẩn hàm w, F, ϕx và ϕy. Đó là hệ phương trình cơ bản được sử dụng để 

phân tích động lực vỏ trống FGM.  
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3.3. Phân tích dao động vỏ trống FGM 

3.3.1. Các công thức lý thuyết 

Xét vỏ trống tựa đơn ở hai đầu vỏ và chịu tác dụng của áp lực 

ngoài cường độ q = q(t). Điều kiện biên có dạng như (2.26). Dạng 

nghiệm hàm độ võng được chọn như sau: 

( )sin sinw W t Mx Ny=  (3.11) 

Thay dạng nghiệm hàm độ võng vào hệ phương trình cơ bản, 

sau đó áp dụng phương pháp Galerkin dẫn đến: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

5 5 5 5 2

1 2 3 4

5 53

5 6 1 / 0

H W t H W t H W H W t

H W t H q R

+ + +

+ + − + =
 (3.14) 

3.3.1.1. Tần số dao động tự do tuyến tính 

Từ phương trình (3.14), biểu thức của tần số dao động riêng của 

vỏ được xác định như sau: 

( ) ( )5 5

3 1/H H =  (3.15) 

3.3.1.2. Dao động cưỡng bức của vỏ trống FGM 

Khảo sát trường hợp vỏ chịu kích động điều hòa q = QsinΩt, khi 

đó dao động cưỡng bức được tính toán từ phương trình sau : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

5 5 5 5 2

1 2 3 4

5 53

5 6 1sin / 0

H W t H W t H W H W t

H W t H Q t R

+ + +

+ + −  + =
 (3.17) 

3.3.1.3. Phương trình biên độ – tần số 

Để thiết lập phương trình biên độ – tần số, thay sinW A t=   vào 

(3.17) rồi áp dụng phương pháp tựa Galerkin, thu được: 

( )2 2

1 2 3 4 5 1

1
1c c A c A c Q c

A
 − = + + + − +   (3.18) 

Trong đó / =   là tỷ số tần số. 

3.3.2. Khảo sát số 

3.3.2.1. Nghiên cứu so sánh 

Xét vỏ trụ thuần nhất có các tham số vật liệu và hình học như sau:  

E = 210 GPa, ρ = 7850 kg/m3, ν = 0,3, h = 0,06 m, R = 100h,  
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L = 0,5R. Tần số dao động tự do không thứ nguyên 

( ) ( )* / 2 1 /h E    = + được tính toán và được so sánh với các tài 

liệu [17, 79, 96]. Kết quả so sánh được trình bày trong Bảng 3.1. 

Bảng 3.1. So sánh tần số không thứ nguyên 

(m, n) Bhimaraddi [17] Shen [79] Xuebin [96] Luận án 

(1, 1) 0,03692 0,03712 0,03739 0,03729 

(1, 2) 0,03612 0,03648 0,03666 0,03666 

(1, 3) 0,03566 0,03620 0,03634 0,03640 

(1, 4) 0,03632 0,03700 0,03723 0,03723 

Nhận xét: kết quả tính toán trong luận án phù hợp tốt với các kết 

quả được công bố trong các tài liệu [17, 79, 96]. 

3.3.2.2. Khảo sát tần số dao động tự do tuyến tính 

Ảnh hưởng của nhiệt độ đến tần số dao động tự do tuyến tính 

được minh họa trong Bảng 3.3. 

Bảng 3.3. Sự biến thiên của tần số theo nhiệt độ 

ΔT(K) ω (1,1) ω (1,2) ω (2,1) ω (2,2) 

0 2781,5 2629,4 3672,5 3668,6 

100 2779,8 2622,2 3671,2 3663,5 

200 2778,1 2615,1 3669,9 3658,4 

300 2776,5 2607,9 3668,7 3653,3 

Nhận xét: tần số dao động tự do tuyến tính của vỏ giảm khi nhiệt độ 

tăng. 

3.3.2.3. Khảo sát đường cong biên độ – tần số 

Ảnh hưởng của hệ số nền đến đường cong biên độ - tần số của vỏ 

trống FGM được mô tả trên Hình 3.1 cho mode (m = 1, n = 3).  

Có thể nhận thấy rằng với cùng một giá trị của biên độ, vỏ đặt 

trên nền đàn hồi hai hệ số có tần số dao động lớn nhất, trong khi đó, 

trường hợp không có nền vỏ có tần số nhỏ nhất. Như vậy nền đàn hồi 

có tác dụng làm gia tăng giá trị của tần số dao động tự do phi tuyến.  
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Hình 3.1. Đồ thị biên độ – tần số khi hệ số nền biến thiên 

3.3.2.4. Dao động cưỡng bức của vỏ trống FGM 

Ảnh hưởng của sự phân bố vật liệu (đặc trưng bởi hệ số tỷ phần 

thể tích k) đến đáp ứng dao động của vỏ trống FGM được minh họa 

trên Hình 3.7 cho mode (m = 1, n = 1). 

 

Hình 3.7. Đồ thị wmax – t khi thay sự phân bố vật liệu 

Nhận xét: Khi hệ số k càng lớn thì biên độ dao động càng lớn.  

3.4. Phân tích ổn định động vỏ trống FGM 

3.4.1. Các công thức lý thuyết 

Xét vỏ trống FGM chịu tác dụng của lực nén dọc trục có cường 

độ tăng tuyến tính theo thời gian. 
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P = Ct (3.19) 

Trong đó C (Pa/s) là tốc độ đặt tải. Điều kiện biên có dạng như 

(2.62). Dạng nghiệm hàm độ võng được chọn thỏa mãn điều kiện biên 

có dạng (3.11). Thay dạng nghiệm này vào hệ phương trình chuyển 

động (3.7-3.9, 2.25), áp dụng phương pháp Galerkin, sau một số phép 

biến đổi, thu được 

( ) ( ) ( ) ( )
2

6 6 6 62 3

1 2 3 4 0
N R

H W H W H M hCt W H W
a

  
+ + + − + =  

  
 (3.27) 

Phương trình (3.27) được giải số, sau đó sử dụng tiêu chuẩn 

Budiansky-Roth để xác định tải tới hạn động lực (Pdcr). 

3.4.2. Khảo sát số 

3.4.2.1. Nghiên cứu so sánh 

Xét vỏ trụ FGM với các tham số như sau Em = 105,7 GPa,  

Ec = 168,08 GPa, ρm = 4429 kg/m3, ρc = 5700 kg/m3, ν = 0,2980, 

 ε = 0,2. Kết quả tính toán được trình bày trong Bảng 3.6, so sánh với 

tài liệu tham khảo [18] sử dụng lý thuyết vỏ mỏng. 

Bảng 3.6. So sánh tải tới hạn động của vỏ trụ FGM Pdcr (MPa) 

Các tham số Luận án Tài liệu [18] Sai số (%) 

C = 100.106 pa/s, L/R = 2, k = 0,2 

R/h = 400 236,84 (23,4) a 239,55 (5,15) 1,13 

R/h = 600 158,41 (28,6) 162,17 (3,14) 2,32 

R/h = 800 119,32 (33,1) 124,66 (2,12) 4,28 

L/R = 2, R/h = 500, k = 0,5  

C = 10.106 pa/s 175,92 (26,2) 177,01 (2,11) 0,61 

C = 50.106 pa/s 176,24 (26,2) 179,37 (2,11) 1,74 

C = 100.106 pa/s 176,54 (26,2) 181,67 (2,11) 2,82 

Nhận xét: các kết quả của tải tới hạn động của luận án phù hợp 

tốt với các kết quả tương ứng trình bày trong nghiên cứu [18] của Bích 

và cộng sự sử dụng lý thuyết vỏ cổ điển. 

3.4.2.2. Khảo sát sự phụ thuộc của tải tới hạn theo các tham số 

Ảnh hưởng của sự phân bố vật liệu và tỷ số R/h tới tải tới hạn và 

đáp ứng động lực của vỏ được trình bày trong Bảng 3.7. 



24 
 

Bảng 3.7. Sự phụ thuộc của tải tới hạn theo hệ số k và tỷ số R/h 

R/h k = 0,2 k = 0,5 k = 1 k = 5 

50 1879,21 1748,65 1631,71 1428,65 

100 943,44 877,48 819,24 720,35 

150 629,6 585,55 546,53 479,14 

Nhận xét: Vỏ càng mỏng hoặc vật liệu có tỷ lệ kim loại càng 

cao (hệ số k càng lớn) thì sẽ có tải tới hạn động lực càng nhỏ. 

Kết luận chương 3. Với tiếp cận nửa giải tích, chương 3 đã trình 

bày bài toán phân tích dao động và bài toán phân tích ổn định động 

của vỏ trống FGM. Trong bài toán dao động, các công thức của tần số 

dao động tự do tuyến tính, phương trình biên độ – tần số, và phương 

trình vi phân động lực của vỏ trống FGM đã được thiết lập. Phương 

pháp số được sử dụng để giải số phương trình vi phân chuyển động, 

từ đó đáp ứng động lực được tính toán và nghiên cứu tham số được 

thực hiện. Trong bài toán ổn định động, phương trình vi phân động lực 

được thiết lập, phương pháp số được áp dụng để giải số phương trình 

vi phân, sau đó tải tới hạn động được tính toán theo tiêu chuẩn ổn định 

động của Budiansky-Roth. Kết quả chính của chương 3 được đăng trên 

3 bài báo ISI và 01 bài hội nghị. 

KẾT LUẬN 

Những đóng góp mới của luận án 

Luận án đã sử dụng tiếp cận giải tích, nửa giải tích để giải quyết 

một loạt các bài toán về ổn định tĩnh, ổn định động và dao động của 

vỏ trống FGM dựa trên lý thuyết biến dạng trượt bậc ba giúp ích phân 

tích ứng xử của vỏ trống dày hơn. Trước đó chỉ có các nghiên cứu về 

vỏ trống sử dụng lý thuyết vỏ mỏng. Cụ thể hơn, luận án đã giải quyết 

sáu bài toán về ổn định và dao động của vỏ trống, trong đó có bốn bài 

toán về ổn định tĩnh, một bài toán ổn định động, và một bài toán phân 

tích dao động. Bốn bài toán phân tích ổn định tĩnh là bài toán vỏ trống 

chịu tải áp lực ngoài; vỏ trống chịu tải xoắn; vỏ trống chịu lực nén dọc 

trục hoặc tải nhiệt; và vỏ trống có gân chịu áp lực ngoài. Một bài toán 

về ổn định động lực của vỏ trống chịu lực nén dọc trục tăng tuyến tính 

theo thời gian và một bài toán phân tích dao động của vỏ trống chịu 

áp lực ngoài biến đổi điều hòa theo thời gian. Chi tiết hơn, luận án đã 

có những đóng góp sau: 
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1. Xây dựng các hệ thức nội lực, nội lực bậc cao cho vỏ trống FGM 

không gân và có gân gia cường theo TSDT. Đó là những hệ thức cơ 

bản, có thể được sử dụng để giải các bài toán về ổn định và dao động 

của vỏ trống, vỏ trụ dày chịu các loại tải khác nhau và bằng các phương 

pháp khác nhau.  

2. Tìm ra biểu thức tải vồng, biểu thức tải – độ võng cực đại cho các 

bài toán ổn định tĩnh; tìm ra biểu thức của tần số dao động tự do tuyến 

tính, phương trình biên độ – tần số và phương trình vi phân biên độ độ 

võng – thời gian cho bài toán phân tích dao động; tìm ra tải tới hạn 

động theo tiêu chuẩn Budiansky-Roth cho bài toán ổn định động. Có 

thể nói tiếp cận giải tích và phương pháp Galerkin được sử dụng trong 

luận án không phải là tiếp cận mới và phương pháp mới, điểm mới của 

luận án là xử lý hệ phương trình vi phân đạo hàm riêng với bốn phương 

trình và bốn ẩn hàm là hàm độ võng w(x, y, t), hàm ứng suất F (x, y, 

t), các hàm góc xoay ϕx (x, y, t), và ϕy (x, y, t) để từ đó có thể giải 

quyết được các bài toán nói trên. Đó là khó khăn lớn nhất khi sử dụng 

HSDT so với việc sử dụng CST. Nếu sử dụng CST thì chỉ phải xử lý 

hệ phương trình vi phân đạo hàm riêng với hai phương trình tương 

ứng hai ẩn hàm là hàm độ võng w (x, y, t) và hàm ứng suất F (x, y, t). 

Đặc biệt các hệ thức được xây dựng trong bài toán vỏ trống có gân gia 

cường có thể được mở rộng, được sử dụng cho các bài toán vỏ trống 

làm bằng các loại vật liệu khác như vật liệu gia cường ống nano các 

bon, gia cường tấm graphene vì về phương diện toán học hệ phương 

trình vi phân đạo hàm riêng của các bài toán này có nhiều điểm tương 

đồng. 

3. Xây dựng các chương trình tính toán số nhằm khảo sát ảnh hưởng 

của các kích thước hình học, sự phân bố vật liệu, tham số nền đàn hồi 

và nhiệt độ đến ổn định tĩnh, ổn định động và dao động của vỏ trống 

FGM. Từ đó rút ra một số kết luận có ý nghĩa khoa học có thể giúp ích 

cho các nhà thiết kế. 

Nội dung chính của luận án được công bố trong 10 công trình (7 

bài báo ISI và 3 bài trong các hội nghị). 

HƯỚNG PHÁT TRIỂN CỦA LUẬN ÁN 

✓ Nghiên cứu ổn định tĩnh, ổn định động và dao động của vỏ trống 

làm bằng các loại vật liệu khác như vật liệu gia cường sợi các bon 
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nano (FG-CNTRC), vật liệu gia cường tấm các bon nano (FG-

GPLRC), vật liệu rỗng. 

✓ Nghiên cứu bài toán động của vỏ trống chịu tải phức tạp như tải 

nổ. Vỏ trống có vết nứt với các điều kiện biên khác nhau sử dụng 

phương pháp giải tích, phương pháp số. 

✓ Nghiên cứu ổn định tĩnh, động và dao động của vỏ trống có độ 

dày thay đồi, vỏ trống không thoải. 


