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dist(z, 99Q): khoang cach Euclid tit diém z €  t6i bien 9.

Hol(Q, D): tap cac anh xa chinh hinh tit mién € vao mién D

Fy(2;€): metric Kobayashi trén mién Q C C" clia diém z € C" tai diém £ € (.

Mién HHR: mién chinh quy, thuan nhat, chinh hinh.

Mp = {(z,w) € C" x C: Re(w) + P(z,z) < 0} v6i P la da thic nhan gia tri thuc

tréen C".
M(2): da kiéu Catlin ctia bien 99 tai diém 2 € 9.

Q; ~ Qy: mién O va mién s & song chinh hinh véi nhau.

a < b co nghia 1a ton tai hang s6 C' > 0, doc 1ap véi cac tham s6 sao cho a < Cb.

a ~ b c6 nghia la ton tai hing s6 C1,Cy > 0, doc lap v6i cac tham s6 sao cho

Cib < a < Cs.
7(082, p): ki¢u D’Angelo ctia bien 9 tai diém p € 9.
TS (M): khong gian tiép xtic phiic clia sieu mat M tai diem p.

0a(2): ham squeezing ctia mién ) € C" tai diém 2 € Q.

wt(K) = S Z—’J trong ctia da chi s6 K = (ky,...,k,—1) € N*7! theo A :

=1

(1/my, ..., 1/mpu_q)

Da thitc P(zy,...,2,) 18 (1/m4, ..., 1/m,)-thuan nhat néu P(t"/™ 2, ... tY/™nz,)

tP(z1,...,2,) vOimoi t > 0 va (zq,...,2,) € C™.

Ac={z€C:|z] <€} (e>0) va A:=Ay.



MO DAU

1. Ly do chon dé tai

Nghién cttu tinh chat hinh hoc ctia cdc nhoém bién doi clia céc da tap phiic hién dang
la mot trong nhitng huéng nghién citu s6i dong cua cad Hinh hoc phitc va Giéi tich phiic
nhiéu bién. Cho € 1a mién trong C*. Tap hop tat ca cac tu ding cau cta €, ki hieu béi
Aut(Q), cling v6i phép toan hai ngoi 1a phép hgp thanh ctia hai tut ding cau tao thanh
mot nhém va nhém nay 14 nhém topo véi topo hoi tu déu trén cac tap compact ciia €.

Trong nhitng ndm ctia thap ki 80 ctia thé ki trude, cdc nha toan hoc da phan loai duge
cidc mién bi chin kidu hitu han trong C" dya theo nhom tu déng cau khong compact. Cu
thé hon, B. Wong va J. P. Rosay da chiing minh dudc ring cac mién gia 16i chat véi nhém
tut dang cau khong compact déu song chinh hinh véi hinh cau trong C* (xem cac tai ligu
[65] [73]). Sau d6, cac nha toan hoc nhu E. Bedford, S. Pinchuk, K. T. Kim, F. Berteloot,
H. Gaussier trong cac tai lieu [3| 4, 5l [7, B4, [46] da sit dung phuong phép scaling cia S.
Pinchuk dé md rong Dinh Iy Wong-Rosay cho mién kiéu hitu han. Cu thé, ho da chimg
minh duge rang moi mién bi chin gia 16i c6 kiéu hitu han véi nhém tu dang cau khong
compact déu song chinh hinh v6i cdc mo6 hinh don gidn. Cac cong trinh trong nhitng nam
qua da chi ra ring tinh chat hinh hoc dia phuong ctia diém bién tu quy dao cho chiing ta
thong tin toan cuc vé mieén.

Tuy nhién, nhiéu ki thuat ctia E. Bedford va S. Pinchuk khong ap dung dugce cho cac
mién khong bi chan. Vi thé, bai toan phan loai mién dya theo nhém tu dang cau déi véi
cac mieén khong bi chan doi héi phai c6 cach tiép can khac. Trong khoang 20 nam qua,
nhiéu nha toan hoc da c¢6 gang dua ra nhiing cach tiép can méi va vi vay, van dé da dugdc
gidi quyét trong mot s6 truong hop rieng. Hién tai, theo huéng nay ching ta con rat nhiéu
bai toan duge dit ra dé nghien ciu.

Mot chii dé nghién citu khac clia luan an 1a nghién citu cidc bat bién song chinh hinh
trén cac mién bi chan, bao gom cac metric bat bién, ham squeezing, bat bién Fridman,
nhan p-Bergman va khong gian LP cac ham chinh hinh kha tich. Nhitng bat bién nay cho
chiing ta thong tin vé mot s6 tinh chat giai tich va tinh chat hinh hoc quan trong clia cac
mién bi chin va cac ho chinh hinh ciia ching, dong thoi déng vai tro quan trong trong
cac cong trinh nghién citu gan day vé phan loai cac mién bi chin.

Cac metric bat bién nhu metric Kobayashi, metric Bergman, metric Kahler-Einstein
déng vai tro quan trong Hinh hoc phitc, Hinh hoc vi phan va Giai tich phitc nhiéu bién.

Viéc tinh toan cing nhu wéc lugng cac metric nay tai cac diém gan bién thu hut duge sy



quan tam ctia nhiéu nha toan hoc trén thé gisi va cac két qua da duge thé hien trong céc
cong trinh [14] 16, 28, 41, 56], [62, 69, [70],. .. Trong luan an nay, ching toi tiép tuc nghién
cttu chit dé trén cho truong hop tong quét hon.

Gan day, dé nghién citu cac tinh chat hinh hoc va gidi tich ctia mién bi chin, cac tac
gid F. Deng, A. Guan va L. Zhang trong tai lieu [2I] da dua ra khai niem vé mot bat
bién song chinh hinh méi d6 1a ham squeezing. Cho  1a mot mién trong C* va mot diém

p € Q. V6i mot phép nhing chinh hinh f: Q — B" := B(0;1) ma f(p) = 0, ta dat

oq.f(p) :=sup{r > 0: B(0;r) C f(Q)},

trong do, B"(z;r) C C" 1a hinh cau tam 2z c¢6 ban kinh r. Khi d6, ham squeezing o, :

2 — R duge dinh nghia trong tai lieu [21] béi
oa(p) == Sljlcp {oas(P)}.

T dinh nghia trén ta thay 0 < oq(z) < 1 v6i moi z € Q va ham squeezing bat bién qua,
song chinh hinh. Mién Q trong C" dugc goi 14 mién chinh quy, thuan nhat, chinh hinh
(HHR) néu inf,cq oq(z) > 0 (xem tai lieu [74]). Tinh chat HHR dugce bao toan qua song
chinh hinh va kéo theo tinh day va tinh tuong duong clia cac metric bat bién c¢o dién nhu
metric Carathéodory, metric Kobayashi, metric Bergman va metric Kahler-Einstein (xem
cac tai lieu [22, [74]). Hon ntta, chiing ta biét rang 16p cdc mién thuan nhat bi chian, mién
161, mién gia 16i chat déu 1a cac mien HHR (xem tai lieu [23] va cdc tai lieu trong do).
Trong luan 4n nay, ching t6i muén md rong 16p mién HHR va khdo sat uéc lugng bien
cho ham squeezing & gan cac diém cuc.

Tiép tuc huéng nghién ctiu trén, ching to6i chon dé tai luan an 1a: "VE mo hinh cia
mot s6 mién ¢ nhom tu ding cau khong compact va hinh thdi bién cia ham squeezing”

la dé tiép tuc giai quyét hai bai toan sau day:

Bai toan 1. Nghién citu diic trung ctia cac mién trong C" v6i nhom tit déng cau khong

compact.

Bai toan 2. Nghién citu dang diéu bién ctia ham squeezing trén cdc mién bi chin va

metric Kobayashi tong quét trén cac mién h-thac trién duge trong C”.

2. Muc dich nghién ctu

Muc dich dau tién ctia ching to6i khi thic hién luan an nay 1a nghién cttu vé dic trung
clia cac mién gia 16i ¢6 kiéu hitu han trong C" bdi dang diéu bien ctia cac quy dao tu
diing cau bang cach st dung ki thuat scaling ctia S. Pinchuk. Tiép theo, luan an nghién
cttu dé tim cach mé rong 16p mién HHR va khao sat dang diéu bién clia ham squeezing

va cua cac metric Kobayashi tong quét.



3. Déi tuwong va pham vi nghién citu

D6i tugng nghién citu ciia luan an 1a cdc mién trong C". Trong luan an, tu tudng chinh
xuyeén sudt 1a khao sat cac tinh chat hinh hoc ctia mot mién.
4. Phuong phap nghién ctu

Dé giai quyét nhiing van dé dit ra trong luan an, ching toi sit dung céc phuong phap
nghién citu va ki thuat truyén théng ctia Hinh hoc phitc cling véi cac ki thuat va két qua
cia Gidi tich phiic nhiéu bién va Ly thuyét ham hinh hoc. Dac biét, ching toi da ap dung
linh hoat ki thuat scaling ctia S. Pinchuk cho titng trudng hop cu thé. Ngoai ra, ching toi
cling sang tao ra nhing ki thuat méi va cac vi du minh hoa.

5. Y nghia khoa hoc va thuc tién ctia dé tai

Luan an gom ba chuong.

Chuong 1 trinh bay mot s kién thitc can thiét lien quan dén cac van dé nghién citu
ctia luan an. Noi dung ciia chuong bao gom: gi6i han ctia day mieén va khai niem day ham
chuan téc, kiéu theo nghia D’ Angelo, da kiéu Catlin, tinh 16i va gia 16i, ham peak chinh
hinh va ham peak da diéu hoa dudi, mién h-thac trién duge va hoi tu A-khong tiép xic.

Chuong 2 danh cho viéc trinh bay cac két qua nghién cttu Bai toan 1 ciia luan an veé
dac trung clia cac mién trong C" ¢6 nhém tu dang cau khong compact.

Theo dinh 1i ¢ dién ctia H. Cartan (xem tai lieu [57]), véi mot mién bi chin Q trong
C", Aut(€2) 13 nhém khong compact khi va chi khi ton tai diém a € €, diém p € 99 va
cic tu dang ciu p; € Aut(Q) sao cho ¢;(a) — p khi j — oo. Khi d6, diém p duge goi
1a diém bién tu quy deo. Tinh chét hinh hoc dia phuong cua céc diém biéen tu quy dao
mang dén nhitng thong tin toan cuc vé dic trung ciia cac mién. Cu thé, Greene v Krantz
da dat ra gid thuyét ring néu mot mien gia 1i, bi chin, tron v6i mot nhém tu déang cau
khong compact thi diém bién tu quy dao c6 kicu hitu han theo nghia D’Angelo (xem ti
ligu [20]). Chiing ta c6 thé tham khio cic bai bao gan day (xem tai lieu [44, 48, 54]) cho
gid thuyét nay.

Trong phan nay, chiing t6i nghién cttu bai toan dua ra dac trung cho cac mién trong
C" v6i cac nhém tu ding cau khong compact. Céc két qua chinh xung quanh bai toan
nay c6 duge 1la nhs B. Wong va J. P. Rosay (xem céc tai lieu [73, [65]), E. Bedford va S.
Pinchuk (xem céc tai lieu [3, 4, 5, [6]), K.-T. Kim (xem tai lieu [46]), F. Berteloot (xem
cac tai lieu [7, 9]), A. Isaev va S. Krantz (xem tai lieu [43]), D. D. Thai va N. V. Thu
(xem tai lieu [29]), N. V. Thu va N. Q. Diéu (xem tai lieu [59]). Hau hét céc két qua trude
day déu yéu cau tinh hitu han ctia kiéu va hogc 1a tinh gid 16i chat (tham chi 14 16i), hoac
tinh gia 16i chi trong khong gian 2 chieu. Khic véi cac két qua nay, chiing toi dua ra mot
diic trung mdi ctia cac mién gia 16i yéu cé kieu hitu han béi dang dieu bién ciia cac quy

dao tu déng cau bang viec sit dung ki thuat scaling duge gidi thieu bdi S. Pinchuk (xem



tai lieu [63]).

Ki thuat scaling c6 thé duge mo ta ngan gon nhu sau. Cho €2 la mién bi chan trong
C™ va {pj(a)} 1a day cac quy dao tu dang ciu hoi tu t6i diem bien &. C6 dinh mot
lan can nhé Uy clia &. Bing céch stt dung phép doi bién thich hgp, ki hieu 1a T}, ctia céc
tu dang cau da thic cia C"*!, bao gom cac phép tinh tién va cac phép co gian, day cac

mien D; := T;(Uy N Q) hoi tu chuan tic t6i mo hinh Mp, duce cho béi
Mp :={(z,w) € C" x C: Re(w) + P(z,2) <0},

trong d6 P 1a da thitc nhan gia tri thuyce trén C". Khi P 1a da thitc da diéu hoa duéi thuan
nhat thi Mp dudc goi 1a mo hinh thuan nhat dia phuong tai diém &.

Day {F; := Tj o ¢,;} dugc goi la day scaling Pinchuk. Véi cac mién gia 16i ¢6 kiéu hitu
han trong C", khé khan 16n nhét la chiing minh day Pinchuk scaling { F;j} chuén tic, nghia
la, ton tai mot day con ctia { £} hoi tu déu trén tap con compact tit © vao Mp. Trude hét,
ta gid st tam thoi rang Q 1a mién bi chin trong C*. Khi d6 cach tiép can ctia Bedford va
Pinchuk dugc chia thanh hai buée. Trong bude thit nhat, bang cach gian tiép, E. Bedford
va S.Pinchuk (xem tai lieu [3, 4, 5, 6]) da xét sy hoi tu clia day scaling nguge {F;'}. Do
tinh bi chiin ctia Q, dinh 1y Montel da khing dinh réng day {Fj_l} chita mot day con hoi
tu. Tiép theo, gidi han d6, goi 1a G, da dugde ching minh la anh xa mot-mot tit Mp vao €
bang cach sit dung ude lugng déu ctia metric Kobayshi (xem tai lieu [13] v6i n = 1), hodc
metric Sibony (xem tai liu [67] cho cic mién c¢6 ddi hang bang 1) trén ho cac mién scaling
{D;}. Ngoai ra, su ton tai cia ham vét can da dieu hoa dudi ciia 2 (xem tai lieu [24])
kéo theo anh xa chinh hinh G la toan anh. Trong buée thit hai, ho da xét mot nhém con
mot chieu {hy }er C Aut(Q) duge xac dinh bdi {h}(2) = G(G(2) + (0, it)), 2 € Q. Nhém
con nay la parabolic theo nghia 1a {h;}(2) hoi tu dén diém bien p € 9Q khi j — 400
v6i z € Q tly §. Su phan tich vé trudng vécto chinh hinh H(z) := 4 t:oht(z)’ xac dinh
trén ) va tiép xic voi 99 (xem tai licu [31] mdi hy,t € R, thac trién tron t6i bien), tai
diém parabolic ¢6 dinh &, cho thay da thitc P la da thiic thuan nhét theo trong sao cho
P(z1,21) = c|z1)*™ v6in =1 va P(z,2) = c|z1)*™ + |22]* + - - - + |2a]? V6i clc mién c6 dbi
hang bang 1, trong dé c 1a hang s6 duong.

Cha ¥ rang ki thuat trén khong a4p dung dugc cho cac mién khong bi chin. Do do,
mot céch tiép can khac la chiing minh truc tiép tinh chudn tic ctia {F;} va khi d6 tinh
taut ctia € kéo theo {F; '} ciing chuan téc. Khi d6, B6 dé 4.1 trong tai lieu [37] (va Menh
dé 2.1 trong tai lieu [29]) khang dinh ring gidi han ctia {F;} 1a mot song chinh hinh ti
Q2 vaio Mp. Tinh taut cia Q dé dang dudc suy ra tit sy ton tai cia ham peak da diéu
hoa dudi tai & (xem tai lieu [7], Ménh dé 2.1). Do d6, ching ta chi can chiing minh tinh

chuan tac cta {F}}.



Nam 1991, S. Pinchuk (xem tai lidu [64]) da xét cho truong hgp & 1a diém gia 16i chat.
Do tinh 16i dia phuong ctia Q & gan diém &, S. Pinchuk da chiing minh ring {F;} 1a day
chuan tic. Do d6, mién € song chinh hinh vé6i hinh cau don vi B”. Két qua tuong tu da
dat dugc bsi A. M. Efimov (xem tai lieu [30]) cho cdc mién gid 16i chat khong bi chin
trong C". Ngoai ra, v6i cdc mien 16i trong C” tinh chuan tic ciia day Pinchuk scaling c6
thé dé dang dugc thiét lap (xem céc tai lieu [5, 34 58]). Tuy nhién, dé thuan tien thi ki
thuat Frankel scaling (xem tai lieu [33]) da duge ap dung.

V6i cac mién gia 16i yéu bi chan c6 kiéu hitu han trong C?, F. Berteloot trong cac tai
lisu [7, [9, 10] da dat dugc nhitng bude tién dang ké bang cach st dung cac tinh chat ctia
da dia dugc xay dung béi D’ Catlin (xem tai ligu [13]) va u6e lugng tuong tng ciia metric
Kobayshi gan &, dé ching minh tinh chuan téc ctia day Spinchuk scaling. Do do, Q 1a
mién song chinh hinh v6i mo6 hinh thuan nhat dia phuong Mp. Két qua nay da duge D.
D. Thai va N. V. Thu téng quét héa cho cac mién c6 déi hang bang 1 trong C™.

Gan day, N. V. Thu va N. Q. Dieu trong tai licu [59] da nghién cttu mién gié 161 2 € C"
c6 da kiéu Catlin hitu han ¢ gan diém & € 9. Khi Mp 1a mo hinh thuan nhat c6 kiéu
hitu han thi ton tai ham peak da diéu hoa duéi cho Mp tai diém gbc toa do. Do dé, tinh
hit clia cac dia giai tich kéo theo tinh chuan tic ctia day Pinchuk scaling. Két qua la, €
12 mién song chinh hinh v6i mo hinh Mp néu day céc quy dao tu dang cau {y;(a)} hoi
tu A-khong tiép xtc t6i diem &. (xem Nhan xét 3.1 va Dinh If 1.1 trong tai ligu [59]).

Ching ta luu ¥ rang mo hinh thuan nhat dia phuong Mp phu thuoc nhiéu vao dang
dieu bien cta day {¢;(a)}. Chinh x4c hon 1a dang diéu bien ctua {p;(a)} quyét dinh su
lya chon cac phép co gian. Muc dich ctia chuong nay la dua ra dic trung cho cac mo hinh
thuan nhat dia phuong khi quj dao tu dang cdu {p;(a)} hoi tu téi diém & theo huéng
"rat" tiép xtc véi 0.

Két qua mdi thit nhat ctia luan an trong Chuong 2 chi ra rang chi ¢6 hinh cau don vi
méi c6 mot quy dao tu dang cau tai diem & hoi tu A-tiép xic déu téi 9Q. Cu thé, ching
toi chiing minh dinh Ii sau.

Dinh 1i 2.1.1. Cho Q la mién gid 107 trong C*! vdi bien O tron ldp C*>°. Cho & € OS)

la diém bién h-thdc trién manh c6 da kieu Catlin hitu han (2mq,---,2m,, 1) va A =
(> s 5o )- Glid s ton tai day {@;} C Aut(Q) sao cho {p;(a)} hoi tu A-tiép zic déu

tai diem & vdi a € Q. Khi do, Q la mién song chinh hinh vdi hinh cau don vi B+,

Su hoi tu A-tiép xic déu ctia {¢;(a)} cho phép ta lua chon day cac phép co gian thich
hop dé mo hinh 1 ellipsoid gidi tich song chinh hinh véi B"*!. Tuy nhién, Vi du
trong Muc chi ra rang néu khong c6 sy hoi tu A-tiép xtc déu thi van ton tai mot day
cac phép co gian thay thé dé c6 duge mot mo hinh nhu vay. Ngoai ra, su mo ta ro rang

2 2 2 A 2 - (PN N - 2 ~ N 2 - 2 ~,
cua nhom ty dang cau cta cac mien Thullen nay hoac cac mo hinh c6 da kiéu hitu han
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(xem tai lieu [60]) cho thy day qui dao tu dang cau bat ky hoi tu A-khong tiép xtic t6i
diém bien tu quy dao nao dé. Do do, dudng nhu ¢6 1i do hop 1i dé chiing ta cé thé hi vong
gidm duge yéu cau ve tinh déu ctia sy hoi tu A-tiép xic deéu.

Bay gio, ching toi chuyén sang xét caAc mién gia 16i, c6 d6i hang bing 1 trong C"+!
bao gdm céc mién gia 161, ¢6 kiéu hitu han trong C2. Khi dé, & 1a diém h-théc trién dudc
(xem tai lieu [76]). Ngoai ra, néu n = 1 va & la diém h-thac trién manh thi Q I3 mién
song chinh hinh véi B? theo Dinh i Tuy nhién, néu khong c6 tinh h-thac trién manh
thi khéi niem vé sy hoi tu ﬁ—tiép xtc cau la can thiét dé xac dinh xem mién € c6 song
chinh hinh véi B"™! hay khong.

Két qua méi thi hai ctia luan 4n trong Chuong 2 chi ra rang Dinh 1 2.1.1 vAn con

ding néu & 1a diém c6 kiéu D’Angelo hitu han va dang Levi ¢6 d6i hang nhiéu nhat 1a 1
tai diem & va day {¢;(a)} hoi tu ;--tiép xtic cau t6i diem & véi a € Q. Cu thé, ching
toi chitng minh dinh Ii sau.
Dinh 1i 2.2.1. Cho Q la mién gid loi trong C*™! vgi bien 0Q tron l6p C*. Gid sit & la
diém bién cia Q c6 kieu D’Angelo hiu han sao cho dang Levi c6 doi hang nhiéu nhat la
1 tai & va ton tai day {p;} C Aut(Q) sao cho {p;(a)} hoi tu 5= -tiép zic cau tdi diem &
vdi a € Q. Khi do, Q la mién song chinh hinh vdi hinh cau don vi B+,

Bay giv, cho 0 C C? 1a mién gia 15i c6 kiéu 2m hitu han & gan diém &, € 99Q. Khi do,
khéai niém sy hoi tu <L>—tiép xtc déu chinh 1& sy hoi tu <i>—tiép xtc. Do do, tit Dinh

2m 2m

li ta suy ra hé qua sau.
Hé qua 2.2.2. Cho Q la mién gid loi trong C? vdi bien 0Q tron Idp C®. Gid si & € O
¢6 kiéu hitu han 2m. Gid sii ton tai diy {¢;} C Aut(Q) sao cho day pj(a) hoi tu 5=-tiép
wic cau tdi & vdi a € Q. Khi dé, Q0 la mién song chinh hinh vdi hinh cau don vi B2.
Trong truong hop day {¢;(a)} khong hoi tu 5--tiép xic cau t6i diém & véi a € Q thi
chiing ta chiing minh © 14 mién song chinh hinh véi mot mo hinh duge xac dinh béi mot
da thitc thuan nhat bac 16n hon ho#c bang 2. D6 1a két qua méi thit ba ctia luan 4n trong
chuong nay.
Meénh dé 2.3.1. Cho Q la mot mién gia 107 trong C? c6 bien 0 tron lop C*. Gid st
& € 00 la diém c6 kiéu hitu han 2m. Gid st ton tai s6 2 < v < m,a € Q va day
fj € Aut(Q) sao cho fi(a) hoi tu 5—-tiép wic cau cip 2v tdi diem &. Khi dé, Q la mién

song chinh hinh vdi mot mo hinh cé dang
Mg = {(z,w) € C* : Re(w) + Q(z) < 0},

trong doé Q la da thic thuan nhat bic 2v va khong diéu hoa.
Sau d6, chiing toi dua ra mot vi du (Vi du[2.3.1)) dé chi ra ring néu day céc quy dao

ty déng cau khong hoi tu 5--tiép xtc cau t6i mot diém bien thi mién Q khong song chinh
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hinh véi hinh cau don vi B? nhung song chinh hinh v6i mo hinh Mg ¢6 deg(Q) = 4.

Chuong 3 danh cho viéc trinh bay cac két qua nghién citu Bai toan 2 ciia luan an. D6
13 cac két qua lien quan dén dang diéu bién ctia hai bat bién song chinh hinh trén céc
mién bi chan trong C" 1a ham squeezing v metric Kobayashi tong quat.

Trong phan dau tién ctia Chuong 3, chiing t6i trinh bay hai két qua mdi lien quan
dén ham squeezing. Mot trong nhitng chti dé trung tam ctia gidi tich phiic nhiéu bién
va hinh hoc phitic 1a nghién cttu céc metric bat bién song chinh hinh ¢6 dién nhu metric
Carathéodory, metric Bergman, metric Kobayashi va metric Kahler-Einstein trén cac mién
trong C" hoiic cac da tap phic. Dé phan biet cac mién hodc cac da tap phic, cic metric
bat bién c6 dien c6 thé ude lugng dude cac nha nghien citu gidi tich phitc quan tam va
da dugc nghién citu rong rai trong nhiéu tai lieu. Trong s6 tat ci cac nghién ciu, mot
khéi niém c¢6 tén 1a mién chinh quy, thuan nhat, chinh hinh (viét tat 1a HHR), da thu hat
duoc su chi ¥ dang ké trong thoi gian vita qua.

Tinh chat HHR dugc bdo toan qua cic anh xa song chinh hinh. Do d6, kéo theo tinh
day va tinh tuong duong ctia cac metric bat bién co dién nhut metric Carathéodory, metric
Kobayashi, metric Bergman va metric Kahler-Einstein (xem céac tai lieu [22] va [74]). Vi
vay, ching ta mong muén biét duge khi nao thi mot da tap phtic hodc mot mién bi chin
sé ¢6 tinh chat HHR.

Trong tai lieu [74], cac tac gid da chi ra rdng cdc mién thuan nhat bi chin, cac mién
bi chin pht mot da tap phiic compact, cac mién 16i chiit bi chan va tron 16p C? déu la
cac da tap HHR.

Gan day, bang cach nghién cttu dang diéu bién ctia ham squeezing, nguoi ta da chiing
minh dugc rang cdc mién gia 16i chit ¢6 bien thugce 16p C* (xem tai lieu [22]) va mién 16i
bi chin (xem tai lieu [49]) cling la cac mien HHR.

Tiép tuc huéng nghién citu trén, trong chuong nay ching toi da dua ra duge mot 16p
méi cdc mien HHR, ma mién khong 16i {(21, z2) € C?: |22|? + |21|® + |21]*Re(2%)/2 < 1}
la mot vi du dién hinh. Dé lam dugc nhu vay, véi cac s6 nguyén my, ..., m,_q ta xét

ellipsoid tong quat Dp trong C" (n > 2) dugc xac dinh bdi
Dp:={(#,2,) € C" ' x C: |z,|* + P(¢) < 1},

trong d6 P(2') 1a da thitc (1/2my, ..., 1/2m,_;)-thuan nhét, nhan gia tri thyc tren C"*~*
va dugc cho béi

P(Z) = Z a2 2", (1)

wt(K)=wt(L)=1/2
voi ag;, € C, agr, = apx va P(Z) > 0 khi 2/ # 0. 0 day va trong cac phan sau

2= (21, 2nm1).
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Dé dua ra két qua méi dau tien ciia luan an trong chuong nay ta can mot so6 dinh
nghia sau.
Dinh nghia A (xem tai licu [I]). Mién Q trong C" dugc goi la mien W B (weighted-
bumped) hodc mién kiéu duong chéo hitu han thuan nhat (homogeneous finite diagonal

type) theo nghia cia cdc bai bao [{0, [{2] néu
Q={(,2,) € C"" x C: Re(z,) + P (2') < 0}
va ton tai § > 0 sao cho
P(Z) = 0(|z1]*™ + - + |21 |*™ ) la da dieu hoa dudi tren C" 1,

nghia la, P la da diew hoa dudi chidt bén ngoai cac truc toa do.

Luu ¥ rang mién Q = {(z1, 22) € C?: Re(22) + P (21) < 0} la mién W B néu n6 gia 1oi
chat tai moi diém bién ¢ bén ngoai tap hop 902 N {(0,it) € C?: t € R}.

Dinh nghia B (xem tai ligu [61]). Mién Dp dugc goi la mién WB néu Dp la mién gid
10 chdt tai moi diém bién ¢ béen ngodi tap hop {(0/,e"?): € R}.

Chu y rang ellipsoid Fy,, := {(21,22) € C*: |z1|*™ + |22]* < 1} v6i m € N* 1a mot mien
WB. Mac dit Q = {z € C®: |21|* + |22|* + | 23] < 1} 12 mot mién W B nhung né khong
1a mién W B vi diém bien (1,0,0) € 92\ {(0,0,¢): § € R} khong gia 16i chat. Nhu vay,
khAi niém mién WB chit hon khai niém mién W B trong khong gian chiéu 16n hon 2.

Két qua méi dau tién ctia luan an trong Chuong 3 1a dinh li sau. Dinh 1{ chi ra rang
néu Dp 1a mién WB thi Dp la mién HHR.

Dinh 1i 3.1.2. Cho P la mot da thic thuan nhat theo trong vdi trong (ma,...,mp_1)
dugc cho bdi sao cho P(2') > 0 vdi moi 2 € C"'\ {0'}. Néu Dp loa mién WB thi
Dp la miéen HHR.

Tiép theo, chiing toi khdo sat dang diéu ctia ham squeezing gan diém cuc toan cuc.
Cho € 1a mot mién bi chin trong C" véi bien tron 16p C? gan diém bien p € 9. Ta nhéc
lai, diém bién p dugc goi la diém cuc cau néu ton tai hinh cau B(c(p); R) trong C" ban
kinh R, tam tai diém c(p) sao cho Q C B(c(p); R) va p € 92N dB(c(p); R) (xem tai ligu
[49]). Nam 2016, K.T. Kim, L. Zhang da ching minh duge rang limgs,, 0a(¢) = 1 néu
p 1A mot diém bién cyc cau ctia Q (xem tai licu [49], Dinh 1f 3.1). Tuy nhién, diém bien
cuc cau no6i chung khong ton tai, ngay ca véi mot mién gia 16i tron c¢6 kiéu hitu han.

Gan day, v6i mién gia 16i tron c6 kiéu hitu han, Diederich va cac cong su trong tai lieu
[26] da ching minh duge rdng véi mot mién bi chin bat ky Q € C™ 16i dia phuong va ¢
1-kiéu hitu han 2k tai p € 09 v c¢6 mot co s6 lan can Stein thi ton tai mot phép nhing
chinh hinh f: Q — C" sao cho f(p) 1a 1a mot diém cyc toan cuc cé kiéu 2k ciia m theo
nghia f(Q) CBY == {z € C": |z,]? + ||Z/||** < 1} va f(p) = (0, 1). Diéu d6 dan dén dinh

nghia sau day.
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Dinh nghia C. Cho Q la mién bi chan trong C* (n>2), p € 9Q, P(Z) la da thic dugc
cho trong , va r € (0,1]. Ta néi p la diém cuc (P,r) néu ton tei phép nhing chinh
hinh f: Q — Ep sao cho f(p) = (0/,0) va D(r) C f(2), trong dé

E(p) :={(7,z,) € C": P(2') < 2Re(2,)};

D(r) := Dp, = {(,2,) € C": |z, — r|* + P() < r*}.

Trong truong hop nay, ta ki hieu T(r,c) := f~YD(r) N {(z,z,) € C": |Im(z,)] <
c|Re(z,)|}) vdi ¢ > 0.

Vi D(r') € D(r) v6i 0 < v’ < r < 1 nén ta suy ra ring néu p la diém cyc (P,r) thi n6
ciing 1a diém cyc (P,7') véi moi 0 < 7' < r < 1. Hon nita, p la diém cyc cau khi va chi
khi n6 1a diem cue (||2/]|%,r) v6i 0 < r < 1.

Két qua mdi thit hai cia luan an trong chuong nay la dinh 1i duéi day.

Dinh Ii 3.1.3. Cho Q la mot mién bi chin trong C* (n > 2) va p € 0 la mot diém, cuc
(P,r) v6i 0 <r < 1. Khi dé, vdi moi 0 <1’ <1 vac>0 ton tai €y, > 0 sao cho

oa(q) >, VYqeT(r',c¢)n B(p;e).

Trong phan tiép theo ciia chuong nay, ching to6i trinh bay cac két qua méi lien quan
dén cac metric Kobayashi téng quat.

Cho € 1a mot mién gia 16i, tron 16p C* trong C"* va & € 9. Gia sit p 1a mot ham
xac dinh bién dia phuong ctia Q & gan diém & va da kieu M(&) = (1,my4, ..., m,) hitu
han. Khi d6, ton tai mot he toa do z = (zq, 2’) v6i 2/ = (21, ..., 2,) sao cho & = 0 va ham

p(z) c6 thé khai trién & gan diém 0 nhu sau
p(z) = Re(z) + P(2') + R(2),

trong d6 P 1a mot da thitc da diéu hoa duéi, (1/my, ..., 1/m,,)-thuan nhat va khong chita

cac hang tit da diéu hoa, R 13 ham tron va thoéa man
n h‘/
|R(z)| < C <|Z0| +) \2j|mj> )
j=1

v6i hdng s6 v > 1 va C > 0.

Mién Q duge goi 1a h-thdc trién duge tai diém p néu mo hinh
Mp :={z = (20,2") € C x C": Re(z0) + P(z') < 0}

c6 kiéu hitu han. Két qua 1a Mp suy bién, nghia la, bien OMp khong chita tap giai tich
khong tam thuong di qua gbc toa do, va Mp 1a mién taut (xem Dinh i 3.13 trong tai ligu
[76]).
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Vé6i s, M, N > 0, ta ki hiéu
[(s; M,N) ={z € Q: [Im(z)| < M|dist(z,9Q)|,0(z") < N|dist(z,0Q)|°},

trong d6 o(2') := Y0 2™

Dé don gian, ta dinh nghia A-nén c6 dinh tai & bdi T' := I'(1; M, N) va ki hicu 1a
I :=T(s; M,N) v6i M, N > 0 nao d6. Ching ta luu y rang |z;|™ < |dist(z,00)],7 =
1,...,n,véi z €.

C6 dinh mot lan can di nhdé U clia & trong C*!, ta c6 thé gid st ring véi diem
n € UNQ bat ki, ton tai mot s6 thue duong e(n) > 0 sao cho diém 7 := (no+€(n), n1, - - ., 1)
thuoc sieu mat {p = 0}. Chu y rang €(n) = |p(n)| = dist(n, 09Q).

Tiép theo, ching ta nhic lai khai niém céc metric Kobayashi bac cao sau day.
Dinh nghia D.Vdi moi s6 nguyén k > 1, metric Kobayashi bic k duoc dinh nghia bdi
1

Fl(z,X) = inf { :

: A > 0,39 € Hol(A,Q), ¢(0) =z, v(p) >k, o (0) = k!)\X} ,

trong dé A la dia don vi trong C va v(p) la cap triét tiéu cia o tai 0. Ching ta luu 4
rang Fo := F} chinh la metric Kobayashi.

Bay gio, chung ta dinh nghia phép co gian
(21, ey 2n) = (tl/mlzl, . ,tl/m"zn) , t>0.
Khi d6, v6i moi day {n;} C I" hoi tu vé dinh &, ton tai day con {n;,} C {n,} sao cho
. / n
Jim 7, (7) = 0 € €

(Ching ta luu ¥ rang o = 0 néu {n;,} C I'* v6i s > 1.) Khi d6, mo hinh lien két Mp,
dugce dinh nghia béi

Mpo ={(z0,2") € Cx C": Re(zg) + P(z' + o) — P(a) < 0}.

Dé don gidn, ta viét Mp thay cho Mpy.

Nam 1975, I. Graham trong tai liéu [35] da dua ra giéi han bién c6 trong cho metric
Kobayashi trén cac mién gia 16i chat. Ké tit do, da c6 nhiéu ude luong cho metric Kobayashi
tréen mot s6 16p mién gia 101 yéu (xem céc tai ligu [13] 15, [16] 25], 32, 40, 53]), ddc biet 1a
cac gi6i han ctia metric Kobayashi trén cac mién gia 16i ¢6 kiéu hitu han trong C? (xem
tai lisu [13]), cac mién 16i, bi chan, tron, c¢6 kiéu hitu han trong C* (n > 2) (xem tai licu
[15]). D&i v6i cdc mién gia 16i yéu tong quét co kicu hitu han, chua cé mot gidi han 16
rang ndo duge biét dén. Van deé 1a cac udc luong dudi thong thuong cho metric Kobayashi

nhu trong tai lieu [13] khong con ding vé6i cdc mién tong quéat cé kiéu hitu han trit khi
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ki¢u chinh quy ctia mién la nita lién tuc trén (xem tai ligu [76]). Mat khac, mot s6 két
qua tuong ty cac két qua ciia I. Graham liéu c¢6 con dung trén cAc mién gia 1oi yéu, tham
chi 1 trén cAc mién trong C? hay khong thi vAn con la mot cau héi md.

Nam 1995, J. Yu trong tai liu [76] da nghién citu bai toan tuong tu cho cac metric
Kobayshi tong quat trén cac mién gi 16i yéu. Trong tai ligu [76], J. Yu tap trung vao moi
lien he gitta cdc gidi han bien (c6 trong) clia cac metric va cdc bat bién Levi clia mién
theo cach tuong tu cdc két qua ctia I. Graham trong tai li¢u [35]. Kho khan 16n nhat trong
truong hop mién giad 10i yéu 1a tinh chat hinh hoc Levi dia phuong ctia mién néi chung
phtic tap hon nhiéu va van chua duge hiéu r6. Dac biet, khong ¢6 moé hinh chung cho tat
cd cAc mien gia 161 yéu.

Dé vuot qua duge kho khin d6, dau tien J. Yu thiét lap lai mién vé6i da kiéu ctia mién

va sau dé dua mién d6 trd thanh mot mién taut (nhung mo hinh khong bi chin). Dé dat
duoc giéi han mong muodn, téc gia da phai nghién citu bai toan tinh én dinh va tinh dia
phuong cilia cac metric. Uu diém ctia phuong phap nay la khong chi ap dung dude cho
cac metric Kobayashi, ma con c6 thé ap dung dude cho cac metric bat bién khac. Két qua,
chinh ctia bai bdo d6 1a mé rong két qua ctia I. Graham trong tai li¢u [35] cho mot 16p
cac mién gia 161 yéu rong 16n, c¢6 tén la cac mién h-thac trién, mién bao gom hau hét tat
cd cdc mién duge de cap 6 tren. Gidi han trong dinh 1{ chinh cta tai lieu [76] 1a gidi han
ré rang nhat cho mot mién gia 16i yéu tong quat. Dinh 1i duge phat biéu nhu sau.
Dinh 1y E (J. Yu). Cho Q la mot mién taut trong C"™' wva cho p € 0 la diém c6 kiéu
hitw han vdi da kieu A (p) = (1,my,...,my). Gid s (Q,p) la mién h-thdc trién dugc.
Khi dé, vdi moi non khong tiép ziic T trong Q c6 dinh tai diém p va moi ham V(z) nhan
gid tri trong C™*1, lien tuc tai diém p, ta co

lim  Fo (= (Hy)! (), (Hy).. V(=) = Fp, (0,(H,),, V(). 2)

QNI'sz—p

trong dé H, la cac toa do phan biet duoc zdc dinh nhu trén, D, = {(z,w) : Rew +
P(z) < 1} la mo hanh lién két véi mién (Q,p) theo cic toa do phan biét ¢ = H,(z) va
Iy = diag [d"/™, ..., d"™ d] vdi d = dist (¢,0 (H,(<2))).
Phuong trinh cho thay gi6i han bién c6 trong ctia moi metric Kobayashi bac cao
trén mién h-thac trién chinh 1a gia tri clia metric trén mo hinh lien két tai diém 0.
Trong tai lidu [76] cac gidi han bién c6 trong clia cac metric Kobayashi tong quét duge
lay trén tat ca cac diém trong mot non khong tiép xtc. Két qua mdi thit ba ciia luan 4n
trong chuong nay khang dinh ring két qua ctia J. Yu van ding vé6i cac giéi han A-khong
tiép xtc. Cu theé, ching t6i chiing minh dinh 1f sau.
Dinh 1i 3.2.3. Cho Q la mot mién gid 1oi, c6 bién tron lop C* trong C* va & € 0N

sao cho Q0 la h-thdc trién dugc tai diem &. Gid st da kiéu cia diém & la (I,mq,...,my)
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ma my, < 400 va cho A = (1/my,...,1/my). Gid s ham zdc dinh bién dia phuong p cia

mién Q ¢ gan diém 0 ¢ dang
p(z) = Re(z9) + P(Z') + R(2),

trong dé P la da thic da dieu hoa dudi A-thuan nhat khong chia hang ti da dieu hoa, R

la ham tron va thda man

|R(z)| < C <|Zo| +) \Zj|mj) )

j=1

vdi hing s6 v > 1 va C > 0. Cho {n;} = {(njo,n;)} € QNUNT la mot day cic diém hoi
tu dén diém 0 sao cho
Jim 71/, () = o € €.
Khi do, ta co
- k _ pk
QOUAIFIQTUHOFQOU (773‘7 (We(nj))*X) = FMpya((Ola —-1), X)

=Fy. ((-1-P(a),0),X), VX € C".

Luan an ciing la tai lieu tham khao hitu ich cho sinh vién, hoc vién cao hoc va nghién
cttu sinh theo huéng nghién ciu nay.
6. Cau triic luan an

Cau tric cia luan an bao gom ba chuong chinh duge viét dya trén ba cong trinh da
duge dang trén cac tap chi International Journal of Mathematics (SCIE-Q2), Complex
Variables and Elliptic Equations (SCIE-Q2) va VNU Journal of Science: Mathematics -
Physics. Cu thé nhu sau:

Chuong 1. Kién thic chuan bi.

Chuong 2. Dic trung clia cdc mién trong C" véi nhom tu dang cau khong compact.

Chuong 3. Dang diéu bién ctia ham squeezing va clia cdc metric Kobayashi tong

quat.
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CHUONG 1
KIEN THUC CHUAN BI

Trong chuong nay, ching toi trinh bay mot s6 kién thiic can thiét lien quan dén cac
van dé nghién citu clia luan an nhu: giéi han clia day mién va khai niem day ham chuan
téc, kiéu theo nghia D’ Angelo, da kiéu Catlin, tinh 16i va gia 16i, ham peak chinh hinh
va ham peak da diéu hoa dudi, tinh h-thac trién, su hoi tu A-khong tiép xtc. Chuong nay
duoc viét dua trén cdc tai lieu [12, 29, 37, B9, 52, 59, 68, [71L 75, 76).

1.1 Su hoi tu chuan tac cia mot day cac mién va cua
mot day cac anh xa

Trong muc nay, ching ta nhic lai cac khai niém vé sy hoi tu chuan tac clia mot day

cac mien trong C" va ciia mot day cac anh xa.

Dinh nghia 1.1.1 (xem tai lieu [29] hoac [37, 52]). Cho {152, la mét day cdac mién
trong C". Day {Q;}32, dugc goi la hoi tu chuan tic tdi mién Qo C C* néu hai dicu kién
sau duogc théa man:

(i) Néu tap compact K dugc chita trong phan trong cia ﬂ Q; vdi s6 nguyén duong m

j>m

nao do thi K C Qy;

(ii) Néu tap con compact K' C Qq thi ton tai hang so6 m > 0 sao cho K' C ﬂ Q.

j=m
Ngoai ra, khi day cdc dnh za @;: Q; — C™ hoi tu déu trén cdc tdp compact tdi dnh xa

@: Qg — C™ th ta néi day {¢;}32, hoi tu chuan tac tdi .

Tiép theo, chting ta trinh bay khai niem day phan ki compact v khai niém vé mién
taut.
Dinh nghia 1.1.2 (xem tai lieu [19]). Cho 2, D la cdc mien trong C™.

i) Day cdc anh xa chinh hinh {fj};il C Hol(Q, D) dugc goi la phan ki compact néu
vdi moi tap con compact K C Q va moi tap con compact L C D thi ton tai jo sao

cho f;(K)N L =0 vdi moi j > jo;

i) Mot ho F la khong phan ki compact néu F khong chiia day con phan ki compact.
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i) Mien D dugc goi la mot mién taut néu moi diy {fj};; C Hol (Q, D) deéu chita
mot day con hoi tu déu trén cdc tap compact ciia  hodc chita mot déay con phan ki

compact.

1.2 Kiéu theo nghia D’Angelo

Dinh nghia 1.2.1 (xem tai licu [68]). Gid s (M, p) la mot mam tei diém p cia siéu
mat thuc tron trong C* va r la ham zdc dinh bién dia phuong cia M gan p. Cap tiép zic
cua duong cong v vdi M tai p dugc zac dinh bdi
v(ron)
T(M,7,p) =
v(7)
trong dé v(v) la cap triét tieu cia y(t) — y(0) tai t = 0 va v(r o) la cdp triét tiéu cia

Y

ro~(t) tai t = 0. Kiéu D’Angelo ciia M tai p dugc dinh nghia bdi

v(ron)
T(M,p) =sup7(M,~,p) = sup ,
( ) ¥ ( ! ) v V(’Y)

trong dé supremum dugc lay trén tat cd cdc mam v : A — C" ciia cdc duong cong chinh
hinh khdc hang théa man ~(0) = p.

Ta néi p la diém cé kiu D’Angelo hitu han néu 7(M,p) < 400 va c¢é kiéu D’Angelo
v0 han néu ngudc lai.
Nhan zét 1.2.1. Kiéu D’Angelo ctia M tai p khong phu thudc vio ham xac dinh bien dia
phuong ctia M gan p.
Vi du 1.2.1. Cho sieu mat M = 9B* = {z = (21,22) € C*: p= ) + |2 — 1= 0}.
Ta xét diém p = (1,0) € M.

Chon duong cong chinh hinh () = (1,t),t € C. Ta c6 v(0) = (1,0) € M, v(y) =1 va

2
por(t) =1+ |t =1 =t Do o, v(po(t)) = 2 va r(M,p) = sup, ”(p(‘))” > =2
vy
Mt khéc, ap dung cach ching minh ctia bai bao [48] v6i m = 1 ta cling chiing minh
dugc rang sup, v(por) <2.
v(7)

Tu do, ta suy ra 7 (M, p) = 2.
Vi du 1.2.2. Cho sieu mit M = {(z1,2,) € C?: |z1| 4 P (25) = 1}, trong d6 P (z) =
de=V/2F néu 25 £ 0 v P(0) = 0. Ta xét p = (1,0) € M. Khi d6, 7 (M, p) = +oo.
Chiing minh. Xét v : (C,0) — (C?,p) la dudng cong chinh hinh cho béi v(t) = (1,t).

Khi d6, 7(0) = (1,0) = p va v(y) = 1. Dat p(z) = |z1|* + P (22) — 1. Ta 6, po y(t) =
v(poy(t) _ +oo

11[* 4 de= V1P — 1 = 4e= /1" nan v(poy(t)) = +oo. Vi thé, ™) = oo
vy
Do do, sup,, V(yp(?y)w = +o00 hay 7 (M, p) = +00. O
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1.3 Da kiéu Catlin

Trudc khi dua ra dinh nghia vé da kiéu M(z), chiing ta sé dua ra mot s6 ki hiéu sau
day. Gia st  1a ham xac dinh bien dia phuong tron cho mién Q = {z : r(z) < 0}. Ta ki
higu T, 1a tap clia tat cac bo ns6 A = (Ay,..., \,) voi 1 < \; < +00 sao cho

DA <A << A

ii) v6i moi k, hodc A\ = +00 hoiic ton tai cac s6 nguyén khong am ay, . .., ag véi ax > 0
sao cho
4 _
j=1 Aj
Dé thay rang, véi mdi s6 T < oo va mdi ¢ = 1,...,n thi khi A thuoc I',, chi c¢6 hitu han

cac gia tri hitu ti c6 thé c6 ctia \; théa man \; < 7. Cac phan tit ctia I',, dude goi 1a trong.
Tap céc trong c6 thé duge sap xép theo thit tu tit dién, nghia I, véi A’ = (N}, ..., X)) va
N = (N, ..., N) tht A < A” néu vé6i k nao d6, N, = N/ véi moi ¢ < k, nhung \j, < AY.
Bay gio, gia sit 2o 1a mot diém bien cho trude ctia 2 v6i ham xéac dinh bien dia phuong
r. Trong A € T,, dugc goi 1a phan biét duge néu ton tai he toa do chinh hinh (zq, ..., 2,)

quanh diém zy ma z, dugc anh xa thanh diém gbc toa do sao cho

a; + B3

1 1.1
)\7, < ? ( )

D*DPr(z) = 0 khi Z
i=1

trong d6, D* va D? ki hiéu cho cac toan tit dao ham riéng

5lal \ 516l
——— VA
020" ... 0z0n 0z, 0z,

tuong ing.

Dinh nghia 1.3.1 (xem tai lieu [12]). Da kiéu M(z) ciia diém bién zy € 02 la trong
nhé nhit M = (my,...,my) trong ')y (nhé nhat theo cdich sap zép "tu dién") sao cho

M > A vdi moi trong A phan biét dugc.

Nhan zét 1.3.1. Vidr(z) # 0 tai moi diém bién zy nén ta c6 thé chitng minh duge m; = 1.
Hon nita, néu dang Levi ctia 99 ¢6 hang p tai zo thi m; =2 v6i2 <i<p+1vam; > 2
v6i i > p+1. Vanéu Q 1 mién gid 16i thi cac s6 my, ..., m, déu la cic s6 chin. N6i chung
da kiéu M (zg) cho biét do do vé cap triét tieu clia ham xac dinh bién béi viéc gan trong

m,; cho toa do z;.

20



1.4 Tinh 16i va tinh gia 16i

Trong muc nay, ching ta nhéac lai khai niém vé tinh 16i va tinh gia 16i ctia cac mién
trong C".

Trude tién, ching ta sé trinh bay khai niém vé ham xac dinh bién dia phuong ctia mot
mién va khai niem vécto tiép xtc véi bién ctia mot mién tai mot diem ndm trén bien.
Dinh nghia 1.4.1 (xem tai lieu [52]). Gid st Q la mot miéen trong C" cé bién tron ldp

C'. Trong mot lan can di bé U ciia diém bién p € 0L, ta cé thé viét
QNU ={z€U:p(z) <0},
trong do p la ham thoa man Vp # 0 tréen 0Q N U. Khi do,
i) Ham p dugc goi la ham zdc dinh bién cho mién Q2 trong lan can cia diém D;

i) Mién Q dugc goi la cé bien tron ldp C*(1 < k < 00) tai p néu ham zdc dinh bién p
tron 16p C* tai p;

iii) Bién 0Q duge goi la tron ldp C* néu bien 0 tron I6p C* tai moi diém.

Dinh nghia 1.4.2 (xem tai licu [52]). Cho Q la mot mién trong C" cé bién tron Iép
C' wa c6 dinh diem p € 0. Gid st p la ham zdc dinh bién dia phuong cia S, tic la
QNU ={p <0} vdi U la mot lan can cia p. Mot n-bo w = (wy, -+ ,wy,) € C* duge goi
la vécto tiép zic vdi O tai p néu
j=1 "™

Téap hop tat cd cac vécto tiép xic vdi O tai p duoc ki hiéu la 7;,@(89).

Tiép theo, chung ta trinh bay dinh nghia vé tinh 16i va tinh gia 16i ctia mot mién trong
(43
Dinh nghia 1.4.3 (xem tai lieu [52]). Cho Q C C" la mién cé bién tron ldp C* va co
dinh diém p € 0Q. Gid st p la mot ham xac dinh bién dia phuong cua Q. Ta noi bién OS2

la 107 (yéu) tai diém p néu

—~ &% —~ 9% _
2Re Pwjwr | +2Y . = —(plwsEp >0, Yw e TE09).  (1.2)
s gk

Diém p duge goi la 10i chat néu biéu thitc ¢ vé trai cia duong vdi moi w €
7,7(09) \ {0}.
Mot mién Q dugc goi la 107 (tuong 1ing 107 chat) néu moi diém bién cia Q la 10 (tuong

iing 107 chat).
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Dinh nghia 1.4.4 (xem tai lieu [52]). Cho Q C C" la mot mién cé bién tron ldp C* va
diém p € 0. Gid st p la mot ham xdc dinh bién dia phuong cho 2. Ta noi bién 02 la
gid loi (Levi) tai diém p néu

L,(p)(w) = 32p7 (p)wjr, >0 Yw € 7?(3(2). (1.3)

Biéu thitc bén vé trdi clia duge goi la dang Leut.

Diém p duoc goi la gid 10i chdt Levi néu biéu thic bén vé trdi cia duong vdi moi
w e T (090) \ {0}.

Mot mien dugc goi la gid 10 Levi (twong 1ing gid 107 chat Levi) néu moi diém bién ciia
né gid loi Levi (tuong tng gid 1o chat Levi).
Cha y 1.4.1. Ching ta chii § rang dinh nghia mién gid loi khong phu thudc vao cdach lia
chon ham zdc dinh bién dia phuong cia mién.

Sau day, chiing ta dua ra mot vi du dé minh hoa cho mién gia 15i.
Vi du 1.4.1. Gid st mién Q = {(21,22) € C*: |21]? + |22|* < 1}. Khi d6, p(z1, 20) =
—1 + |21|> + |22|* 13 ham x4c dinh bién dia phuong ctia Q va dang Levi tai diém bién
(21, 22) tinh tai vécto tiép xtc (wy,ws) 1a

| + 4] 25|

Do dé, bien 9 1a gia 16i chat, trit tai cac diém bien (21, z5) ma |20|> = 0 v& vécto tiép
xtic (wp,ws) ma w; = 0. Nhitng diém nay 1a cic diém bién c¢6 dang (€%, 0). Tai cac diém

d6 mien Q 13 gid 1061 Levi (yéu).

1.5 Ham peak chinh hinh va ham peak da diéu hoa
duéi

Dinh nghia 1.5.1 (xem tai licu [39]). Cho Q la mot mién trong C* va p la mot diém
bién cia Q. Néu ton tai mot ham liéen tuc h: Q — C théa man:

(i) h la ham chinh hinh trén Q;

(ii) h(p) =1 va

(iii) |h(2)| < 1 vdi moi z € Q\ {p}.
thi h dugc goi la ham peak chinh hinh ciia mién Q tai diém p. Trong truong hop nay, p
dugc got la diém peak chinh hinh cia mién Q.

Hon nita, diém bién p cta mién Q0 dude goi la diém peak chinh hinh dia phuong néu

ton tai mot lan can md U cia p trong C* sao cho p la diém peak chinh hinh cia QN U.
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Tiép theo, ching toi trinh bay dinh nghia va mot tinh chat quan trong clia ham peak
da diéu hoa dudi.

Dinh nghia 1.5.2 (xem tai licu [39]). Cho Q la mgt mién trong C* va p la mot diém
bién cia Q. Néu ton tai mot ham lien tuc h : Q — R théa man:

(i) h la da dieu hoa dudi trén 2 va

(i) h(p) =0 va h(z) < 0 vdi moi z € Q\{0},
thi ta ndi h la ham peak da diéu hoa dudi taip cia Q. Trong truong hop nay, diém p dugc
goi la diém peak da diéu hoa dudi cia mién €.

Tuong tu dinh nghia trén, diém bién p cia mién Q duge goi la diém peak da diéu hoa
dudi dia phuong néu ton tai mot lan can md U cia p trong C™ sao cho p la diém peak da
dieu hoa dudi cia QN U.

Meénh dé 1.5.1 (xem tai licu [39]). Gid s Q la mot mién trong C* va p € O la mot
diém bien gid 10i chat. Khi do, luon ton tai mot ham peak da diéu hoa dudi dia phuong

tai diem p ciua mién ).

1.6 Mién h-thac trién dudc

Trong phan tiép theo, ching ta goi mot da chi s6 (A1, Ag, ..., \,) 12 mot da trong
néul >\ > --- > \,. Bay gio, ching ta nhic lai cdc dinh nghia sau (xem cac tai lieu
75, [76] ).

Dinh nghia 1.6.1 (xem tai lieu [76]). Gid st f(z) la mot ham so trén C* va A =
(A1, A2, .., Ay) la mot da trong. Véi moi so thuc t > 0, ta dat

m(z) = (t’\lzl,t)‘ng, . ,t’\"zn) )

Ta néi f la ham A-thuan nhat theo trong a néu f(mi(2)) = t*f(2) vdi moi t > 0 va

2z € C". Trong truong hop o = 1, ham f dudc goi la ham A-thuan nhat.

Vé6i da trong A, ham s6
1/
o(2) = op(z) =) _ |z
=1

1a mot vi du tieu biéu cho 16p ham A-thuan nhat.
Ngoai ra, v6i da trong A va ham A-thuan nhat nhan gia tri thuc P, ching ta dinh

nghia mot mo hinh thuan nhat Dy, p nhu sau
Dap={(z,w) € C" x C: Re(w) + P(z) < 0}.

)
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Dinh nghia 1.6.2 (xem tai lieu [76]). Gid st Dy p la mot mé hinh thuan nhat. Khi dé,
Dy p dudc goi la h-thdc trién duge néu ton tai mot ham a(z) la A-thudn nhat thudc I6p
C! tren C"\{0} sao cho cic dieu kién sau dugc théa man:

(1) a(z) >0 khi z # 0;

(ii) P(z) —a(2) la ham da dieu hoa dudi trén C™.

Khi dé, ham a(z) duoc goi la ham bumping.

Nhan xét 1.6.1. Cho a(z) 1a mot ham bumping. Khi d6, ton tai mot hing s6 C' > 0 sao
cho

Co(z) <a(z) <Clo(z),Vz € C"

Ki higu (€, p) 1a mot mién diém trong C**!, v6i Q 1a mot mién gid 16i tron trong C+?
va diém p € 99. Gia st p 13 ham x4c dinh bién dia phuong ctia Q & gan diém p va da
kicu M(p) = (1,myq, ..., m,) hitu han. Vi Q 1 gia 16i nén céc s6 nguyén my, ..., m, déu
14 céc s chén.

Theo dinh nghia da kiéu, ton tai mot hé toa do (z,w) = (21, ..., zn, w) sao cho p = 0

va ham p(z,w) c6 thé khai trien duge ¢ gan diém 0 nhu sau
p(z,w) = Re(w) + P(2) + R(z,w),

trong d6 P 1a mot da thic (1/my, ..., 1/m,)-thuan nhat, da diéu hoa duéi khong chita

hang tit da dicu hoa, R 1a ham tron va théa man
n ﬁ/
[R(z,w)| < C <|w| +) |Zj|mj> ,
j=1

v6i cac hang s6 v > 1 va C > 0.
Trong phan tiép theo, trong ciia moi da chi s6 K = (ky,...,k,) € N theo A =
(1/mq,...,1/m,) dugc cho béi

j=1 "
Luu ¥ rang wt(K + L) = wt(K) + wt(L) véi moi K, L € N™.

Dinh nghia 1.6.3 (xem tai lieu [76]). Ta goi Mp = {(z,w) € C" x C: Re(w) + P(z) < 0}
la mot mo hinh lien két vdi (,p). Néu mien diém (0, p) c6 mo hinh lién két cia Q tai
p € 0Q la h-thdc trién dugc thi ta néi (2, p) la h-thdc trién duge. Trong truong hop nay,

p duge goi la diém bién h-thdc trién dugc.

Tiép theo, ta trinh bay hai két qua noi tiéng sau vé mo hinh h-théc trién dugc.
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Dinh 1f 1.6.1 (xem tai liéu [76]). Moi mo hinh h-thdc trién déu la hyperbolic.

Dinh 1i 1.6.2 (xem tai lieu [75]). Xét mo hinh Mp = {Re(w) + P(z) < 0} vdi P la da
thicc (1/my, ..., 1/my,)-thuan nhat. Khi dé, cac ménh deé sau la tuong duong

i) Mo hinh Mp c6 kiéu hitu han theo nghia D’Angelo;
i) Mo hinh Mp la h-thdc trién dugc;

i) Mo hinh Mp la mién taut.

1.7 Hbsi tu A-khong tiép xic

Cho Q la mot mién trong C™! va p € 09 la mot diém bien. Xét mot day diém
{n;} € Q hoi tu dén diém bien p. Néi chung, dang diéu hoi tu ciia day {n;} rat phong
pht, c6 thé rat phitc tap. Trudng hop don gidn nhat 1a day {n;} nim tron ven trong mot
nén dinh p. Khi dé, ta néi day {n;} hoi tu khong tiép xtic dén diém bién p. Nhidu két qua
dep trong Toan hoc (nhu dinh 1y Fatou cho khong gian Hardy) khang dinh sy ton tai gidi
han khong tiép xic. Trong trusng hop tong quét, nhitng két qua nay khong con ding nita
néu day diém ctia ta hoi tu "tiép xic" dén diém bien. Tuy nhien, mot s6 két qua van cé
thé nhan duge khi day diém {n;} nim trong mot A-nén (chang han trong ellipsoid) nio
do.

Trong luan an nay, ta can dinh nghia sau.

Dinh nghia 1.7.1 (xem tai lieu [59]). Cho Q la mot mién trong C** va p € 09 la
mot diém bien h-thdc trién dude. Ta néi day {n; = (a;, 5;)} C Q hoi tu A-khong tiép
zic tdi diém p néu [Im (B;)| < |dist (n;, 0Q)| va o (o) < |dist (n;, 0Q)|, trong dé o(z) =
D et [zl ™

Nhan zét 1.7.1. Day {n;} C Q dugc goi la:

e hoi tu khong tiép xic téi p néu [Im (5;)| < |dist (n;, 9Q)| va || < |dist (n;, 0Q)]

voi moi 1 < k <n, trong d6 a; = (a1, ..., Qjn);

e hoi tu A-khong tiép xic t6i p néu [Im (3;)| < |dist (n;, 002)] va

age|™ < |dist (n;, 09)|
véimoi 1 < k <n.

Nhu vay, khai niem hoi tu A-khong tiép xtc 14 sy md rong ctia khai niem hoi tu khong

tiép xtc.
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0 Q 0
A—ndn 1 A—ndn A

non

hoi tu khong tiép xtc héi tu A—khong tiép xic héi tu A—tiép xiic
tdi p t6i p téi p

Hinh 1.1: Céc loai hoi tu dén diém biéen p
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CHUGNG 2
DAC TRUNG CUA CAC MIEN TRONG C" CO
NHOM TU DANG CAU KHONG COMPACT

Trong Chuong 2, ching toi trinh bay cac két qua chinh (Dinh li m Dinh 1i m
Meénh dé lien quan dén Bai toan 1 clia luan an. Cac két qua clia chuong nay duge
viét dya trén bai béo [3] trong muc "Céac cong trinh da cong b6 lien quan dén luan an".
Dong thoi, ching toi ciing gidi thieu cac khai niem can thiét phuc vu cho viéc phat biéu

va chitng minh cac két qua nay (Dinh nghia [2.1.1} Dinh nghia Dinh nghia va
Dinh nghia [2.3.1]).

2.1 Dang diéu ctia cac quy dao tu dang cau hoi tu téi
diem bién ctia mét mién h-thac trién dudc trong

CTL

2.1.1 Hb6i tu A-tiép xic deu

Trong phan nay, cho Q 1a mot mién trong C*! va & € 9Q la mot diém bien h-thac
trien duge (xem cac tai lieu 27, [76]). Gia st p 1a ham xac dinh bién dia phuong ctia
mién Q & gan diém & va da kidu M(&) = (2my, ..., 2m,, 1) hitu han (xem tai lieu [12]).
(Luu ¥ rang do tinh gia 16i ctia 2 nén tat ca cic s6 nguyen 2my, . . ., 2m,, déu la s6 chn.)
Ta ki hieu A = (1/2my,...,1/2m,). Theo dinh nghia da kiéu, ton tai mot he toa do
(z,w) = (21,...,2n,w) sao cho diém & = 0 v ham p(z,w) c6 thé khai trién ¢ gan diem
0 nhu sau

p(z,w) = Re(w) + P(2) + Q(zw),

trong d6 P la da thic da diéu hoa dudi, A-thuan nhat va khong chita cac don thic da

diéu hoa, () 1a ham tron v théa man

n v
Q(z,w)| < C <|w| +lej|2mj> ,

J=1

v6i hdng s6 v > 1 va C > 0.
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Dinh nghia 2.1.1. Ta néi day cdc diém {n; = (a;, 5;)} C Q vdi a; = (aji, .., ) hoi

tu A-tiép xic déu t6i diém & néu cic diéu kién sau day dugc théa man:
(a) Tm(B;)| < |dist(n;, 0Q)|;
(b) dist(n;,0Q) = o(|ak|*™) vdi 1 < k <n;
(c) lajn ™ = |ajo*™ = ... = |aj,|*™.

Tiép theo, chiing ta nhac lai dinh nghia sau.
Cho A = (A1,...,\,) 1a mot n-bo céac s6 duong va p > 0. Ching ta ki hieu O(u, A) 1a
tap hop cac ham tron f xac dinh gan diém gbc toa do ciia C" sao cho

n

DD f(0) = 0 khi > (e + B))A; < p.
=1
Néun =1 va A = (1) thi ta st dung O(p) dé ki hiéu cho tap hop cac ham triét tiéu téi
cap thap nhat u tai diém gbc toa do.
Ki hiéu

n

o(z) = Z | 2 2™

k=1
Pinh nghia 2.1.2. Diém biéen & € 0Q dugc goi la diém h-thdc trién manh néu ton tai
§ > 0 sao cho P(z) — da(z) la ham da diéu hoa dudi, nghia la dd°P > §dd°o.

Nhan zét 2.1.1. Chiing ta chii ¥ ring khai niéem h-thac trién manh c6 nghia ring mo hinh
Mp 1a mot mien W B (xem Dinh nghia A). Gia stt & € 99 la diem h-théac trién manh.
Khi d6, vi dd°P 2 dd°c nén & € 9 la diém h-thac trién dudc va P 1a da thitc da diéu
hoa dudi chat bén ngoai cac truc toa do. Ngoai ra, theo chiing minh ctia Dinh Ii 4.1 trong
tai lieu [2] va Dinh 1f 4.2 trong tai liéu [I], ton tai mot ham peak chinh hinh tai diém

0=(0,...,0). Hon nita, ta c6

w w w~w
1 82k82’l 7 N 8zk8,zl i

2 m§|a1|2m1*2|w112 + o mpfag [ wg )

v6i moi o, w € C™.
Vi du 2.1.1. Gia stt D,,,, m € N*, I3 mot mién trong C**! dude xac dinh béi
Dy = {(z,w) € C" x C: p(z,w) := Re(w) + |z1|*" + |22|* + - - + |2a]* < 0} .
Ching ta cht ¥ rang D,, 1a mién song chinh hinh véi ellipsoid
En = {(z,w) € C" x C: |[w]* + |z1*" + |22 + - + |2a|* < 1}
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(xem cac tai lieu [5, 60]). Hon nita, diém (0,...,0) € dD,, la diém h-thac trién manh.

Bay gio, ta dinh nghia day {n,} C D,, bang cach dat n; = (%, \/Lj, I \/Lj, —2 - j%) Vi
~ 1 2
moi j € N*. Khi do, p(n;) = —— ~ —dist(n;, 0D,,) nén dist(n;, 9D,,) = of 7i ). Do do,
J J

1 P N 2
day {n;} C Dy, hoi tu ( ..,5)-tiép xtic déu t6i diem (0,...,0) € OD,,.

om’ 2"

Trong phan tiép theo, ching ta sé gia st réng & € 0N la diém h-théc trién manh va
{e;} € RT la mot day cho trude. Khi d6, ta dinh nghia day 7; = (751, . .., 7j,) lién két véi
day {e;} nhu sau

1/2
€, .

. , my—1 .
Tu tinh toan don gian cho thay 7']2,?1’“ = €. ( 6” ) < €. V1 the, ta c6 udc luong

laj |k
sau
1/2 1/2m
& STk ST (2.1)
Trong cic phan sau, ta gan cac trong ﬁ, ..., 52—, 1 cho cac bién 2y, ..., z,, w tuong ting
va ki hieu wt(K) = > 77, % la trong ctia n-bo K = (ky,...,k,) € Z%,. Luu ¥ rang
; >

wt(K + L) = wt(K) +wt(L) v6i moi K, L € Z%,.
Dé chitng minh Dinh 1i m, ta can cac bo dé sau. Trude hét, tir uéc luong (2.1) ta
thu dugc bo dé sau day.

Bo dé 2.1.1. Cho f(z,w) la ham tron ldp C*, xzdc dinh trong mot lan can cia diém goc
toa do trong C*Y, triét tieu tdi cap theo trong ldn hon hodc bang 1 tai goc toa do. Khi
do, ta co

f(Tj121, - oy TinZn, W) = 0(€;).
V6i cac don thiic c6 cap theo trong < 1, ta c6 cac bo dé sau day.
B6 dé 2.1.2. Cho p,q € N la hai da chi s6. Khi dé, vdi moi da thic P ta c6
¢; " |D"D"P(aj)mI™ — 0
vdi |p| + |q| > 2. Ngoai ra, néu |p| = |q| =1 thi
ej_l }DquP(aj)TJPH‘ < L
Hon nita, néu P(z) — §o(2) la da dieu hoa dudi vdi & > 0 thi

~ 0P
6171 Z () Tjpminwroy 2 miwy [ + - - mp Jw,
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Chatng minh. Ta chi can chitng minh hai khang dinh dau tién trong b6 dé véi P(z) = 2K zF
v K >p L > qladit. Khi d6, ta c6

ej_l |DquP(O./j)T]}-O+q‘
B T P1+Q1 T pn+(ITL
() s (2

!0@‘1’ ’%‘n\

Fi+lh _pita1 kn+ln _ pntan
2

(o e o[\ 2
\ g €

5o kstls  Pita 1 lpl+lq]
2

Do do, ta co

khi j — oo v6i [p| + |g| > 2 va
ej_l ‘DquP(ozj)Tf+q| <1

véi |p| + |g| = 2. Cudi cung, theo Nhan xét [2.1.1] ta c6

L& &P )
7 m(%)ﬁﬂﬂwsz
k=
n
> 6.71 Z aQ_O_(Oé')T‘kT'lU}'U_)l
~ ] azkagl J7 IR IIVEE]

> ej_l (milon ™ 7273 fwi [ + - 4+ mi a2 Jwa|?)
>
Y

v6i moi w € C™. O
Theo cach tuong tu, ta cd bo dé sau.
B6 dé 2.1.3. Cho Q(2) la da thitc theo bién z € C" sao cho Q € O(1,A). Khi dd, ta co
;' |DPD*Q(oy) P — 0
khi j — oo wvdi |p| + |q| > 2.

Chitng minh. Nhu trong ching minh B6 dé ta chi can xét Q(z) = 2Kzl va K >
p, L > qv6id:=wt(K + L) > 11a di. Khi d6, theo chiing minh ctia B6 dé ta ¢

1_ lpl+ldl
-1 p 4 p+q ‘O‘jl |2m1 :
€ |D D Q(aj)Tj | =0 T
V1 thé, ta suy ra e; ' !DPEQQ(aj)Tf+q| — 0 khi j — oo v6i |p| + |q] > 2. O

30



2.1.2 Mo hinh ctia mét mién gia 16i trong C" c¢6 mot diém bién
h-théac trién manh

Trong muc nay, ching to6i trinh bay két qua chinh thi nhat ctia luan an trong Chuong

3. Cu thé, ching t6i chitng minh dinh i sau.

Dinh 1i 2.1.1. Cho Q la mot mién gid loi trong C*™t ¢6 bién O tron ldp C*. Gid si

& € 0 la diém h-thdc trien manh vdi da kieu Catlin hitu han (2mq,--- ,2my, 1) va
A= (g g)- Gid st ton tai mot day cic tu ding cau {p;} C Aut(Q) sao cho

{oj(a)} hoi tu A-tiép zic déu tdi diem & vdi a € Q. Khi do, Q la mién song chinh hinh
vdi hinh cau don vi B*H1.

Chitng minh. Gia st mién Q va diém & € 99 théa man gia thiét cia Dinh li
Gia st M(&) = (2my,...,2m,, 1) 1a da kiéu hitu han cia mién Q tai diém & va ki
hieu A = (1/2my,...,1/2m,). Nhu trong Muc m, ton tai mot he toa do dia phuong
(Z,0) = (Z1,..., 2y, W) G gan diém & sao cho & = 0 vA ham xac dinh bién dia phuong

p(Z,W) ctia mién € c6 thé khai trién & gan 0 nhu sau
p(Z,w) = Re(w) + P(2) + Q(z, w),

trong d6 P la da thic da diéu hoa dudi, A-thuan nhat va khong chita cac don thic da

diéu hoa, () 1a ham tron v théa man
n vy
Q@) <C (lwl Y |2j|2’”ﬂ'> :
j=1

v6i hdng s6 v > 1 va C > 0.

Theo gia thiét ctia Dinh 1f [2.1.1] ton tai mot day cac tu ddng cdu {p;} C Aut(Q) va
mot diém a € Q sao cho day cic diem 7; := ¢;(a) hoi tu A-tiép xtic déu t6i diem &. Ta
Vlét n; = (Ozj, 5]) = (Oéjl, ey O, BJ) Khi dé, ta co

(a) [Im(f;)| < |dist(n;, 0Q)};
(b) |dist(n;, 0Q)] = o(|ajk|*™*) voi 1 < k < n;
() |l = fal*™ & - - & o ™.

Theo chitng minh ctia cdc B dé 4.10 va 4.11 trong tai lidu [76], sau phép ddi bién

w =W + by (2)W + by(2)w?* + b3(2),

trong d6 by, by, by 1a cdc ham chinh hinh ctia Z théa man b, = O(|Z]?), k = 1,2, 3, ton tai

mot hé toa do chinh hinh dia phuong (z, w) trong C" x C, trong d6 { = 0 va ham p(z,w)
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c6 thé khai trién ¢ gan 0 nhu sau:
p(z,w) = Re(w) + P(z) + Ri1(z) + Ry(Imw) + (Imw)R(z) < 0,

trong d6 Ry € O(1,A), R € O(1/2,A), va Ry € O(2). Chung ta chu § rang theo cac toa
do mdi nay thi day cdc diém {n;} vAn c6 cac tinh chat (a), (b), va (c).

Cho Uy 1a mot 1an can nhé b dinh ctia diém &, = 0. Khi d6, véi moi day {n; = («a;, 5;)}
ctia cac diém hoi tu A-tiép xic déu t6i diem gbe toa do trong Uy N {p < 0} =: Uy, ta lien
két véi mot day cac diém n; = (o, a; + €; +ib;), trong d6 €; > 0 va 3; = a; +1b;, sao cho
n; = (aj, B) voi B} = a; + €; + ib; thude sieu mat {p = 0} v6i mdi j € N*. Ching ta cht
y rang €; ~ dist(n;, 09).

Truée khi bat dau qué trinh scaling, ta thuc hien mot sé phép bién ddi cac toa do.

Truée hét, ta xét cac diy clia cac phép dich chuyén Ln; : C" — C™, xac dinh badi
Ly(z0) = (zw) =} = (2 — oy w — ).

Khi d6, qua phép doi bién (2, %) := Lné_(z, w), tic 1a

w — [ = w;

Zk—Oéjk:Zk,k:L...,n,

ta théy LW; (Oéj,ﬁj) = (O,, —Gj) v6i moi j € N*.
Bay gio, ta dat w = u+iv,v = bj+(v—>b;) = b;+Im(w) va z = a; + (2 — ;) = a; + 2.
Vi Ry, € O2) va R e O(1/2,A) nén ap dung dinh 1f Taylor, ta c¢6

1 v~— O°R
| 5 O 5o gz () aa + ol|2)
1<pi<e P ki—1 FROZ
DPR 1 «— O’R —
— }. . . [ (2P _ - N5, &
bjR<aJ>+b](2Rel<|Z<2 ~(a))(2) +2MZI P ARIEE)
7p7 7:

+0(|2*) + o [Im()]).

Do d6, ap dung dinh 1i Taylor mot lan nita ta thay siéu mét Ln;- ({p = 0}) dugc xac dinh
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béi mot phuong trinh ¢6 dang

+
Drp . 1 o*pP =
+2Re Y — () (@) + 5 > ———()aE

1<pl<2 k=1
DPR, 5 1 «— 0’R, —
+2R Z (a;)(2)P —Z —— () 212
e P! 2 s 9397
DPR . 1 «— O°R = N
—|—bj<2Re P A LT 7(0@’)%21) +o(|2*) = 0.
p! 2 ~— 0z,0%
1<|pl<2 k=1

(2.2)

Tiép theo, dé chon céc hang tit diéu hoa trong (2.2)) ta xac dinh mot day {Q;} cac tu
déing cau ctia C**! boi

(

wi= 1+ (Ryby) + Rlay)id +2 Y ZP(a)(Ep+2 Y (a3

1<[pl<2 1<|p|<2

\ +b; 3 Zep) ()7

1<]p|<2

=z, k=1,...,n.
\
Khi d6, anh xa hop thanh Q; o Ln;_ € Aut(C"™) va théa man
Qjo Ly (aj,B8;) = (0,...,0,—¢; — i(Ry(by) + R(ey))e;)

v6i moi j € N*. Hon nita, sieu mét Q; o Ly, ({p = 0}) dudc xac dinh béi mot phuong trinh

c6 dang
1 < O%P
1 1 _
p () 0 Q" (2:)) = Refuw) + ol Imuw)) + 5 37 55 ()25
b ~~ O’R
)22+ EJ Z —zl((xj)zkil +o(|z]*) = 0.

Cudi cuing, ching ta nhéc lai ki hiéu

. 1/2
Tjkizfajﬂ-( — ) ,1<k<n

va dinh nghia mot phép co gian khong dang husng A;: C* — C" bing cach dat

21 Zp W

Aj(z,w) = AY (21, 20y w0) = (— . —>. (2.3)

. ’ ? - ’ .
Tj1 Tin €
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Khi d6, Aj 0 Q; 0 Ly (ay, 5) = (0,...,0,—1 — i(Ry(b;) + Rlax;))) — (0, ~1) khi j — oc.
Hon nita, sieu mat Aj o Q; o Ln§-({p = 0}) dugc xac dinh b6i mot phuong trinh ¢6 dang

&' (Lyto @t o (87 (2, )

N 1 o0*P 1 -
= Re(@) + € o(e;[Tm(w)|) + 5 Z = ()e TiTaZ

2 kel 82;492; (24)
1 <~ O°R, . — 6'h & PR
+ = ———(o;)es % a Zha+ =0,
5 ;;1 9507, ) 5 azk(‘?zl( JITiRTiRZ

trong d6 dau ... ki hiéu cho cac phan du. Ching ta Iuu ¥ ring theo B6 dé cac hang
tt ¢6 cap theo trong 16n hon 1 phai hai tu déu trén céc tap compact ciia C"*! t6i diém
0. Do do, ta chi xét syt hoi tu ctia cac don thiic tu 1} v6i cap theo trong nhoé hon hodc
bing 1.

Vi day {n; :== p;(a)} hoi tu A-tiép xic déu t6i diem & = (0/,0) nén ta suy ra

|aj1|2m1 ‘CM 2|2m2 _ |ajn’2mn
€j €j €j
Do do, tit B6 dé ta suy ra
D*D'P
Gj_l T( j)TJZ-H_q —0
p'q:

khi j — 0o véi |p| + |q| > 2 va sau khi ldy mot day con néu can, ta c6 thé gia st ring
1 o*P
ap = = lim ——(o;)e; 'rinTin, 1 < k1 < n.
kl 2 it 8zkazl( J) Jk1jl

Mat khac, theo B6 dé ta cling c6
D'D'R,
—(«

plq!

-1
€

khi j — oo véi [p| 4 |q| > 2. Ngoai ra, vi |¢; 'b;| < 1 neén ta duge

DPD'R
(O‘J )7p+q
plg!

]—>0

Ej '

khi j — oo véi |p| + |¢| > 1. Do d6, sau khi lay mot day con néu can, ta c6 thé gia si
ring day cac ham xéac dinh duge cho trong (2.4) hoi tu déu trén tap compact ctia C*+?
t6i ham p(Z, @) := Re(w) + H(2). Két qud la, day cdc mién {; := Ajo Q;o Ly (Uy ) ho

tu chuan tic t6i mo hinh sau
My = {(z,w) € C" x C: p(z,w) := Re(w) + H(2) < 0},
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trong do

k=1

Ching ta luu y rang mo hinh My 1a gidi han clia mot day cac mieén gia 1oi Ao Q; o

Ln;(Uo_ ). Vi vay, mo hinh My ciing gia 16i va do d6 H la ham da diéu hoa du6i. Ngoai

ra, tit Bo dé ta suy ra H la dang toan phuong xac dinh duong. Do d6, mo6 hinh My
song chinh hinh véi hinh cau don vi B"*! (xem Menh dé 2 trong tai lieu [35]).

Dé don gian, ta ki hieu T; := A; 0 Q; o Ln} va o :=1Tj0p;: goj_l(UO_) — ;. Khi do,

T;(n;) = (0/, =1 —i(R5(b;) + R(cy;))) va {o;} la day cac dnh xa song chinh hinh théa man

oj(a) =b; == (0", =1 — i(Ry(b;) + R(cy;))) — b:= (0, —1).

khi j — co. Do d6, theo Ménh dé , sau khi chon mot day con, ta co thé gid sit ring
day o; hoi tu déu tréen moi tap con compact t6i dnh xa chinh hinh ¢ : Q — My ma
o(a) = 0.

Mat khac, vi 2 1a mién taut (xem Meénh dé 2.2 trong tai lieu [29]) nen déy o ': Q; —
©;'(Uy) C Q ciing la déy chuan tac. Vio;'(b;) = a € Q v6i b; — b € Q khi j — oo nén
sau khi chon mot day con, ta ciing c6 thé gia st ring day Uj_l hoi tu déu trén moi tap
con compact dén anh xa chinh hinh o* : My — Q. Khi d6, tit Ménh dé. 2.1 trong tai lieu
[29] ta suy ra © la mién song chinh hinh v6i mo hinh Myg. Do d6, 2 1a mién song chinh
hinh vé6i hinh cau don vi B"*!, va do d6 Dinh 1i duge ching minh. O

Nhan zét 2.1.2. Hau hét cac két qua trude day déu yéu cau tinh hitu han ctia kiéu va
ho#ic 1a tinh gid 16i chat (tham chi 1a 16i), hodc tinh gid 16i chi trong khong gian 2 chiéu.
Khac v6i cac két qua do, ching toi dua ra mot dac trung méi clia cadc mién giad 10i yéu
c6 kiéu hitu han bdéi dang dieu bién cia cac quy dao tu déng cau bing viec st dung ki
thuat scaling duge gidi thieu béi S. Pinchuk. Dinh 1i chi ra ring chi ¢6 hinh cau don

vi méi c6 mot qui dao tu dang cau tai & hoi tu A-tiép xtc déu téi 9.

Bay gio, ching toi dua ra mot vi du dé chi ra ring néu day cac quy dao tu ding cau
khong hoi tu A-tiép xic déu t6i diém bien tu quy dao thi van ton tai mot day cac phép
co gian thay thé dé c6 duge mot mo hinh nhu trong Dinh 1f Ngoai ra, su mo ta ro
rang clia nhém ti dang cau clia cac mién Thullen hogic cAc mo hinh c6 kiéu hitu han (xem
tai lieu [60]) cho thay day cac quy dao tu dang cau hoi tu A-khong tiép xtic t6i diem bién
tu qui dao. Do dé6, duong nhu c6 1i do hgp i dé chiing ta hi vong ring c6 thé giam dugc

yéu cau ve tinh déu ctia syt hoi tu A-tiép xic.
Vi du 2.1.2. Ki hieu E 54 1& mot mién trong C3, duge cho béi
Eio4 = {(21, 20, w) € C*: Re(w) + |21]* + |21]*|22)* + |22|® < 0}.
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Ki hieu P(z) = |21]* + |21} 22]* + |22|® vA 0(2) = |21|* + |22[%. Khi d6, tit tinh todn ta c6
dd°P(z) = (421> + |2|")d21dZ) + 221 25| 20| d21dZs + 221 5| 20|*dZ1d 2,
+ (16]22|® + 4|21|?| 22|*) d22d 7,
= 4|z1|*dz1dZ) + 16|2|0dzedZy + |22|?|22dZ) + 2Z1d2)?
> ddo(z).
Do dé, goc toa do la diém h-thac trién manh vé6i da kiéu (4,8,1) va do d6 trong A dudc

cho béi A == (

Bay gio, ta xét mot diy cac diém {n; := (#, j%, —% — j% — ]%,)} hoi tu A-tiép xtc

nhung khong déu t6i diem (0/,0). Ta sé chi ra ring {n;} khong phai la day céc quy

4’§)

dao tu dang ciu, nghia la, khong ton tai day {f;} C Aut(Ei24) vd a € Ej24 sao cho
fila) = (#, j?‘%,—% — j% - ]%) v6i moi n € N*. Gia sit ngudc lai rang {f;} va a ton
tai. Khi do, méc du khong ap dung dugce ki thuat scaling nhu trong chitng minh Dinh Ii

2.1.1, nhung mot ki thuat scaling thay thé c6 thé dude dua ra nhu sau. That vay, gia st

p(z1, 22, w) = Re(w) + |z1|* + |Zl|2|22|4 + [20f® va gid st n; = (777 /T / ,—F— % — 3) VO
mdi j € N*. Ta thay p(n;) = _9_2 ~ —dist(n;,0E1 24). Dat €; = |,0( )| = % Ngoai ra,
xét phép doi bién (Z,w) := L;(z,w), ta c6
(
w = W;
1 .
Rl ™ —qa — ~l
/A4 1
1 .
2 7 3% )
\ 3/8
Khi d6, tit tinh toan triec tiép ta thay
poL (W, 21, Z5)
1 S 4 1 AL s 8
= Re(w) + |jm+zl| + | v e 3/8 + Zo|* + | =2 3/8 + 2|
1 4 N 2 . 1 4 - -
= Re(w) + rid ije(Zl) + jm|zl|2 + j1/2(2R6< 2))° + jm|zl|2Re(21) + |z
1
+ | =5 + Re<§1) + |Zl|2) X
ji2 T s

1 -
+ = (Re(2))” jg/g\zgy Re(22)+|z2|4) I 3/8 + 5P

Dé dinh nghia phép co gian khong ding huéng, ta ki hieu 7; = 71(n;) = ng/m Toj 1=
To(n;) = ﬁ% v6i moi j € N*. Tiép theo, ta gidi thieu mot day cac tu ddng cau da thiic
¢y, cia C" (j € N¥), dugc cho bdi

Gy, (21, 22,0)

1 1 1 1 1 42 -
= (]1/4 —1—71321, j3/8 —|—T2j22, —3 — ]—2 - 17—3 + €W — mleZl j1/2 (7'1]) Zl)
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Vi vay, v6i moi j € N* sieu mat ¢,, ({p = 0}) duge xac dinh bdi

et po¢yt(21, 2, )

_1 1 _ 1 . 1 1 1 . 4 . 2 99
=€ P(W + 71521, jSW + To522, —; - P - F + 6w — Wﬁjh - j_1/2 (715) 2’1>
1 1 1 1
. ~ ~ 12 = 14 z 12 z z 4 —

Do d6, day cac mien §; := ¢, (E124) hoi tu chuan tic t6i mo hinh sau
Mo = {(1,%,0) € C*: Re(d) + |Z > + (|2 +1|* = 1) < 0} .

Cudi cuing, 1ap luan tuong tir nhu trong chiing minh ctia Dinh 1i m ta suy ra Ij 94 1a
mién song chinh hinh v6i mo hinh M; 5, hay Ej 54 13 mién song chinh hinh song chinh
hinh véi

{(21,22,w) € C*: Re(w) + |z1]* + |22|* < 0} .
Day 1a diéu vo ly theo Dinh If chinh trong tai lieu [18].
Nhan xét 2.1.3. Mic dit nhém ty déng ciu ctia mién E; 54 da dude mo ta trong tai lieu
[60], nhung khong dé dé thiy dugc ring day {n;} C Ej24 trong Vi du khong phéai
la mot day cac quiy dao tu ding cau. Tuy nhién, diéu nay cé thé ching minh dugc bing
cach st dung Dinh li nhu trong Vi du [2.1.2]
Nhan zét 2.1.4. Ching ta xét mot day cac diém {(jﬁ,'r]ﬂ, —P(#,nﬂ) — ]%} hoi tu A-
tiép xtc nhung khong déu t6i diém (0’,0). Khi d6, lap luan nhu trong Vi du [2.1.2] ching
ta c6 the gid st rang day cac mién Q; == ¢y, (E12,4) hoi tu chuan tic t6i mo hinh sau

{(51, %,10) € C*: Re(w@) + 512 + P(%) < o} :
trong do

i) P(%) = |2 +al* — |a|* v6i a € C néu |nj| ~ ﬂ%;

i) P(Z) = |l néu nzl = o (75 );

iii) P(Z) = |%[* néu 55 = o(|nj2l).

Diéu nay cho thady mo hinh phu thudc nhiéu vao dang dieu ctia quy dao {n;} C Q.

2.2 Dang diéu ctia cic quy dao tu dang ciu héi tu téi
diém bién ctia mét mién gia 16i c6 déi hang Levi
bang 1 trong C"*!

Trong phan nay, ching to6i trinh bay mot s6 kién thiic chuan bi can thiét dé tir do

phét biéu va ching minh két qua chinh thi hai ctia Chuong 2. Cho € 13 mot mién trong
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C™*! sao cho gan diém &, bien 0 1a gia 16i ¢6 kiéu hitu han va c6 déi hang Levi bang 1.

2.2.1 Hoi tu ﬁ—tiép xidc cau

Trong cdc phan sau, ta viét z = (21,...,2,) va 2" = (0, 20, ..., 2,). Gid st 2m 1a kiéu
D’Angelo ciia 99 tai &. Khong mat tinh tong quat, ta gia st diem & € 0 va hang ciia
dang Levi tai diém & bang n — 1. Gia sit p 1a ham xac dinh bién dia phuong tron ciia €
§ gan diém &. Sau mot phép bién ddi toa do thich hgp (xem cac tai licu [4, [17]), ta co
thé tim dugc cac ham toa do zi,. .., 2,, w xac dinh trén lan can U cta diém &, sao cho

& = 0 va ham p c6 thé khai trién ¢ gan 0 nhu sau

plz) =Re(w) + P, 2) +Z|Za|2+ZRe (1. 50)2)
+ O([wl|(z,w)] + [Pl + [2*[Flar| ™ + [z1[*1),

trong d6 P(z1,21),Q%(21,21) (2 < a < n) la cac da thiic nhan gid tri thyc dieu hoa dudi

thuan nhat tuong ng c6 bac 2m va m, khong chita cac hang ti diéu hoa.

Dinh nghia 2.2.1. Ta néi diy cic diem {n; = (a;, B;)} C Q vdi aj = (a1, . .., aj,), hoi
tu #-tiép xic cau téi diem & néu

(a) Tm(B;)] < |dist(n;, 0Q)|;

(b) |dist(n;, 0Q)| = o(|a;1[*™);

(c) AP(aj1) 2 feu ™2,

Nhan zét 2.2.1. Gia st D,,, € C**! 1a mién dugc cho trong Vi duf2.1.1]va chiing ta xét diém
& =(0,...,0) € 9D,,. Khi d6, ta thiy rang P(z;) = |21|2m va AP(z)) = 4m?|z ™2 > 0.
Do dé6, day {n;} C D,,, dugc cho trong Vi du hoi tu ——tlep xtic cau téi diém
(0,...,0) € OD,,.

Nhan xét 2.2.2. Cho Q la mot mién gid 16i trong C2. Gia sit & € 0N la diém c6 kicu
D’Angelo hitu han véi 7(99,&) = 2m. Ta da biét ring Q la mién h-thac trién dugc
tai diém &. Gid st {¢;} C R* la mot day sao cho n; = (aj, 85 + ¢;) thudc sieu mat
{p = 0} v6i mdi j € N*. Khi d6, dicu kién (c) c¢6 nghia rang Q 1a mién gid 16i chat
tai diém 77;. v6i mdi j € N*. Két qua la, diéu kien (c) duge théa man néu mo hinh
Mp = {(z,w) € C*: Re(w) + P(z) < 0} la mién WB, hay mo hinh Mp la gia 16i chat tai
mdi diém bieén ¢ bén ngoai tap hop dMp N {(0,it) € C?: ¢t € R}.
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2.2.2 Da thic diéu hoa dudi thuan nhét

2m—1
Ta viét P(z) = Z a;z' 2™ Dat 2z = |z|e?, ta dinh nghia g(f) bdi
=1

P(z) = [2[*"g(9).
Khi d6, ta c6
AP(z) = [2[*" 72 ((2m)*9(0) + geo(6)) > 0.
(xem tai lieu [2].)

Cho truée mot day {¢;} C RT, ta lien két v6i day {r;} bdi

Ta can kiéem tra bo dé sau.

Bé dé 2.2.1. Tu 6

okp
FERERAS

<
B

12m\ 1-5
e lrk < (M> , k> 3.

Ngodai ra, néu k =2 va j =1 thi
2P
‘8282(%)

Chitng minh. Ta chiing minh bo dé véi P(z) = 2°22™% v6i 1 < s < 2m — 1 1a dt. That

;177 = (2m)*g(6;) + goo ().

vay, tit tinh toan ta thay

ok p pomlztm=s=(=l)  péul <s,k—1<2m-—s;

(%)
0210zk—1 0

néu ngudce lai
va

k—

ok p _ e _ 7 \"
‘ Ej 17_ij |Oéj|2m kEj 17_J |aj|2m6j1 (@)

FERESL

Do do, ta dugc
okp
FEREAC)

1—
—-1_k ‘Cvj|2m
€ T; < (T

véi k > 2. Hon nita, trong truong hgp £ = 2,1 =1 ta co

P 1.2 2m—2 2 €j
— (a)l e 172 = | P2 ((2 0. 0. |2 J
e 0] 172 = a2 (200 + a6 o (1%
= (2m)?9(6;) + goe(6;)-
Do d6, ta c6 diéu can chitng minh. O
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2.2.3 M5 hinh ctia mo6t mién gia 16i trong C" cé6 déi hang Levi
bang 1

Trong muc nay, ching toi trinh bay két qua chinh thit hai cia luan 4n trong Chuong
2.

Dinh 1i 2.2.1. Cho Q la mot mién gid 10i trong C*™t vdi bién O tron lop C*. Gid st &
la mot diém bién cia Q0 cé kiéu D’Angelo hitu han sao cho dang Levi ¢é déi hang nhiéu
nhat la 1 tai diém & va ton tai mot day cdc tu dang ciu {¢;} C Aut(Q) sao cho {p;(a)}
houv tu ﬁ—tiép zic cau tdi diem & vdi a € Q, trong dé 2m la kiéu cia OQ tai diém &.

Khi dé, Q la mién song chinh hinh vdi hinh cau don vi B,

Ching minh. Trong ph?m nay, mién  va diém bien & € 09 dudc gia st 1a thda man gia
thiét ctia Dinh If . Gia stt 2m 1a kiéu D’Angelo ciia bieén 0 tai diém &. Khong méat
tinh tong qué, ta c6 thé gia st rang diém & = 0 € C**! vi hang ctia dang Levi tai diém
& ding bang n — 1. Gid st p 1a ham xéc dinh bién dia phuong tron ciia € gan diém &,.
Sau mot phép bién ddi cic toa do thich hgp (xem tai licu [4, [17]), ta c6 thé tim dugc cac
ham toa do 2, ..., z,, w xac dinh trén lan can Uy cta diém & sao cho & = 0 va ham p

c6 thé khai trién gan diém 0 nhu sau

p(z,w) = Re(w) + P(z1, z1) +Z|ZQ|Q+ZRe (21, 21)%20q)
O([wl[(z, w)| + 12" [*|2] + |2 [*|za| ™" + [ [*™H),

trong d6 P(z1,71),Q%(21,71) (2 < a < n) tuong ting 1a cic da thitc nhan gia tri thye dicu
hoa duéi thuan nhat c6 bac 2m va m, khong chita cac hang tit dicu hoa.

Theo gia thiét ctia Dinh 1i ton tai mot day céc tu dang cau {p;} C Aut(Q2) va
diém a € Q sao cho 1; := ¢;(a) hoi tu 5--tiép xic cau t6i diem &. Ta vict n; = (ay, 5;).
Khi do, ta co

(a) Mm(5;)| < |dist(n;, 0Q)];
(b) |dist(n;, 0)| = o(laj[*™);
(c) AP(aj1) 2 foya [,

Ta cb dinh lan can Uy ctia diém goc toa do. Véi mdi day {n; = (ay, 3;)} clia céc diém
hoi tu ﬁ—tiép xtic t6i diem gde toa do trong Uy N {p < 0} =: Uy, ta lien két v6i mot day
cac diém n; = (o, a; + € +ib;), trong dé €; > 0 va B; = a; + ib;, sao cho n; = (ay, 3})
nam trong sieu mat {p = 0} v6i méi j € N*. Ta ki hicu ¢; ~ dist(n;, 0Q).

Theo Ménh dé 2.2 trong tai lieu [17] (vh Ménh dé 3.1 trong tai licu [29]), v6i mdi diém
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s ton tai mot anh xa song chinh hinh D, ctia C", (z,w) = ®'(%,w), sao cho

;
1/~ ~ ~ =l
p(q)n;l(Z’@U)) =Re(®) + > ar(n)Zz
k+I<2m
k>0
+ Z ENE +Z Z Re[(b3,(n5)) DEEREA (2.5)
a=2 k+I<m
k,l>0

+O(|@]|(2,@)] + |2 @] + |2 P2 + (A7),
trong d6 z* = (0, 22, ..., Z)-
Bay gig, ta dinh nghia

1/2

€; .

it = legl <|a—.fm) ===l 2
J

Tu do, ta suy ra
1/2 1/(2m
& Sr(me) S e/

Dé két thiic qué trinh scaling, ta dinh nghia mot phép co gidn khong déng huéng A;

béi
V4 Z Zn W . "
Aj(Z,U)):(—1,—2,...,—,—>,jEN.

Tij1 Tj2 Tin €5
Tu do, ta suy ra Aj o @y (n;) = (0, =1+ 7;) véi déy {y;} C C phu thuoc vao
{q)n;} va hoi tu t6i diém 0 khi j — oo. Hon nita, véi mdi j € N*, néu dat p;(z,w) =
e'po CIDJ; o (A;) "z, w) thi tu (2.5) ta suy ra

pj(z7w):Re( )+P 21,21 +Z|2a|2 ZRG Zlazl)za)+0( (n;aej))a

trong do
N IN—1_ (o k+l k=l
Pn;-(zlvzl) = § ak,l(nj)%‘ T(m,@) R1%15
k,1<2m
k>0
. 1/2 / k+l k51
21,21 : E bkz 77] (77]'?6]) 21%1-
k+i<m
k150

Cha y réing day cac diem {n; := ¢;(a)} hoi tu 5--tiép xac cau t6i diem & = (0/,0). Khi

2m
do, M—>+ookh1]—>oo Ngoai ra, véi 1 < k,l ma k+1 < 2m, ta cé
€
ak—l—lp ak—HP
ari(n;) = ———=(0/,0) ~ (aj1).
7 ozkoE 0-$0z
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Do d6, theo B6 dé ta dugc akJ(n;-)ej-_lT(n;,ej)k“ — 0 khi j — oo véi k,l > 0 ma
2 < k+1 < 2m. Hon nita, theo diéu kién (c), khong mat tinh tdng quat, ta c6 thé
. 1 0?P . .
i4 st ring giéi han a := lim = ——— (a1 )e; '74 > 0 ton tai, vi do d6 ta suy ra rin
g g gidi he Jm 5 5a7 (96 T : y 8
{ Py (z1,21)} hoi tu déu trén tap compact t6i a2z |*.

Véi cac day {Qy; (21, 721)} (2 < a < n), theo Bo dé 2.4 trong tai ligu [17] ta suy ra
J

1 .
’Q%(szl)’ < T(né‘aej)ﬁa J = 17

vl moi v = 2,...,n va |z| < 1. Hé qua la, {Qg,_} hoi tu déu trén mdi tap con compact
J
ctia C t6i 0. Do d6, sau khi lay mot day con néu can, ta c6 thé gid st rang day {p;} hoi

tu t61 ham so sau

p(z,w) i= Re(w) + alza + |2 + -+ + |zl

1 o0°P . . L s
trong d6 a = lim ————/(a;1)e; 74 > 0. Vi thé, sau khi lay mot day con néu can, ta
g‘ j—oo 2 @Zlafl( ]1) gl y ' Y
c6 thé gid st riing diy cdc mién Q; := A, o ®,(Ug) hoi tu chuan tic téi nita khong gian

Siegel
M, == {(2,w) € C"*': p(z,w) = Re(w) + alz1|* + |22 4+ -+ - + |2a]|* < 0},

13 mién song chinh hinh v6i hinh cau don vi B"*! (bang cach st dung phép bién doi
Cayley). Ngoai ra, bang cach 1ap luan tuong tu nhu trong chiing minh Dinh 1i ta
suy ra 2 la mién song chinh hinh v6i mo6 hinh M2, hay © la mién song chinh hinh véi

hinh cau don vi B"!. Vi vay, ta c6 diéu can chiing minh. O

Nhan zét 2.2.3. Dinh i chi ra rang Dinh li van con ding néu & la diém c6
kiéu D’Angelo hitu han va dang Levi ¢6 d6i hang nhiéu nhat 1a 1 tai & va ¢;(a) hoi tu

1 ,:4 . N 4t Y
5,--tiep xtc cau t6i & vdi a € Q.

2.3 Dang diéu cua cac quy dao tu dang cau hoi tu
dén diém bién ctia moét mién trong C?

Trong phan nay, chiing toi sé gidi han viéc nghién cttu cho cidc mién trong C2. Cho Q
13 mot mién gid 16i c6 kiéu hitu han ¢ gan diém & € 99 véi kieu 7(9Q, &) = 2m. Khi
do6, khai niem ve su hai tu (ﬁ)—tiép xtic déu duge cho trong Muc chinh 1a sy hoi tu
(ﬁ)—tiép xtic. Hon nita, khai niém vé sy hoi tu #—tiép xtic cau da dude cho trong Muc
Do d6, He qua dugce suy triye tiép ti Dinh 1i va Bo deé Trong truong

hop nay, mo hinh song chinh hinh véi hinh cau don vi B2
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Trong phan tiép theo, ta xét truong hgp ma diéu kién ¢) trong Dinh nghia khong
AP(OKJ')

tho&d méan, nghia la o 2 — 0 khi j — oo véi day {«;} hoi tu t6i diem goc toa do
Oéj m=
trong C. Khi d6, mo6 hinh nhan dugc c¢6 thé dude xac dinh béi mot da thic thuan nhéat

c6 bac 16n hon 2.

2.3.1 Hoi tu Qi-tiép XUc cau cap cao
. . m

Gia sit p la ham xac dinh bién dia phuong cho mién  gan diém &, va gia sit kiéu
D’Angelo 7(0%2, &) = 2m hitu han. Nhu trong chiing minh ctia Dinh 1i m, ta c6 thé gia
st rdng ton tai mot he toa do chinh hinh dia phuong (z,w) sao cho & = 0 vd ham p(z, w)

c6 thé khai trién gan diém 0 nhu sau
p(z,w) = Re(w) + P(z) + Ry(2) + Ro(Imw) + (Imw) R(z),

trong d6 P 1a da thic nhan gia tri thuc, dieu hoa duéi, thuan nhat, c6 bac 2m va khong
chita cac hang tit dicu hoa, Ry € O(1,A), R € O(1/2,A) véi A = (5-), va Ry € O(2).

Bay gio, ta viét
2m—1

P(z) = Z a2
=1

trong d6 a; = ay néu [ + 1’ = 2m. Ngoai ra, bieu dién theo toa do cuc z = |z]e?, vdi
[+1 <2m, ta co

ot'p 2m—1-I/ "R, 2m—1—1'

9293V (Z) = ’Z| gl,l/(e); EREEL (z) = ‘Z| hu/(’zl,e)’ (2.6)

trong do6 ¢, 1a mot da thitc lugng giac ¢6 bac 2m — 1 —I" va hyp(]z],6) 1a mot ham tron
16p C* xéac dinh trén C véi hyp(|2|,0) = O(|z|).

Tuong tu nhu He qua 3.2.2, ching ta xét mot truong hop ma mién song chinh hinh
v6i mot mo hinh duge xéc dinh bdi mot da thitc thuan nhat ¢6 bac 16n hon 2. Dé lam
duge diéu do, ching toi dua ra mot dang khéc ctia Dinh nghia nhu sau.

Dinh nghia 2.3.1. Mot day cic diém {n; = (a;,3;)} C Q dugc goi la hoi tu 5= -tiép ic
cau cip 2v (2 < v < m) tdi diém & € O néu cac dieu kién sau dugc théa man:

(i) tm(B,)] < dist(s;, 00);

(i) dist(n, 09) = o(|as[?™);

(iii) néul+1 < 2v th

ist (1. Ly
lim (dlSt (nj,0Q) > %

|ouy[2m

(910 (0;) + hiw (e, 05)) = 0,

Jj—00
trong doé 0; = arg(a;);
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(iv) ton tai ly, Iy vdi lo + I = 2v, max(ly, lj) > 1 sao cho

hjfgg}f 910,15 (05)] > 0.

Bay gio, ching ta gid st réng day {n; = (aj,5;)} C Q hoi tu 5--tiép xtc cau cap
2v (2 < v < m) t6i diem & € 9Q. Khi d6, véi mot day cho truse {e;} C R hoi tu t6i

diém 0, ta dinh nghia
1
€j

2v
T = |a|(—> , j> 1
’ 7\ Jay[2m
Véi ki hiéu nay, theo Dinh nghia ta co bo dé sau.

Bé6 dé 2.3.1. Vi moi s6 nguyén 1,1' théa man 1,1 > 1, ta cé

O'(P+R /
(a) lim ﬁ(%)ej%j*l =0 wdi l+1' < 2.
J—00
o+l p
(b) lim W(a-)e_lleH =0wvdil+1 > 2v.
j—ro0 02
O+ R
(c) lim al—a;(a )e_lTjH'l =0wdil+1' > 2v.
j—oo Oz
o+ p
(d) 57105 l,( aj;) e_lT]l+l S1wdil+1 =2v va
o d* P 1w e
h]m_)g)lf W(a]) j 17']~2 = hjrgg}lf 9ly,2v—1 (9]) > 0.

Chaing minh. That vay, bing tinh toan truc tiép st dung (2.6) ta dugc

P 10+l 2m—I-1' 1 1+ €j l%ﬂ
— m—I1— — v
5 ()G T = s P 0 s (5 )
1+ 1
€; 2v
= <| a,T2m> 910 (6;)
J

v6i [, > 1. Tuong tu, ta co

al+l,R1 1w ‘. l;’ilfl
Faagr e T = (—y%j?m) huy (o), 6;)

v6i [,1' > 1. Do d6 khéng dinh (a) dugc suy ra truec tiép tir dicu kien (iii).
Theo cach tuong tw, v6i [ +1' > 2v ta ¢

g+l p PN PN ]
( ) 6717_l+l’ < ’ ’2m - 71‘ ‘l+l’< J _) o< ( J ) 2 :
0205 J Y i | [P ™ oy [P ’ 5
al+l/ , , , € % € %_1 ( 7)
,( ) 6717_l+z < [ [t 71‘ ]|l+l< j ) < |aj|<_ﬁ>
ooz )| 7 o a7
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Diéu nay dé dang suy ra (c). Ngoai ra, néu [ + I’ > 2v thi ta c6

9P :
lim ———(a;)e; 7t =0,
jvoo O2L0ZV VT

va do d6 (b) dugc suy ra.
Cudi cling, tir 1} va dieu kien (iii) ta thay rang moi day {%(%)6517—;%}?1 la
bi chan néu [ + I’ = 2v, trong d6

.. 82VP -1 _ 920 ..
lljrglololf W(aj) € T = hjrgclgf Gio.20—1,(05) > 0.
Do d6, ta c6 diéu can chitng minh. O

2.3.2 M5 hinh ctia mot mién gia 16i trong C? c6 moét diém bién
c6 kiéu hitu han

Muc nay duge danh dé trinh bay két qua méi thit ba clia luan an trong Chuong 2; Cu

thé, ching t6i chiing minh ménh dé sau day.

Meénh dé 2.3.1. Cho Q la mot mien gid loi trong C? c6 bien O tron lop C®. Gid si
& € 00 la diém c6 kiéu hitu han 2m. Gid st ton tai mot s6 2 < v < m,a € Q va mot
day cic ty dang ciu f; C Aut(Q) sao cho fi(a) hoi tu 5=—tiép zic cau cip 2v tdi diem

&. Khi doé, mien Q song chinh hinh vdi mot mo hinh cé dang
Mg = {(z,w) € C*: Re(w) + Q(2) < 0},

trong do @Q la mot da thic thuan nhat dieu hoa dudi bac 2v nhung khong chita hang ti

dieu hoa.

Chitng minh. Trong muc nay, mién € va diém bién & € 0 dugc gia sit 1a thdéa man gia
thiét ctia Ménh de . Gia st p 13 ham xac dinh bién dia phuong cia mién Q & gan
diém & va kiéu D’Angelo 7(99, &) = 2m hitu han. Nhu trong chitng minh Dinh 1i m,
ta c6 thé gid sit rang ton tai cac toa do chinh hinh dia phuong (z,w) trong d6 & = 0 va

ham p c6 thé duge khai trién ¢ gan diém 0 nhu sau
p(z,w) = Re(w) + P(z) + Ri(z) + Re(Imw) + (Imw)R(z) < 0,

trong d6 P la da thitc nhan gia tri thuyc, da diéu hoa thuan nhat, c6 bac 2m, khong chia
cac hang tit dicu hoa, Ry € O(1,A), R € O(1/2,A) v6i A = (5-), va Ry € O(2).

Theo gid thiét clia Ménh dé m, ton tai mot day {p;} C Aut(Q) va diém a € Q sao
cho n; := ¢;(a) hoi tu 5--tiép xic cau cap 2v (2 < k < m) t6i diem &.
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Ta ¢6 dinh mot lan can nhé Uy ctia diém gde toa do. V6i moi day {n; = (ay, 3;)} cla
céc didm hoi tu ﬁ—tiép xtic cau cap 2v téi diem goe toa do trong Uy N {p < 0} =: U, , ta
lien két véi mot day cac diém n; = (aj,a; +¢; +1b;), trong dé €; > 0 va f; = a; +1ibj, sao

cho 1 = (a;, #;) ndm trong sieu mét {p = 0} véi moéi j € N*. Chi y réng ¢; =~ dist(n;, 09).

Nhu trong chiing minh ctia Dinh 1i 2.1.1] ta xét cac day ctia cac phép bién doi Ln;_ va

cac tu dang cau da thiic Q; ctia C? (j € N*), duge xac dinh tuong ting bdi

Ly (z,w) = (z,w) — ;= (2 — aj,w — §))

w :=w+<R'<b>+R<aJ>>zw+2z,;%zf 7*(ay)

k! 0zk

2m
+2 lakR~(Oé])+2bzlaRa])ﬁ]7
=1

z = Z.
\

Khi do, ta thay Q; o Ly (e, B5) = (0, —¢; — i(Ry(b;) + R(e;))e;) v6i mdi j € N*. Hon nita,
siéu mat @, o Ln;- ({p = 0}) dugc xéc dinh béi mot phuong trinh c6 dang

-1 -1 1 o"p k5l
p (L' 0@ (2 w)) = Re(w) + ol [m(w)) + Y 755 (a)
k+1<2m
k,[>0
1 8k+lR1 ksl 1 "R kol
+ Z CEGE (05)2"2 + ) Z KN §z+0z ()27 4+ =0,
k+I<2m k+1<2m
,[>0 k,i>0

trong d6 dau - -- ki hiéu cho cac phan du.

Tiép theo, ta nhic lai rang

. 1/2v
) = = ol (-5 )
J

va ta dinh nghia phép co gian khong dang hudng A; bai

Aj(z,w) == (i E) j € N".

T €

Tu do, ta suy ra AjoQjo Ly (ay, 8;) = (0, =1 —i(Ry(b;) + R(a;))) — (0, —1) khi j — oo.

-1

Theo dinh nghia clia 7;, tit tinh toan ta duge 7™ = ¢;. <‘a,€|j2m> " < €. Do do, ta c6
J
cac danh gia sau
A2 < 1/2m
& ST SeT (2.8)
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Ngoai ra, sieu mit Ajo Qo Ln;_({p = 0}) dugc xac dinh b6i mot phuong trinh ¢6 dang

_ _ _ 1 . 1 P +R _ =
€ ) (Lnjl 0 Q; Lo (A) (3, w)) = Re(w) + E m%(aj)ej 1Tf+lzkzl
kil<om 0 0ZFOZ
k>0

-1 1 "R —1_k+lzkZ ~
HGl Y0 e TR G lolg (@) + O(r () = 0,
k+i<2m = ORTOZ

k,l>0

(2.9)

trong d6 udc luong (2.8) cho thiy cac hang tit ¢6 trong 16n hon 1 thi bing véi O(7(n;, €;).
Do d6, ta chi xét cac don thiic hoi tu trong (2.9) cé cap theo trong nhé hon hoiic bing 1.

Tu B6 dé[2.3.1] ta ¢o

O"*'(P + Ry) 1kt
khi j — oo véi k + [ # 2v. V6i truong hop k + 1 = 2v,
O*R
— () T = 0
0zk95"

khi j — oo. Ngoai ra, vi [€; 'b;| < 1, ta dugc

ak—HR
J_lb (ozj)e._lTHl —0
9393
114l

.. P . ~ N x. ~ 2v N . o £
khi 7 — oo v6i moi k,[ > 1. Hon nita, vi moi day {%(O@)E o } 1a bi chan néu
j>1

[ +1' = 2v nén sau khi lay mot day con néu can, ta c6 thé gid st ring
1 82”P

-1, 2v

Ak 2v—k =

Do d6, sau khi lay mot day con néu can, ta c6 thé suy ra rang day cac ham xac dinh bién
dugc cho trong (2.9) hoi tu déu trén tap compact ctia C? t6i ham p := Re(d) + Q(2). Két
qua la, day cac mien Q; := A;0Q; o Ln;-(UJ> hoi tu chuan tic t6i mo hinh sau

Mg = {(z,w) € C*: p(z,w) := Re(w) + Q(Z) < 0},

trong do
2v—1

~k_2V k
E Ak 20—kZ .

Ching ta luu y rang vi mo hinh Mg 1a gia 10i nén ta suy ra @ la ham diéu hoa dudi.
Thém nita, theo diéu kien (iii), ta ¢6 2,4, # 0 v6i 1 < Iy < 2v — 1, va do d6 @ la
da thitc khong diéu hoa. Hon nita, theo lap luan tuong tir nhu trong chitng minh Dinh 1f
2.1.1} ta suy ra 2 1a mién song chinh hinh v6i mo hinh Mg. Do do, ta ¢6 diéu can chiing
minh. O
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Nhan zét 2.3.1. Ménh dé chi ra ring néu day cac quy dao tu ding cau khong hoi
tu 5—-tiép xtc cau téi diém bien & thi mién € khong song chinh hinh véi hinh cau don
vi B? nhung song chinh hinh v6i mot mé hinh Mg dugdc xac dinh béi mot da thic thuan

nhat bac 16n hon hosic bang 2.

2.3.3 Mién kiéu Kohn-Nirenberg

Trong muc nay, ching ta dwa ra mot vi du dé chi ra ring néu day cac quy dao tu
déng cau khong hoi tu A—tiép xtc cau t6i mot diém bién thi mién Q khong song chinh
hinh v6i hinh cau don vi B? nhung 2 song chinh hinh v6i mo hinh Mg = {(z,w) €
C?%: Re(w) + Q(z) < 0}, trong d6 @ la da thiic diéu hoa duéi, thuan nhat c6 deg(Q) > 4.

Mién Kohn-Nirenberg Qg n duge dua ra lan dau tien trong tai lieu [51] béi
15
Qgy = {(z,w) € C%: Re(w) + |z[® + 7|z|2Re(26) < 0} .

Day 13 mién gia 16i yéu, c6 kiéu hitu han va khong c¢6 ham support tai diem gbc toa do.
Hon nita, mién Qgy khong song chinh hinh véi mot mién bi chan trong C? véi bién gidi
tich thyc. That vay, néu diéu nay xay ra thi theo tai licu [6], ta ¢c6 Qxy 1a mién song
chinh hinh véi ellipsoid
{(z,w) € C*: |w|* + |2® < 1},

hay Qg x 1 mién song chinh hinh v6i mo6 hinh {(z,w) € C?: Re(w) + |2|® < 1}. Diéu nay
dan dén mau thuan theo Dinh Ii chinh trong tai lieu [18].

Hon nita, Qxn 12 mién W B nén n6 thda man gia thiét ctia Heé qua 2.2.2. That vay,
vi Aut(Qgy) duge tao thanh bdi cac phép co gidn va cac phép dich chuyén theo hudng
phan 4o clia w (xem tai lieu [60]) nén néu mot day céc quy dao tu dang cau {n; = p;(a)}
({p;} € Aut(Qxn) va a € Qgy) hoi tu t6i diém goc toa do thi {n; = ¢;(a)} hoi tu

1 ~ s P L e R P ~ e 15N
5-khong tiep xtc t6i diem goc toa do. Tuong tu, v6i mien
Q= {(z,w) € C*: Re(w) + |2|*" < 1} ,m € N*,

moi day cac quy dao tu dang cau hoi tu t6i diem gbc toa do thi phai hoi tu ﬁ—kh()ng
tiép xic t6i diem gbc toa do (xem tai licu [60] v6i sy mo ta 16 rang clia nhém tu dang
cau Aut(Q,,)).

Dicu kién 7; gia 1oi chat ddm béo rang giéi han clia cac mién scaling (mo hinh M)
chi song chinh hinh véi hinh cau don vi B?. Néu diéu kién nay khong théa man hay
AP(a;) = 0 v6i moi j thi mo hinh sé tré thanh Mg = {(z,w) € C?: Re(w) + Q(z) < 0}
v6i da thitc diéu hoa duéi, thuan nhat @ nao d6 c¢6 deg(Q) > 4. Vi du sau day sé minh
hoa cho truong hgp nay. Vi du d6 ciing mo ta cho mot truong hgp khi nao thi Menh dé

c6 thé xay ra.
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Vi du 2.3.1. Gia st Qxy 12 mot mién trong C2 dude xac dinh béi
~ 16
Qrn = {(z,w) € C*: Re(w) + |2]° — 7|z]2Re(26) < 0} :

9

Ta thay rang déy cac diém {( \/_ = 2)} hoi tu £-tiép xtc nhung khong hoi tu i-tiép
J J
xtic cau téi diém (0, 0).

Diit p(,w) = Re(w) + |2[* — -0 |2[2Re(25) va n; = (i 3 ~ L v6i méi j € N Tir
a6, t )= =21 dt(@Q)t — |p(n)] = ~. Khi
0, ta suy ra — = — = —— &~ —dis )| = —. Khi

y 1Y ,r]] 7] j2 7] jg 77]7 KN P 77] j2

do, tit tinh toan cho thay

p(z,w)

= Re(w) + (2~ =25) + =15l’ = 2I(z i) + —islPRel(= — 71) + )"

— Re(w) + —35 + ZosRe(s — =5) + =gle = ol + Re((s — 7))

+ ,f/gRe(( — %/8)3) + ;i%l - %IQRe( - j%)

+ — Re((z - —5)") %yz—#lz e((z—jll/g)2>+;?8!z—jll/s\4

_ 1_76 (jS% + %Re(z — jllw) + %Re((z - j11/8)2) + jg/g |z — j11/8|2)

_ 1_76 (%m(@ - #)4) + %!z 1/8\ Re((z — j%?)) + O(j3—1/8!z - #\5

~ Re(w) - % _ %Re(z _ jl%) _ ;%Re((z _ j%y) _ %m(@ - j%)?’)
- i—ZRG((Z - j11/8)4) - ;fslz 1/8‘ Re((= ]1%)2)
+ Sl = gl + Ol - jl%lﬂ

Vi thé, dé dinh nghia phép co gian khong ding huéng, ta ki hieu 7; := 7(n,;) = -4z v6i
: ghia phép co g g déng hudng, j = 7(n) =

moi j € N*.
Bay giv, ta gi6i thieu mot day cac tu dang cau da thiic gb;jl ctia C?, dugc cho bai

1 -

z:%—i-sz
9 T2 36 5 T2 45 46,
w—e]w+7 7]7/8 +WT +m72 +]4/87'z

Do dé, ta co
o o 1
"0 ¢, (5.1) = Re(i) + 3612[" — 48]2"Re(%) + (7).
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Ta sé& chiing minh rang khong ton tai day {f;} C Aut(Qxn) v a € Qg sao cho n; =
fi(a) = (0,0) € O n khi n — co. That vay, gid stt ngugce lai, ton tai day {f;} va diéem
a € (NZKN nhu trén. Khi dé6, theo lap luan nhu trong chiing minh Dinh 1i m leKN 1a

mién song chinh hinh véi mién sau
D := {(z,w) € C*: Re(w) + 36|2|* — 48|2]"Re(z*) < 0} .

Tuy nhién, vi kieu D’Angelo ctia 9D luon nhé hon hodc bing 4 nén ta suy ra mién D
khong song chinh hinh véi mién Qg (xem Dinh Ii chinh trong tai licu [I8]). Day la diéu
khong thé xay ra.
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CHUONG 3
DANG DIEU BIEN CUA HAM SQUEEZING VA
CUA METRIC KOBAYASHI

Trong chuong nay, ching toi trinh bay cac két qua chinh (Dinh 1f 3.1.2, Dinh i 3.1.3
va Dinh 1f 3.2.3 ) lien quan dén Bai todn 2 ctia luan an. Két qua ctia chuong nay duge
viét dya trén cac bai bao [1] va [2] trong muc "Céc cong trinh da cong bo lien quan dén

luan an".

3.1 Dang diéu bién ctia ham squeezing & gan diém

cuc toan cuc

3.1.1 Mot s6 tinh chat ctia ham squeezing
Cho 2 1a mién bi chan trong C™. Ki hi¢u r(z,Q) va R(z, ) tuong ting bédi
r(z,Q) =sup{r > 0: B(z,r) C Q} va R(z,Q) =inf{R > 0: B(z, R) D Q}.
Véi tap con K C 2, ta dat

r(K,Q) = Ziél}f{?“(z,ﬂ); R(K,Q) = sup R(z,Q).

zeK

Bay gid, chiing ta chuan bi b6 dé ki thuat sau.

Bo dé 3.1.1. Cho Q la mién bi chin trong C™ va K la mot tap con compact tuong doi

K,Q
cia Q). Khi do, ta cor(z,Q)/R(2,Q) < oq(z) <1 vdiz € Q va Zléllf(O'Q(Z) > ;((K” Q)) > 0.
Chiing minh. Chung ta xét anh xa affine f({) := % Khi d6, f 1a4 mot anh xa song
Z?

chinh hinh tit mién Q vao hinh cau don vi B". Hon nita, ta c6

B(0,7(z,Q)/R(z,Q)) C f(B(zr(2,))) C f(),

va vi vay ( ) ( )
r(z, r(K,Q
inf > inf 7 = : .
B 2 R 0) T Rwn)
Do d6, ta c6 diéu can chitng minh. O
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Dinh nghia 3.1.1 (xem tai lieu [T1]). Cho Q la mot mién bi chan trong C" va ¥ la mot
tap con cia Q. Ta néi Q0 la mien chinh quy thuan nhat chinh hinh (HHR) trén ¥ néu
inf,ex 0q(z) > 0. Dac biét, néu Q la mién HHR trén Q thi ta noi Q la mien HHR.

Tiép theo, chiing ta chuan bi mot ménh dé sau cho chiing minh Dinh 1i m

Meénh dé 3.1.1. Cho Q la mot mién bi chan trong C™. Gid st ton tai mot tap con ¥ C
théa min Vz € Q 3f € Aut(Q) sao cho f(z) € ¥. Khi dé, Q la mien HHR néu S la mien
HHR trén 3.

Chitng minh. Gia st © 1a mot mien HHR trén X. Theo dinh nghia, ton tai ¢ > 0 sao
cho og(z) > ¢ v6i moi 2 € ¥. Bay gio ta lay z € Q tuy y. Ta sé chitng minh ring
oq(z) > c. That vay, theo gia thiét ton tai mot ty ding cau f € Aut(f2) sao cho f(z) € ¥
va 0q(z) = 0q(f(2)) > ¢ do tinh bat bién clia ham squeezing qua cac anh xa song chinh

hinh. T d6, ta c6 diéu can chiing minh. O

Ta nhéc lai rang mot tap compact K @ C* dudc goi 1a c¢6 mot co s6 lan can Stein
néu v6i moi mién V chita K thi ton tai mot mien gid 16i €y sao cho K C Qp C V. Vi
du, bao déng © ctia mot mién gia 16i bi chan tron Q trong C* ¢6 mot co sé 1an can Stein
(chit) néu mién © c¢6 mot ham xac dinh bién dia phuong p va ton tai mot s6 €y > 0 sao
cho {z € C™: p(z) < €} 1a gia 161 v6i moi € € [0, €] (xem tai lieu [66]).

Gan day, dang diéu clia ham squeezing ¢ gan mot diém bién gia 16i chit da duge thiét

lap.

Dinh Ii 3.1.1 (Xem cac tai lieu [4,8,9]). Néu mién bi chan S trong C* ¢6 mot co sd lan

can Stein chita mot diém bién gid 10i chat p thi lim, ,, 0q(z) = 1.

Két qué sau day nhu mot he qué ciia Dinh 11[3.1.1] B6 dé va Meénh de

Hé qua 3.1.1. Cho Q la mot mién bi chin trong C* c¢6 mot co sd lan can Stein. Gid si
ton tai mot tap con M C Q théa man Vz € Q 3f € Aut(Q) sao cho f(z) € M. Néu moi
diém p € M NOQ déu la diém gid loi chat thi Q la mién HHR.

Chaing minh. Theo Ménh dé ta ching minh rang © 13 mién HHR néu Q 1a mién
HHR tréen M la du. That vay, gia st ngugc lai ton tai day {z;} C M sao cho oq(z;) = 0
khi j — co. Ly mot day con néu can ta c6 thé gid st ring hosc 2; — p € M N 0N hodc
{2;} € Q. Theo B6 dé , truong hop thi hai khong xay ra. Mat khac, v6i trudng hop
thit nhit ta c6 oq(z;) — 1 khi j — oo theo Dinh 1{[3.1.1] d6 1a mot su mau thudn. Ti

do, ta c6 dieu can chitng minh. O]
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Nhan zét 3.1.1. Theo B6 dé [3.1.1] ta dé théy ring Q la mién HHR tren moi tap con
compact tuong déi K € Q. Ngoai ra, ta c6 thé thay ring néu oq(p) = 1 véi p € Q thi Q
1a mién song chinh hinh véi hinh cau don vi mé (xem tai lieu [21]). Hon nita, tit He qua
ta suy ra € 1a mién HHR néu moi diém p € MH 00 déu la diém gia 16 chit.

3.1.2 Ham squeezing cua ellipsoid téng quat

Ta gan cac trong ﬁ, e ﬁ, 1 tuong ting cho cac bién 21,..., 2,_1, 2, va ki hiéu
wt(K) = Z”*l B FY trong cia mot (n—1)-bo K = (ky,...,k,—1) € Zggl. Nhéc lai rang

=1 2m,
mot da thitc nhan gia tri thiye P trén C*! duge goi 1a da thiic thuan nhat theo trong vé6i

trong (1/2my,...,1/2m,_1) (hodc don gidn (1/2my,...,1/2m,_1)-thuan nhat), néu
P(tl/Zmlzl, . ,tl/Qm"*zn_l) =tP(z1,...,2,-1) véimoi 2/ € C" ' va t > 0.

Trong truong hop m = m; = --- = m,,_1, ta n6i da thic P la thuan nhat bac 2m. Luu ¥
rang néu P(2') 1a da thic (1/2my,...,1/2m,,_;)-thuan nhat thi

P(Z) = Z agr?" 2",

wt(K)+wt(L)=1
trong d6 axy € C v6i agy = arx (xem tai ligu [60]).
Trong chuong nay, gia st P(2) 1a da thic (1/2my, ..., 1/2m,,_;)-thuan nhat dugc xac

dinh béi

P(Z) = Z agr?™ 2", (3.1)

wt(K)=wt(L)=1/2
trong d6 ax € C v6i axy = arx, théoa man P(z') > 0 khi 2z’ # 0'. Ngoai ra, vi P(z') > 0

véi 2’ # 0/ va do tinh thuan nhat theo trong, ton tai hai hing s ¢;, ¢, > 0 sao cho
c1oa(2") < P(2') < oo (2'),

trong d6 oa(2') = 32071 |2|*™ (xem cdc tai licu [60, [76]). Ngoai ra, ta thdy Dp c6 mot
¢o s6 lan can Stein.
Tru6e tien, ta xét ellipsoid tong quat Dp vA md hinh Ep trong C" (n > 2), duge xac
dinh tuong tng baéi
Dp :={(Z,2,) € C": |z,)* + P(¢) < 1};
Ep:={(,z,) € C": P(2') < 2Re(z,)}.

Khi do, ta can c6 bd dé sau day (xem tai lieu [5]).
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Bo6 dé 3.1.2 (Xem tai licu [5]). Cho P la da thiic thudn nhat theo trong vdi trong
(my,...,mu_1) dudc cho trude bdi (3.1)) sao cho P(2') > 0 vdi moi 2/ € C* 1\ {0'}.
Khi do, danh xa chinh hinh v dugc zdac dinh bdi

/ 91/2m 91/2mn—1 1—2,
n —> _— PRI n—1y ?
& ) (U,+40Um1a (L+ zg) /s 1+Zn>

la mot anh xa song chinh hinh tu Dp vao Ep.
Chatng minh. That vay, tit tinh toan triyc tiép ta ducc
1—2z, 1—2,)(1+ 2%,
Re ) Re ( 2n)(L+ 20)
1+ 2z, 11+ 2,2
1= |Zn|2

4z

Ngoai ra, vi P ¢6 dang nhu trong (3.1)) nén ta c¢6

91/2my 91/2mn—1 2
P (—zl, . —zn_l) ——P(2).

(1 + Zn)l/ml i) (1 n Zn)l/mnA - |1 + Zn|2

Vi vay, ta suy ra

1 — Zn 21/2m1 21/2mn,1
2R —-P|———7F—2,..., —————2-1 ] >0
) (1 ¥ zn) ((1 N (A 1)

khi va chi khi

|z + P(2) < 1.
Do dé, ta c6 diéu can chitng minh. O
Nhan zét 3.1.2. Tu tinh toan tryc tiép ta thay ¢! = ¢, ¥(0/,0) = (0/,1) va (0, 1) =
(0/,0). Ngoai ra, ¥(z) — (0/, —1) khi Ep 5 z — 0.
Tiép theo, N. V. Thu va cac cong sit trong tai licu [60] da thiét lap bo dé sau.
Bo dé 3.1.3 (xem B6 dé 7 trong tai licu [60]). Cho P la da thiic thuan nhat theo trong vdi

trong (1/2my,...,1/2m,_1) dugc cho bdi (3.1]) sao cho P(2') > 0 vdi moi 2’ € C* 1\ {0'}.
Khi dé, Aut(Dp) chita cic tu ddang cau Q.0 sau day, dugc zac dinh bdi

1 — 2\1/2mq 1— 2\1/2mp—1 -
( ’EL‘ ) Rly-vy ( |fl| ) Zn—laezgz—,a ) (32)
(1—az,)/m™ (1 — az,)V/mn

(2, z,) (

trong dé a € A :={z € C: |z| < 1} va § € R. Hon nia, Aut(Ep) chita cic phép co gian
Ay, A >0, dugc zac dinh bdi

) - _Fnol Zn
M) = (i s, ).
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Bay gio, ching ta da sin sang dé chting minh Dinh 1 sau day; do la két qua
chinh thi nhat ctia chuong nay.

Dinh 1i 3.1.2. Cho P la mét da thiic thuan nhdat theo trong (1/2my, ..., 1/2m, 1) dugc
cho bdi (B1)) sao cho P(2') > 0 vdi moi 2 € C"\ {0'}. Néu Dp la mién WB thi Dp la
mien HHR.

Chitng minh. Ki hieu ¥ := {(2/,0) € Dp: P(2') = 1}. Khi d6, v6i mdi p = (p/,p,) € Dp,
ta c6 ¢, 0(p) € ¥, trong d6 ¢,, o 1a mot tu dang cau duge cho trong . Vi moi diém
bién ctia ¥ N IDp déu la diém gia 16i chit va gia tri giéi han cia ham squeezing bing 1
theo Dinh i nén op,(z) bi chan déu béi 0 trén 3. Do d6, theo Ménh dé ta co

diéu can chiing minh. O

Nhan zét 3.1.3. Dinh li 14 mé rong clia cac két qua da co6 cta F. Deng, A. Guan, L.
Zhang, K.-T. Kim cho cic mién c6 thé khong 16i.

3.1.3 Dang diéu ctia ham squeezing 3 gan diém cuc toan cuc

Phan nay dude danh hoan toan dé ching minh Dinh 1i dudi day; dé 1a két qua
chinh tha hai cta chuong nay.

Dinh 1i 3.1.3. Gid st Q la mot mién trong C* (n > 2) va p € 00 la mot diém cuc (P,r)

vdi 0 < r < 1. Khi dé, véi moi 0 <1’ <r vac> 0 ton tai ey,Yo > 0 sao cho
oa(q) >, VYqeT(r' ¢)n B(p;e).

Chitng minh. Gia st © 13 mién thda man didu kien ctia Dinh If va p € 99 la didm
cyc (P,r) v6i 0 < r < 1. Khi d6, do tinh bat bién clia ham squeezing qua cac anh xa song
chinh hinh, ta c6 thé gia sit rang D(r) € Q C Ep va p = (0,0). Ta ¢b dinh 0 < v’ < r,
¢ > 0. Khi d6, I'(r', ¢) tré thanh T'(r',¢) = D(r") N {(#, z,) € C": [Im(z,)| < c|Re(z,)]|}-

Taki hieu E" := Ep),, B := E' = Ep, D" := {(#/, z,) € C": |z,|*+P(2")/r <1}, D :=
D' = Dp. Khi dé, ta thdy rang mién D(r') C D(r) C Q C E va mién D(') C E”. Hon
nita, &nh xa song chinh hinh v, dugc cho trong B6 dé , anh xa F, E", E" tuong ung
len D, D", D™ (xem B8 dé va Hinh [3.1] ben duwdi). Ngoai ra, theo BS dé[3.1.3] cac
mién E, E”, E™ 1a bat bién dudi tac dong ciia phép co gian Ay, dude xéc dinh béi

21 Zn—1 Zn

An(z) = (Alﬂml,...,»ﬂmnil, it

) CA>0.
Ngoai ra, tit tinh toan ta thay
A(D(r)) = {(z',2,) € C": Nz, |> + P(¢) < 2rRe(z,)} ,
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2 =y(X)
D = ¢(E)

Dp

Hinh 3.1: Co gian mién

hoi tu dén E” khi A — 0". Hon nita, ¢ o Ay(D(r)) hoi tu dén D" khi A — 0.
Bay gio, ta dinh nghia tap hop

o= {e= (2 m) € B 2] = 1, [Im(z,)] < clRe(z,)|}

={z=(2,2,) € C": P(Z') < 2r'Re(z,), ||z|| = 1, Im(z,)| < ¢|Re(z,)|} € E”

va Y = (X)) € D”. Khi d6, ta c6 & € E" va X € D". Dac biet, véi moi ¢ € E” ma
IIm(g,)| < ¢|Re(gn)| thi qu dao {Ax(¢)}rer+ giao vi tap hop % tai mot diém (duy nhét).

Cho ¢ € T'(r",¢) N B(0,¢0) € E” N B(0,¢), trong d6 ¢y > 0 sé duge chon sau. Khi
d6, ton tai mot s6 A > 0 sao cho Ay(¢q) € 3, nghia la |Ax(¢)|| = 1. Chiing ta luu ¥ ring
A — 07 khi ¢ — p = (0/,0). Ngoai ra, vi mién ¢ o Ay(D(r)) hoi tu dén mién D" khi
A — 07 nén ¢y > 0 c6 thé dugce chon sao cho ¥ € ¥ o Ay(D(r)) C 1 o Ay(Q) va

dist (2, 0(¢ 0 A\(Q))) > dist (2,0(v o Ax(D(r))) > dist(X,0D")/2 > 0

voi moi g € D(r") N B(0; €p).
Tém lai, anh xa song chinh hinh Gy := ¢ o A, tt E vAo D thoéa man cac tinh chat

sau:

a) GA\(Q2) C D;
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b) Galg) € T € D
c) dist (Ga(q),0(GA(2))) > 4,
trong d6 § := dist(X,dD")/2. Do dé, theo Bo dé va do tinh bat bién cia ham
squeezing qua cac anh xa song chinh hinh nén ta suy ra
00(q) = 0a, ) (Grg) >0/d >0, YqeT(r c)nB(0,e),
trong d6 d 1a duong kinh ctia mién Dp. Dat 4o := §/d, ta ¢6 diéu can chiing minh. [

Nhan zét 3.1.4. Dinh 1i la mot sy khai quat cia Dinh 1f 3.1 cia K.T. Kim va L.
Zhang (Pacific Journal of Mathematics, 2016). Trong Dinh 1i 3.1 cia K.T. Kim va L.
Zhang, cac tac gid da nghien citu dang diéu bién ctia ham squeezing & gan cac diém cuc
cau trén bién clia mot mién. Tuy nhién, diém cuc cau ma ho xét nhin chung khong ton
tai, ngay ca déi véi nhimg mién gié 16i tron ¢6 kiéu hitu han. Trong khi d6, Dinh 17 [3.1.3]
md rong pham vi nghién citu bang cach thiét lap dang diéu bién ctia ham squeezing & gan
diém cyc (P,r) trén bién clia mot mién. Két qua nay khong nhitng khic phuc dugde gidi
han trong cong trinh truéc dé6 ma con cung cap mot cach tiép can mdi trong viec khao

sat cau tric hinh hoc clia bien mién gia 16i tit goc nhin giai tich phitc nhiéu bién.

3.2 Dang diéu bién ciia cac metric Kobayashi tong

quéat trén cac mién h-thac trien dudc

3.2.1 Tinh 6n dinh ctia cac metric Kobayashi tong quat

Trong phan nay, chiing ta tap trung vao tinh 6n dinh ctia metric Kobayashi tong quat.

Trong tai ligu [59], Ninh Van Thu va Nguyén Quang Di¢u da chitng minh ménh dé sau
va dé tien theo déi chiing ta sé trinh bay ngin gon chiing minh ctia ménh dé.
Ménh dé 3.2.1 (xem tai lieu [59] ). Cho {D;} la mot day cdc mién trong C"*1 hoi tu
tdi mo hinh Mp c6 kiéu hitu han. Gid st w la mot mién trong CF va oj:w— Dj la mot
day cdc anh xa chinh hinh sao cho {oj(a)} € Mp vdi a € w. Khi do, day {o;} chita mot
day con hoi tu déeu dén mot dnh za chinh hinh o : w — Mp.

Dé chitng minh Ménh dé ta can st dung bo dé sau.

Bo6 dé 3.2.1. Ton tai cic lan can nhé U, U’ ciia goc toa do va s6 T € (0,1) sao cho, vdi
J di ldn va vdi moi dia gidi tich f: A — D;, ta c6
f0) el = f(A)CU,

trong do A, ={z € C: |z] < 7}.
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Chitng minh. Ching ta luu ¥ rang ton tai ham peak da diéu hoa duéi cia mo hinh Mp
tai diém (0,0") (xem tai licu [75]). Do d6, ta c6 thé tim duge 0 < r < ' < R’ < R,
mot ham peak da diéu hoa dué6i ¢ trén mo hinh Mp lién tuc trén Mp sao cho p >0
tren Mp N {|z] <r} va ¢ < 0 tréen MpN{r' < |z| < R'}. Ta ¢6 dinh € > 0 da nhd. Vi
diy cac mién {D;} hoi tu dén mo hinh Mp khi j — oo nén ta c6 thé tim duge mot s6

Jo := Jo(€) > 1 sao cho véi j > jo ta ¢
D; C Q= MsU(C"™\ {|z] < r}),
trong 46 Mg = {(z,w) : Re(w) + P(z) < €}. Ap dung [8, Lemme de localisation| cho

mién €2, va ham peak ¥(z) := ¢(20 — ¢, 2'), ta suy ra ton tai cdc 1an can U, U clia (—¢,0)

va hing s6 7 € (0,1) sao cho, véi mdi dia giai tich f: A — Q,, ta c6
f0)eU = f(A)CU.

Do d6, néu chon € > 0 di nhé va véi U := Un Mp, U = U’ N Mp thi ta c6 diéu can
chiing minh. O

Chitng minh Ménh dé|3.2.1 Dau tien, ching ta dinh nghia phép co gian sau

20 21 Zn
€ S T o
A(ZO’ZI"”’Z”>_(E’El/ml""’el/mn ,e>0.

Cht ¥ rang Bo dé van ding néu A dudc thay bang hinh cau don vi trong C*. Tap
A:={o;(a): j € N*} € Mp. Vi day céc mién D; hoi tu dén mo hinh Mp khi j — oo nén

ton tai s6 nguyén jo = jo(A) sao cho A @ D; v6i mdi j > jo. Chon s6 thuc Ao > 0 du l6n
sao cho A*(A) C U'. Vi Mp bat bién qua A€ v6i mdi € > 0 nén ta thay {A*(D;)} hoi tu
dén A*(Mp) = Mp. Do d6, ta suy ra A o g;(B(a, 7)) C U N Mp v6i moi j > jo, trong
d6 B(a, 1) := {z € C™: |z—a| < 7}, va vi vay o;(B(a, 1)) C (A%) ™ (UNMp) € Mp.
V6i moi tap con compact K ciia mién w, bang cach sit dung mot phtt md hitu han céc
hinh cau c6 ban kinh 7y va tiép tuc qua trinh trén, ta suy ra ton tai mot s6 duong g va
mot sd nguyén jx sao cho o;(K) C (A)‘K)fl (UNMp) @ Mp v6i moi j > jg. Do d6, néu

ta ki hiéu

Ly = (A)™H (U N Mp) UK 0(K) € Mp,
thi 0;(K) C Lk v6i moi j > 1. Ngoai ra, theo Dinh i Montel va qué trinh chéo héa, day
cic dnh xa {o;} chuan tic va giéi han la cdc dnh xa chinh hinh tit mién w vho mo hinh
Mp. Do d6, ta c6 diéu can chiing minh. O
Bay gio, gid st {D;} la mot day cac mién trong C*** hoi tu t6i mién Dy, C C**1. Ta

xét bai toan on dinh sau

lim Fp,(z,X) = Fp_(2,X), V(2,X) € D x C"*".

Jj—00
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Mot s6 két qua vé tinh 6n dinh ctia metric Kobayashi da duge thiét 1ap trong cac tai lieu
[36], [76]. Trong tai lieu [36], tinh 6n dinh ctia metric Kobayashi chi ding véi véi cdc mién
bi chan. Sau do, J. Yu trong tai lieu [76] da tong quat héa két qua ctia ho cho cac mién
khong bi chan D; dugce chita trong mot mién taut ¢6 dinh. Ta chi § rang diéu kién tinh
taut khong phai lac ndo ciing duge théoa man. Tuy nhién, nhé Ménh dé ta thu duge

dinh 1 sau ma khong can diéu kién do.

Dinh 1i 3.2.1. Gid st {D;} la mot day cac mién trong C*** hoi tu dén mo hinh Mp c6
ki€u hiau han. Khi dé, ta cé

lim Fp, (z,X) = Fy,(2,X), V (,X) € Dx C"*', k> 1.

Jj—00
Hon nita, su hoi tu la déu trén cdc tap con compact cia D x C*1,

Chitng minh. Ching ta sé theo chitng minh ctia Dinh 1i 2.1 trong tai liéu [76] v6i nhiing
thay doi nho. Dé lam nhu vay, ta c6 dinh céc tap con compact K € Mp va L € C*H.
Khi d6, ta chi can ching minh ring Ff, (2, X) la hoi tu déu t6i Fyy, (2, X) trén K x L.
That vay, gia stt nguge lai. Khi d6, ton tai s6 ¢g > 0, mot day cac diém {z;,} C K va mot
day X, C L sao cho

|Fl]§jé(zj47le) - FJ\]}p(ijXje)l > €, VE>1.

Do tinh thuan nhat ctia metric Kobayashi F¥(z, X) theo X nén ta c6 thé gid sit ring
| X, = 1 v6i moi ¢ > 1. Hon nita, chuyén qua cdc day con, ta c6 thé gid si ring
zj, = 20 € K va X;, = Xy € L khi £ — co. VI Mp la mién taut nén theo tai lieu [77] ta

suy ra metric F]’\}P (2, X) la lien tuc tren D x C*L. Do d6, ta dugc
FJ\k/[p (ij Xje) — F]\ka (ZOv XO)
va vi vay ta co
D, (250 X5) = Fag,. (20, Xo)| > €0/2 (3.3)
v6i £ du 16n.
Theo dinh nghia, v6i § € (0,1) bat ky ton tai mot day cac dia giai tich ¢p;, €
Hol(A, Dj,) sao cho ¢;,(0) = zp,v(p;,) = k, gogf)(O) = k!\;,Xj,, trong d6 A\;, > 0, va

Fl/%jlZ (ijij) > ~— —0.

T Ménh de ta suy ra day {p;,} chia mot day con hoi tu dén dia giai tich
Y € Hol(A, Mp) sao cho ¥(0) = 2y, v(1)) = k, ™ (0) = KIAX,, v6i A > 0 nao dé. T do,
ta co
k!

FJI\C/[P (Zo, X()) S W
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Do do, ta co
liminf F}, (2j,,X;,) > Fyy, (20, Xo) — 6. (3.4)
{—00 Je

Mat khac, tuong ty nhu trong tai lieu [76], do tinh taut cia mo hinh Mp nén ton tai
mot dia gidi tich ¢ € Hol(A, Mp) sao cho p(0) = zo, v(p) = k, o*(0) = kIAX,, trong d6
A =1/Fy (20, Xo).

Bay gio, véi § € (0,1), ta dinh nghia dia giai tich ¢9, : A — C™™ bang cach dat

0 Q) = @((1 = 6)¢) + A(1 — 8)*C*(X;, — Xo) + (), — 20) v6i moi ¢ € A.

Vi ¢((1—9)A) 1a mot tap con compact ctia Mp va X, — Xo, 2j, — 2o khi £ — 0o nén ta
suy ra 19 (A) C Dj, v6i moi ¢ du 16n, nghia la, ¢, € Hol(A, D;,). Ngoai ra, do cach xay
dung, ¢9 (0) = z;,, v(13) = k va ( ?Z)(k) (0) = k!(1 — 0)¥AX;,. Do do, theo dinh nghia ta
co

1 1
FE)J‘[(’Zjl’XjZ) S (1 _ 5)k}\ = (1 _ 5)kF]]\€4p(ZO7XO)

v6i moi ¢ du 16n. Do d6, cho 6 — 0T, ta co

lim sup Fgu(zﬂ,Xﬂ) < F]’\}P(ZO,XO). (3.5)

{—00

Tix (3.4), (3.5), va (3.3), ta thiy sy mau thudn. Do d6, ta c6 diéu can chting minh. [

3.2.2 Gidi han bién cé trong ctia cac metric Kobayashi tong quat
Trude hét, ching toi nhac lai dinh nghia va ménh dé sau.

Dinh nghia 3.2.1 (xem cac tai lieu [19, [76]). Cho A = (A1, ..., \,) la mot n-bo co dinh
clia cic s6 duong va > 0. Ta ki hieu O(p, A) la tap cdac ham tron f wdc dinh ¢ gan diém
goc toa do trong C" sao cho

n

DD’ f(0) =0 khi > (o + B)); < 1.

=1
Néun =1 va A = (1) thi ta sit dung O(u) dé ki hiéu cdac ham so triet tiéu vdi cap thap
nhat bang u tai diém goc toa do.
Ménh dé 3.2.2 (Xem tai licu [76]). (i) Néu f € O(u,A) thi 2L va 2L thuoe O(u —
J J
N, N wdi j=1,... n.
(ii) Gid s f;, 1 <i <N, la cac ham s6 ma f; € O(u;, \). Khi do,
N N
Hfz S O(HaA)a trong do = Zﬂ'z
i=1 =1
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(iii) Néu f € O(u, N) thi ton tai cdc hing s6 C,§ > 0 sao cho |f(2)] < C(oa(2))*° vdi

moi z trong mot lan can nho cia 0.

Bay gio, gia sit Q) va & duge cho nhu trong Dinh 1i Luu ¥ ring da kiéu ciia &
1a (1,my,...,my) v6i m, < 4oo. Khi d6, theo B6 dé 4.11 trong tai licu [76], ton tai cac
toa do chinh hinh dia phuong (zp, 2’) trong d6 p = 0 va Q trong mot lan can nhé U cia

diém & = 0 c6 thé mo ta nhu sau
QNU = {(z0,2") € U: Re(z0) + P(z') + Ri(2) + Ro(Im zp) + (Im 29)R(z) < 0},

trong d6 P la da thitc nhan gia tri thuc A-thuan nhat, da diéu hoa dudi khong chita céc
hang t1t diéu hoa, R; € O(1,A), R € O(1/2,A), va Ry € O(2).

Ta nhéc lai ring v6i diem n = (n9,7') € QN U bat k¥, €(n) 1a mot sd thuce sao cho
7 := (no + €(n),n’) thuoe sieu mat {p = 0}. Cho {n;} = {(mjo,n;)} C 2NUNT la mot
diy cac diém bat ki hoi tu t6i diém 0. Ta viét n; = (90,051, - - - Mjn) € C x C*. Khi do,
theo dinh nghia, ta ¢6 |1;,]™ < €(n;) véi moi 1 < k < n. Do d6, sau khi lay mot day con,

ta c6 thé gia st ring

: AT Nj1 Njn ) _ n
jlggoﬁl/dnj)(nj) - jlglgo (E(nj)l/ml v (g e ) aeCn

Dinh 1i 3.2.2. Cho Q la mién gid loi tron ldp C* trong C* va diém 0 € 9Q sao cho Q la
mién h-thdc trién tai diém 0. Gid st da kiéu cia diém 0 la (1,mq,...,m,) mam, < +oo
va cho A = (1/my,...,1/m,). Gid st ham zdc dinh bién dia phuong p cia mién Q & gan

diém 0 co dang
p(20,2") = Re(z) + P(2') + Ri(2') + Ro(Im 2g) + (Im 2) R(2),

trong dé P la da thitc nhan gid tri thuc, da dieu hoa dudi, A-thuan nhat khong chia
cac don thic da diew hoa, Ry € O(1,A),R € O(1/2,A) va Ry € O(2). Gid sit {n;} =
{(njo,n;)} CQNUNT la mot day cic diem hoi tu dén diém 0 sao cho

Jim 1) () = o € C".

Khi do, ta co

lim FSOU (njv (ﬂ—f("b‘))*X) = FJI\C/IP,Q((O/7 _1>7 X)

QNUNC'27;—0

=Fy, (-1 = P(a),a),X), VX € C*.

Chiing minh. Gia st {n; = (nj0,7;)} 1a mot day cic diém hoi tu A-khong tiép xic t6i
diém goc toa do trong U N {p < 0} =: U~. Khi d6, ta xét mot day cac diem lien két
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; = (njo +€;,m;) € 09, trong d6 €; := €(n;) > 0. Ta dinh nghia day cic phép co gian A%
va, cac phép tinh tién Ly, tuong ting béi

) 20 21 Zn,
A (20,21, ..., 2,) = — T ey T
( 0y <1, ’ n) € el,/ml ) ) El/m"

J J

Lﬁj(z) = (o, Z/) —1; = (20 — njo — €, 7 — 77;)
St dung phép déi bién (Z, ') := A% o L, (29, 2') hay

20 — 1j0 = €520

l/mk~
e — Mk =€ "z, k=1,....n,

ta c6 A% o Ly (nj0,n;) = (—=1,0") v6i mdi j € N*. Ngoai ra, sit dung dinh Ii Taylor, siéu
mat A9 o Ly ({p = 0}) dugdc xac dinh bdi mot phuong trinh c6 dang

0= 'p(Ly 0 (A) 7 (20, 2))

= Re(50> + R’z(b])lm(éo) + Im(é(])R(Oé]) + 6;10(63') + P(fl)

v
coane Yo DB gy 5 DD gy

| J 1! J
po phaso DT
wt(p)<1 wt(p+q)<1
DPR() wi(o)—1, - DPD'R wt(otd) =1+ pr e
+2Re %ej RENEIEDY Tl(a)% R EOUEIY
p[>0 ’ Ipl,lq|>0 o
wt(p)<1 wt(p+q)<1
_ D‘DR(O{') wt(p) / ~ DquR(Oé-) wt(p+q) [ ~ —
+ Gj 1bj <2Re Z TJEj P (Z/)p+ Z —p'q' J Ej pra (Z/)p(2/>q>.
Ip[>0 Ipl,lq|>0
wt(p)<1 wt(p+¢)<1

Vi day cac diem {n;} C T hoi tu dén diém gbc toa do nén khong mat tinh tong quat ta
c6 thé gia st ring

. AN n
jl;%ﬂ1/€j<nj) =aeC"

trong do6 my(2') = (8™, ... Y™z véi t > 0. O day, tuong ty nhu ching minh Dinh
li 1 trong tai lieu [59] ta c6

. DPP(my e () Drp
= lim f 0 ,(O‘);
j—r00 p: p:

. . DPP(a;) wt(p)—1
() Jim 25
(i) lim 2O RO — iy DU W80 — ) ki it (p) < 1;

j—o0 J Jj—00 J

) ) _ DrDP(x e (o . DIP(a .
(ii) lim 220 ottt _ i/ @) _ Yy DD it (p + q) < 1;

jooo P T j—ro0 rq! jooo P

pH? oy — . PDIR(a:) w .
(if) Jim P2 O < Jim 2EEER T = 0 Khi wi(p) + wi(q) < 1
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(iv) lim R(b;) = lim R(«;) = 0.

j—o00 j—o0
Do d6, sau khi lay mot déy con, ta c6 thé gid st réng day cac mién Q; := A% o L (U™)

hoi tu vé mo hinh
Mpa = {(%0,2") € C x C": Re(%) + P(Z' + a) — P(a) < 0},

1a m6 hinh song chinh hinh v6i mo hinh Mp. Khong mét tinh tong quat, trong phan tiép
theo ta luon gié st rang day cac mién {€;} hoi tu t6i mo hinh Mp.

Vi day cac mién {€;} hoi tu t6i mo hinh Mp khi j — oo nén tit Dinh lim ta suy
ra

lim F ((20,2), X) = Fyp,, (%0, %), X), ¥V ((%,2), X) € Mp x C"*.

j—00
Ching ta luu ¥ rang sy hoi tu nay 1a déu trén moi tap con compact ctia Mp x C*1. Hon
ntta, vi ; = T;(U N Q), trong d6 T := A% o Ly, ta suy 1a

lim Fg (T;(1;), X) = lim Foey(n, (T;7).X) = Fyy,, ((=1,0), X)

j—o00 j—00

=Fy, (1= P(a),a),X), VX € C*.
Tur do, do (Tj_l):(ﬂe(n))* nén ta suy ra diéu can chitng minh. ]

Nhan zét 3.2.1. Trong tai lieu [76], do su hoi tu khong tiép xic ctia day {n;} nén tac gia
da chiing minh dugc rang tat ca cac mien ; déu duge chita trong mot mién taut cd dinh.
Do d6, ta thu duge cac giéi han khong tiép xic ciia metric Kobayashi (xem Dinh i 5.2
trong tai lieu [70]).

Tiép theo, chiing toi trinh bay va chiing minh Dinh 1i sau day; do 1a két qua
chinh th ba cta luan an trong chuong nay.

Dinh 1i 3.2.3. Cho Q la mot mién gid loi c6 bién tron lop C* trong C*t' wa diém
& € 09 sao cho Q la mién h-thdc trién duge tai diém &. Gid st da kiéu cia diém & la
(1,mq,...,my) mam, < 400 va cho A = (1/my,...,1/my,). Gid st ham xdc dinh bién

dia phuong p ciia mien Q gan diém 0 cé dang
p(z) = Re(z0) + P(2') + R(2),

trong dé P la da thic da dieu hoa dudi, A-thuan nhat, khong chita hang ti da diéu hoa,

R la ham tron va thdéa man

[R(z)| <C (IZoI +Z\2j|mf’> :

Jj=1
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vdi hing s6 v > 1 va C > 0. Gid si {n;} = {(njo,n;)} C QNUNT la mot day cic diem
hoi tu dén diém 0 sao cho

: / n
Hm 7y, () = o € C".
Khi do, ta co

lim FSOU (nj7 (Trf("lj))*X) = Fj\k/lp,a((ol> _1)7 X)

QNUNT37; -0

=Fy. (-1 - P(a),0),X), VX € C".

Chitng minh. Gia st p 14 mot ham xac dinh bién dia phuong cia mién € trén mot lan

can U cia diém & nhu trong gia thuyét, titc 1a, & = 0 va
p(2) = Re(%) + P(Z') + R(2),

trong d6 P la da thic da diéu hoa duéi (1/my,...,1/m,)-thudn nhat khong chita cac

hang tit da diéu hoa, R 13 ham tron va théa man
n fy
|R(Z)| < C <|50| +> |5j|m") ,
=1

v6i hing s6 v > 1 nao d6 va C > 0. Ngoai ra, theo B dé 4.11 trong tai liéu [76], ta c6 thé
gi& st rdng, thu gon U néu can, ton tai mot anh xa song chinh hinh (zg, 2") = ®(Z, 2'),

dugce xac dinh trén U bdi

2 =7

(3.6)
20 = 20 + b1<21>2’0 + bQ(ZI)ZUQ + bg(g/),

trong do by, by, by 1a cac ham tron cla Z’ thoa man b;(2) = O(|z]*) j = 1,2,3, sao cho
p (@7 (20,2")) = Re(z) + P(2') + Ri(2') + Ro(Im 29) + (Im 29) R(2"),

trong d6 P 1a da thic nhan gia tri thuce, da dieu hoa dudi, A-thuan nhat khong chita céc
don thic da diéu hoa, By € O(1,A), R € O(1/2,A) va Ry € O(2).
Bay gio, ta ki hieu D := ®(U N Q) va 4p dung Dinh 1i ta duoc

lim  Fp (1, ()« X ) = Fay, ((=1,0'), X)

DAC'3n;—0

=Fy, (-1 = P(a),0), X), VX € C*.

.2 2 N7 o ~ _ —1 < N , 2 £ . _
Gidst X; = (7‘(’6(77].))* Xvay; = (We(nj))*oq)*ijj. T tinh toan cho thay Qggo ., =
Id nén ta c6
lim Y; = lim (7r€_(1 ))* od,, (7‘(‘6(77],))* X =X.

j—00 j—00 N5
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Do dé, theo tinh bat bién ctia metric ta c6

lim S (1, (), X) = Jim F (. X;)

QNI'sn;—0 QNI'sn;—0
- .lim Fflg ((_17 0/)7 Y}) = Fll\f/[p ((_17 0/>’X) .
j—o0 J
Do d6, ta c6 diéu can chitng minh. O

Nhan zét 3.2.2. Dinh 1i chi ra réng gi6i han bién c6 trong ctia metric Kobayashi
tong quat trén mién h-thac trién duge tring véi gia tri ciia metric trén moé hinh lien két
tai diém goc. Trong két qua ciia J. Yu (Trans. Amer. Math. Soc, 1995), cac gidi han nay
duge xét trong toan bo mot nén khong tiép xtc véi bien. Dinh 1y md rong két luan
do6 khi ching minh riang két qua van con ding ngay ca khi cic gidi han chi duge 1ay theo
mot nén A-khong tiép xic, ma khong can dén toan bo nén. Day 1a mot cai tién dang ke,

don gian hoa diéu kien hinh hoc cia J. Yu.
Hé qua 3.2.1. Gid st Q, &, I'* nhu trong Dinh 1i[3.2.9. Néu s > 1 thi ta c6

lim  Foau (1, X) |p(n)| = Fur, ((—1,0'), Xx(0), ¥ X € C",

QNUNI'¢sn—0
trong dé Xn(0) la thanh phan phdp tuyén phic cia X tai diem & = 0.
Nhan zét 3.2.3. Dé chiing minh sy ton tai clia cac giéi han A-khong tiép xic clia céc
metric Kobayashi tong quat tai diém bién h-thac trién dudc, ta sé phong dai mién € bang
cach st dung mot bién sb thay doi t§ le. Chinh xéc hon, ta sé xay dung mot day cac mién
{Q;} 1a 4nh ctia Q N U qua mot day céc phép co gidn va phép tinh tién sao cho day cac
mién 2; hoi tu dén mo6 hinh Mp khi j — co. Do do, tit két qua vé tinh on dinh cia céc

metric Kobayashi tong quat (xem Dinh 1i[3.2.1)) ta suy ra diéu can chitng minh.

Chitng minh Hé qud|3.2.1l Véi s > 1, ta c6

li =0.
QmUmlrr%naoﬂl/&(")(a) 0

Vi vay, theo chttng minh ctia Dinh 1i ta suy ra

lim  Fy (0, () Y) = Fiy, ((-1,0),Y), VY e C*.

QNUNT$37—0

V6i X = (X, X'), dat Y :=€e(n)X = |p(n)| va luu § réng
lm (7)Y = %iir(l)(ﬂe(n))*e(n)X = Xo = Xn(&)-

n—0

Do d6, ta c6 diéu can chitng minh. O
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KET LUAN VA KIEN NGHI

Két luan

Luan an da dat dugc mot sé két qua sau:

1) Stt dung linh hoat ki thuat scaling ctia S. Pinchuk dé nghién citu tinh dic trung mdi
clia cac mién gia 16i yéu c6 kiéu hitu han trong C" béi dang dieéu bién ctia cac quy
dao tut ddng cau, trong d6 két qua chinh la cac Dinh 1i m, Dinh Ii Meénh dé
m va dua ra cac vi du minh hoa.

2) Dua ra va chitng minh mot dinh 1f vé mot 16p méi cadc mién chinh quy, thuan nhét,
chinh hinh (mién HHR), trong d6 két quéa chinh 1a Dinh 1i[3.1.2}

3) Dua ra va chiing minh mot dinh 1i vé udc lugng dudi déu cho ham squeezing § gan
diém cuc (P,r) trong d6 két qua chinh 1a Dinh 1i[3.1.3|

4) St dung ki thuat scaling dé chitng minh sy ton tai gigi han A-khong tiép xtic ctia
cac metric Kobayashi tong quat tai diéem bién h-thac trién duge, trong dé két qua

chinh 1& Dinh 1i
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Kién nghi vé nhitng nghién citu tiép theo

Luan an da tap hop duge mot s6 két qua nghién cttu mdéi “Vé mo hinh clia mot s6 mién

c6 nhom tu ding cau khong compact va hinh théi bién ctia ham squeezing”, tuy nhién

van con nhiéu van dé can duge md rong va tiép tuc nghién ciiu sau hon. Cu thé, chiing

toi kién nghi mot s huéng nghién cttu tiép theo nhu sau.

1)

Trong Dinh 1i 3.1.3, sut hoi tu ctia day cac diém trong I'(r, ¢) dén diém p 1 sy hoi tu
A-khong tiép xtc. Vai truong hop khi {a;} € f~1(D(r)) C Q khong hoi tu A-khong
tiép xtc t6i p = 0, nghia 1a, v6i moi 0 < 7/ < r va ¢ > 0 ton tai j. € N sao cho
aj & I'(r',c) v6i moi j > j ., ching ta khong biét duge déng dieu cia {oq(a;)}.

Do d6, cau héi tu nhién duge dat ra la lieu  liminf  oq(2) > 0 hay khong va dé
F7HD(r)oz—p

van 1a bai toan ma. Vi vay, ching toi tiép tuc nghién ctu dé tim céch mo ta dang
dieu bien ctia ham squeezing khi day diém I'(r, ¢) khong hoi tu A-khong tiép xtc t6i

diém p.

Cho dén nay, bai todn vé uéc lugng cac metric méi chi diing lai xem xét cho cac
mién gia 16i c6 kiéu hitu han. Déi v6i mién gia 16i c6 kiéu vo han thi bai toan udc
lugng céc metric ndy van con 1a bai toan md va chi méi dat duge mot s6 két qua cho
cidc mien dic biet. Trong nhitng nam gan day, N. V. Thu cling quan tam dén chi
dé nay va dat duge mot s6 két qua ban dau (xem cac tai lieu [19] va [71]). Trong
thoi gian t6i, ching t6i tiép tuc nghién ctu chit dé nay cho cac mién c6 kicu vo han

tong quat hon.

Chiing t6i tiép tuc nghién citu dé dua ra dic trung cho cho cac mién gia 16i trong

C™ khi qui dao tu dang cau ¢;(a) khong hoi tu A-tiép xtic déu dén diém bien &.
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