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MO DAU

1. Ly do chon dé tai

Nghién cttu tinh chat hinh hoc ctia cdc nhém bién doi clia céc da tap phiic hién dang
la mot trong nhitng huéng nghién citu s6i dong cua ca Hinh hoc phitc va Giéi tich phiic
nhiéu bién. Cho € 14 mién trong C*. Tap hop tat ca cac tu ding cau cta €, ki hieu béi
Aut(Q), cling v6i phép toan hai ngoi 1a phép hgp thanh ctia hai tu ding cau tao thanh
mot nhém va nhém nay 1a nhém topo véi topo hoi tu déu trén cac tap compact ciia €.

Trong nhitng ndm ctia thap ki 80 clia thé ki trude, cdc nha toan hoc da phan loai duge
cidc mién bi chin kidu hitu han trong C" dya theo nhom tu déng cau khong compact. Cu
thé hon, B. Wong va J. P. Rosay da chiing minh dudc ring cac mién gia 16i chat véi nhém
ti ddng cau khong compact déu song chinh hinh véi hinh cau trong C". Sau dé, cac nha
toan hoc nhu E. Bedford, S. Pinchuk, K. T. Kim, F. Berteloot, H. Gaussier da sit dung
phuong phép scaling ciia S. Pinchuk dé md rong Dinh 1§ Wong-Rosay cho mién kiéu hitu
han. Cu thé, ho da ching minh duge ring moi mién bi chiin gia 16i ¢6 kiéu hitu han véi
nhom ty ding cau khong compact déu song chinh hinh véi cdc mo hinh don gidn. Céc
cong trinh trong nhitng nam qua da chi ra rang tinh chat hinh hoc dia phuong ctia diém
bién tu quy dao cho ching ta thong tin toan cuc vé mién.

Tuy nhién, nhiéu k¥ thuat ctia E. Bedford va S. Pinchuk khong 4p dung dugc cho cac
mién khong bi chan. Vi thé, bai toan phan loai mién dya theo nhém ty dang cau déi véi
cac mién khong bi chin doi héi phéi c6 cach tiép can khac. Trong khoang 20 nim qua,
nhiéu nha toan hoc da cd gang dua ra nhiing cach tiép can méi va vi vay, van dé da dudc
gidi quyét trong mot s6 truong hop rieng. Hién tai, theo huéng nay ching ta con rat nhieu
bai toan duge dit ra dé nghien citu.

Mot chit dé nghién cttu khéac clia luan an 1a nghién citu cidc bat bién song chinh hinh
trén cdc mién bi chin, bao gom cac metric bat bién, ham squeezing, bat bién Fridman,
nhan p-Bergman va khong gian L? cidc ham chinh hinh khé tich. Nhitng bat bién nay cho
chiing ta thong tin vé mot s6 tinh chat giai tich va tinh chat hinh hoc quan trong ciia cic
mién bi chin va cac ho chinh hinh ciia ching, dong thdi déng vai tro quan trong trong
cac cong trinh nghién citu gan day vé phan loai cdc mién bi chan.

Cac metric bat bién nhu metric Kobayashi, metric Bergman, metric Kahler-Einstein
déng vai tro quan trong Hinh hoc phiic, Hinh hoc vi phan va Gii tich phiic nhiéu bién.
Viéc tinh toan ciing nhu uée lugng cac metric nay tai cac diém gan bien thu hut dugce
su quan tam ctia nhiéu nha toan hoc trén thé gidi. Trong luan an nay, ching toi tiép tuc

nghién citu chi dé trén cho truong hop téng quat hon.



Gan day, dé nghien cttu cac tinh chat hinh hoc va giai tich ctia mién bi chan, nam
2012 céc tac gid F. Deng, A. Guan v L. Zhang da dua ra khai niém vé mot bat bién song
chinh hinh méi d6 1a ham squeezing. Cho 13 mot mién trong C" va mot diém p € €.
V6i mot phép nhing chinh hinh f: Q — B" := B(0;1) ma f(p) = 0, ta dat

oq.f(p) :=sup{r > 0: B(0;r) C f(Q)},

trong d6, B"(z;r) C C" 1a hinh cau tam 2z c6 ban kinh r. Khi d6, ham squeezing oq :
) — R dugce dinh nghia béi
oo(p) == Sup {oas(P)}-

Tu dinh nghia trén ta thiy 0 < oq(z) < 1 v6i moi z € £ va ham squeezing bat bién
qua song chinh hinh. Mién Q trong C" dugc goi 1a mién chinh quy, thuan nhat, chinh
hinh (HHR) néu inf,cq oq(2) > 0. Tinh chat HHR dugc béo toan qua song chinh hinh
va kéo theo tinh day va tinh tuong duong ctia cic metric bat bién c¢6 dién nhu metric
Carathéodory, metric Kobayashi, metric Bergman va metric Kahler-Einstein. Hon nita,
ching ta biét rang 16p cac mién thuan nhat bi chin, mién 16i, mién gia 16i chit déu 1a
cac mien HHR va cac tai lieu trong d6). Trong luan an nay, ching t6i muén md rong 16p
mién HHR va khao sat udc lugng bién cho ham squeezing ¢ gan cac diém cuec.

Tiép tuc huéng nghién cttu trén, ching to6i chon dé tai luan an 1a: "VE mo hinh cia
mot s6 mién ¢ nhéom tu ding cdu khong compact va hinh thdi bién cia ham squeezing”

la dé tiép tuc giai quyét hai bai toan sau day:

Bai toan 1. Nghién ctu diic trung clia cac mién trong C" véi nhém tu dang cau khong

compact.

Bai toan 2. Nghién citu dang diéu bién ctia ham squeezing trén cdc mién bi chan va

metric Kobayashi tong quat trén cac mién h-théac trién duge trong C".

2. Muc dich nghién citu

Muc dich dau tién ctia ching toi khi thiie hién luan an nay la nghién citu vé dic trung
clia cac mién gid 16i c6 kiéu hitu han trong C" béi dang diéu bién ctia cic quy dao tu
dang cau bang cach st dung ki thuat scaling ctia S. Pinchuk. Tiép theo, luan an nghién
citu dé tim cach mé rong 16p mien HHR va khéo sat dang diéu bién ctia ham squeezing
va clia cac metric Kobayashi tong quat.
3. Déi twong va pham vi nghién citu

D6i tugng nghién citu cia luan an 1a cdc mién trong C*. Trong luan an, tu tudng chinh
xuyeén sudt 1a khao sat cac tinh chat hinh hoc ctia mot mién.
4. Phuong phap nghién cidu

Dé gii quyét nhitng van dé dit ra trong luan an, ching toi sit dung céc phuong phap

nghién cttu va ki thuat truyén thong ctia Hinh hoc phitc cling vé6i cac ki thuat va két qua



ctia Gidi tich phiic nhiéu bién va Ly thuyét ham hinh hoc. Dac biét, ching toi da ap dung
linh hoat ki thuat scaling ctia S. Pinchuk cho titng trudng hop cu thé. Ngoai ra, ching toi
cling sang tao ra nhitng ki thuat méi va cac vi du minh hoa.

5. Y nghia khoa hoc va thuc tién cta dé tai

Luan an gom ba chuong.

Chuong 1 trinh bay mot s6 kién thitc can thiét lien quan dén cac van dé nghién citu
cua luan an.

Chuong 2 danh cho viéc trinh bay cic két qua nghién cttu Bai toan 1 clia luan an vé
dac trung clia cac mién trong C" véi nhom tu ding cau khong compact.

Theo dinh Ii ¢ dién ctia H. Cartan, v6i mot mién bi chin Q trong C*, Aut(Q) la
nhom khong compact khi va chi khi ton tai diem a € Q, diem p € 9 va cac tu dang cau
©; € Aut(€) sao cho ¢;(a) — p khi j — oo. Khi d6, diém p dugc goi 1a diém bien tu quj
dao. Tinh chat hinh hoc dia phuong clia cac diém bien tu quy dao mang dén nhitng thong
tin toan cuc vé dic trung ctia cac mién. Cu thé, Greene va Krantz da dat ra gia thuyét
rang néu mot mien gia 16i, bi chan, tron véi mot nhém ty ding cau khong compact thi
diém bien tu qui dao c6 kiéu hitu han theo nghia D’Angelo.

Trong phan nay, ching to6i nghién citu bai toan dua ra dic trung cho cac mién trong
C™ v6i cac nhom tu déng cau khong compact. Cac két qua chinh xung quanh bai toan
nay c6 duge 1a nhs B. Wong va J. P. Rosay, E. Bedford va S. Pinchuk, K.-T. Kim, F.
Berteloot, A. Isaev va S. Krantz, D. D. Thai va N. V. Thu, N. V. Thu va N. Q. Diéu.
Hau hét cac két qua trude day déu yeu cau tinh hitu han ciia kiéu va hoac 1a tinh gia 16i
chit (tham chi 14 161), hodc tinh gia 16i chi trong khong gian 2 chiéu. Khac véi cac két
qué nay, ching toi dua ra mot diac trung méi clia cac mién gid 16i yéu cé kiéu hitu han
bdi dang dieu bien clia cac quy dao tu dang cdu bang viec stt dung ki thuat scaling dugc
gidi thiéu béi S. Pinchuk.

Ki thuat scaling c6 thé duge mo ta ngan gon nhu sau. Cho €2 1a mién bi chan trong
C™ va {pj(a)} 1a day cac quy dao tu dang ciu hoi tu t6i diém bien &. C6 dinh mot
lan can nhé Uy clia &. Bing céch st dung phép doi bién thich hgp, ki hieu 1a T}, ctia céc
tu dang cau da thic cia C"*!, bao gom cac phép tinh tién va cac phép co gian, day cac
mién D; := T;(Uy N Q) hoi tu chuan tic t6i mo hinh Mp, duge cho bdi

Mp :={(z,w) € C" x C: Re(w) + P(z,2) <0},

trong d6 P 1a da thitc nhan gia tri thyce trén C". Khi P 1a da thitc da diéu hoa dudi thuan
nhéat thi Mp dude goi 13 mo hinh thuan nhat dia phuong tai diém &.

Day {F; := Tj o p;} dude goi la diy scaling Pinchuk. V6i céc mién gid 16i c6 kiéu
hitu han trong C", khé khan 16n nhat 1a ching minh day Pinchuk scaling {F;} chuan

tdc, nghia la, ton tai mot day con ctia {F;} hoi tu déu trén tap con compact tit  vao



Mp. Truéc hét, ta gid st tam thoi rang € 1a mién bi chin trong C". Khi d6 cach tiép
can ctia Bedford va Pinchuk dugc chia thanh hai budc. Trong budce thit nhat, bang cach
gian tiép, E. Bedford va S.Pinchuk da xét sy hoi tu ctia day scaling ngugc {Fj_l}. Do
tinh bi chan cta Q, dinh 1§ Montel da khang dinh ring day {Fj_l} chita mot day con
hoi tu. Tiép theo, gidi han do, goi 1a G, da duge ching minh 14 4nh xa mot-mot tit Mp
vao  bang cach sit dung uéc lugng déu ctia metric Kobayshi, ho#ic metric Sibony cho
cac mién ¢6 d6i hang bang 1) trén ho cdc mién scaling {D;}. Ngoai ra, sy ton tai cla
ham vét can da dieu hoa dudi ctia Q kéo theo anh xa chinh hinh G 1a toan anh. Trong
bu6e thi hai, ho da xét mot nhém con mot chicu {h;her C Aut(Q) duge xac dinh béi
{hi}(2) = G(G(2) + (0/,it)), z € Q. Nhém con nay 1a parabolic theo nghia 1a {h;}(z) hoi
tu dén diém bien p € 9Q khi j — £oo véi z € Q tuy 7. Su phan tich vé trudng vécto
chinh hinh H(z) := 4 tzoht(z)’ xac dinh trén Q va tiép xic véi 99, tai diém parabolic ¢
dinh & cho thay da thiic P la da thitc thuan nhat theo trong sao cho P(z1,71) = c|z|*™
v6in =1va P(z,2) = c|z1]*™ + |22* + - - + |2]? v6i cAc mién c6 ddi hang bang 1, trong
dé6 c 1a hing s6 duong.

Chi y rang ki thuat trén khong ap dung dude cho cac mién khong bi chan. Do do,
mot céch tiép can khac 1a chitng minh truc tiép tinh chudn tic ctia {F;} va khi d6 tinh
taut ctia € kéo theo {F; '} ciing chuén téc.

Nam 1991, S. Pinchuk da xét cho truong hop & 1a diém gia 16i chiit.

V6i cac mién gia 16i yéu bi chan cé kiéu hitu han trong C?, F. Berteloot da dat dugc
nhitng budc tién dang ke.

Gan day, N. V. Thu vad N. Q. Diéu da nghién cttu mién gia 16i € C" c¢6 da kiéu
Catlin hitu han é gan diem & € 092. Khi Mp 13 mo hinh thuan nhat c6 kiéu hitu han thi
ton tai ham peak da diéu hoa dudi cho Mp tai diem gbc toa do. Do d6, tinh hit cla cac
dia giai tich kéo theo tinh chuan tic clia day Pinchuk scaling. Két qua la, Q 1a mién song
chinh hinh v6i m6 hinh Mp néu diy cdc qui dao tu dang cdu {;(a)} hoi tu A-khong
tiép xtc t6i diem &.

Ching ta luu ¥ rang dang dieu bien cia {p;(a)} quyét dinh su lya chon cac phép
co gian. Muc dich ctia chuong nay 13 dua ra dic trung cho cac mo hinh thuan nhat dia
phuong khi quy dao tu dang cau {p;(a)} hoi tu t6i diem & theo hudng "rat" tiép xic véi
0.

Két qua mdi thit nhat clia luan an trong Chuong 2 chi ra rang chi ¢6 hinh cau don vi
méi c6 mot quy dao tu dang cau tai diém &, hoi tu A-tiép xtc déu téi 0Q. Cu thé, ching
toi chiing minh dinh Ii sau.

Dinh 1i 2.1.1. Cho Q la mién gid loi trong C*™* vdi bien 02 tron l6p C®. Cho & € OS2

la diém bién h-thdc trién manh cé da kiéu Catlin hiw han (2mq,---,2my, 1) va A =
(5> 5 5 ) - Glid st ton tai day {@;} C Aut(Q) sao cho {p;(a)} hoi tu A-tiép wic deu



tdi diem & vdi a € Q. Khi d6, mién Q song chinh hinh vdi hinh cau don vi B**1.

Bay gio, ching toi chuyén sang xét cac mién gia 16i, c6 d6i hang bang 1 trong C+!
bao gom cac mién gia 16i, c6 kiéu hitu han trong C2. Khi d6, &, 1a diém h-thac trién duge.
Ngoai ra, néu n = 1 va & la diém h-thac trién manh thi Q 1a mién song chinh hinh vé6i B2
theo Dinh 1i m Tuy nhién, néu khong cé tinh h-thac trién manh thi khai niem veé sy
hoi tu ﬁ—tiép xtc cau la can thiét dé xac dinh xem mién Q c6 song chinh hinh véi B™+!
hay khong.

Két qua méi thi hai ctia luan an trong Chuong 2 chi ra rang Dinh 1i 2.1.1 vAn con

ding néu & 1a diém co6 kiéu D’Angelo hitu han va dang Levi ¢6 d6i hang nhiéu nhat 1a 1
tai diém & va day {¢;(a)} hoi tu z=-tiép xic cau t6i diém & voi a € Q. Cu thé, ching
toi chiing minh dinh Ii sau.
Dinh 1i 2.2.1. Cho Q la mién gid loi trong C*! vdi bien OQ tron lop C*. Gid sit & la
diém bién cia Q cé kieu D’Angelo hiu han sao cho dang Levi ¢6 doi hang nhiéu nhét la
1 tai & wva ton tai day {¢;} C Aut(Q) sao cho {p;(a)} hoi tu 5~-tiép wic cau tdi diem &
vdi a € Q. Khi dé, Q la mién song chinh hinh vdi hinh cau don vi B"1.

Bay giv, cho 2 C C? 1a mién gia 16i c6 kicu 2m hitu han & gan diém & € 09Q. Khi do,
khéi niém sy hoi tu <L>-tiép xtic ddu chinh 13 sy hoi tu (L)-tiép xtic. Do d6, tit Dinh

2m 2m

1i ta suy ra hé qua sau.
Hé qua 2.2.2. Cho Q la mién gid loi trong C? vdi bien 0Q tron ldp C=. Gid si & € 09
¢6 kiéu hitu han 2m. Gid sii ton tai diy {¢;} C Aut(Q) sao cho diy pj(a) hoi tu 5=-tiép
ziic cau tdi & vdi a € Q. Khi dé, Q la mién song chinh hinh vdi hinh cau don vi B?.
Trong truong hop day {¢;(a)} khong hoi tu 5--tiép xic cau t6i diém & véi a € Q thi
ching ta chiing minh © 14 mién song chinh hinh véi mot mo hinh duge xac dinh béi mot
da thitc thuan nhat c6 bac 16n hon hoac bang 2. D6 1a két qua mdi thit ba ciia luan an
trong chuong nay.
Ménh dé 2.3.1. Cho Q la mot mién gid loi trong C* c6 bién 0Q tron ldp C. Gid si
& € 0Q la diém c6 kiéu hitu han 2m. Gid st ton tai s6 2 < v < m,a € Q va day
f; € Aut(2) sao cho f;(a) hoi tu ﬁ—tiép zic cau cap 2v tdi diem &. Khi dé, Q la mién

song chinh hinh véi mot mo hinh cé dang
Mg = {(z,w) € C* : Re(w) + Q(z) < 0},

trong dé Q la da thitc thuan nhat bac 2v va khong dieu hoa.

Chuong 3 danh cho viéc trinh bay cac két qua nghién citu Bai toan 2 ciia luan an. D6
13 cac két qua lien quan dén dang diéu bién ctia hai bat bién song chinh hinh trén céc
mien bi chan trong C" 1a ham squeezing v metric Kobayashi tong quat.

Trong phan dau tién ctia Chuong 3, ching toi trinh bay hai két qua méi lien quan

dén ham squeezing. Mot trong nhitng chti dé trung tam ctia gidi tich phiic nhiéu bién



va hinh hoc phtc 1a nghién ctu céc metric bat bién song chinh hinh ¢6 dién nhu metric
Carathéodory, metric Bergman, metric Kobayashi va metric Kahler-Einstein trén cdc mién
trong C" hoiic cac da tap phiic. Dé phan biét cac mién hodc cac da tap phiic, cac metric
bat bién c6 dién c6 thé ude luong dude cac nha nghién citu giai tich phitc quan tam va
da dugc nghién citu rong rai trong nhiéu tai lieu. Trong s6 tat ca cac nghién ctu, mot
khéi ni¢m c¢6 tén 1a mién chinh quy, thuan nhat, chinh hinh (viét tat 1a HHR), da thu huat
duge su chi ¥ dang ké trong thoi gian vira qua.

Tinh chat HHR dugc bdo toan qua cic anh xa song chinh hinh. Do d6, kéo theo tinh
day va tinh tuong duong clia cac metric bat bién c6 dién nhu metric Carathéodory, metric
Kobayashi, metric Bergman va metric Kahler-Einstein. Vi vay, ching ta mong mudn biét
duoc khi nao thi mot da tap phiic hodac mot mién bi chin sé c¢6 tinh chat HHR.

Nam 2009, Yeung da chi ra rang cac mién thuan nhat bi chin, cdc mién bi chan phi
mot da tap phitc compact, cac mién 16i chat bi chin va tron 16p C? déu la cac da tap
HHR.

Gan day, bang cach nghién cttu dang diéu bién ctia ham squeezing, nguoi ta da chiing
minh dugc rang cac mién gia 16i chat c6 bién thude 16p C? va mién 16i bi chan ciling 1a cac
mien HHR.

Tiép tuc huéng nghién citu trén, trong chuong nay ching toi da dua ra duge mot 16p
méi cac mien HHR. Dé lam dugc nhu vay, véi cac s6 nguyeén my, ..., m,_; ta xét ellipsoid

tong quat Dp trong C" (n > 2) dudc xac dinh béi
Dp :={(#,2,) € C" ' x C: |z,)* + P(¢) < 1},

trong d6 P(2') la da thic (1/2my,...,1/2m,_1)-thuan nhat va nhan gia tri thyc trén
C" ! dugce cho béi

P() = Z a2 2", (1)
wt(K)=wt(L)=1/2
vol agp € C, agp = apg va P(2') > 0 khi 2/ # 0. O day va trong cAc phan sau
2= (21,0 20m1).
Dé dua ra két qui méi dau tién ctia luan an trong chuong nay ta can mot s6 dinh
nghia sau.
Dinh nghia A. Mién Q trong C" dugc goi la mién W B (weighted-bumped) hodc mién

kiéu duong chéo hitu han thuan nhat (homogeneous finite diagonal type) néu
Q={(,2,) € C"" x C: Re(z,) + P () < 0}
va ton tai & > 0 sao cho

P(Z) = 0(|z1]*™ + - + |zpa|*™ ) la da dieu hoa dudi tren C"



nghia la, P la da diew hoa dudi chit bén ngodai cac truc toa do.

Luu y réng mién Q = {(z1, 22) € C?: Re(22) + P (21) < 0} 1a mién W B néu né gia 161
chat tai moi diém bién ¢ bén ngoai tap hop 9Q N {(0,it) € C?: t € R}.

Dinh nghia B. Mién Dp dudc goi la mién W B néu Dp la mién gid loi chdt tai moi diém
bién & bén ngoai tap hop {(0/,¢e?): 0 € R}.

Chu y rang ellipsoid Ey,, := {(21,22) € C*: |z1|*™ + |22]* < 1} v6i m € N* 1a mot mién
WB. Mic dit Q := {z € C*: |z]* + |2]* + |23/ < 1} 1a mot mién W B nhung né khong
1a mién W B-domain vi diém bien (1,0,0) € 2\ {(0,0,¢™): 6 € R} khong gia 15i chat.
Nhu vay, khai niém mién WB chat hon khai niém mién W B trong khong gian chiéu l6n
hon 2.

Két qua méi dau tién ctia luan an trong Chuong 3 13 dinh li sau. Dinh 1i chi ra ring
néu Dp la mién WB thi Dp 1a mien HHR.

Dinh 1i 3.1.2. Cho P la mot da thic thuan nhat theo trong vdi trong (my, ..., m,_1)
duge cho bdi (7?) sao cho P(2') > 0 vdi moi 2 € C"*\ {0'}. Néu Dp lo mién WB thi
Dp la mién HHR.

Tiép theo, chiing toi khao sat dang dieéu ctia ham squeezing gan diém cuc toan cuc.
Cho €2 14 mot mién bi chan trong C” véi bién tron 16p C? gan diém bién p € 9. Ta nhic
lai, diém bién p duge goi 1a diém cye cau néu ton tai hinh cau B(c(p); R) trong C™ ban
kinh R, tam tai diém c(p) sao cho Q C B(c(p); R) va p € 902N dB(c(p); R). Nam 2016,
K.T. Kim, L. Zhang da chiing minh duge ring limgs, ., 0q(q) = 1 néu p la mot diém bien
cuc cau cta €. Tuy nhién, diém bién cuc cau néi chung khong ton tai, ngay ca véi mot
mién gia 16i tron c6 kicu hitu han.

Diéu d6 dan dén dinh nghia sau day.

Dinh nghia C. Cho Q la mién bi chan trong C* (n > 2), p € 0Q, P(2') la da thic dugc
cho trong (??), va r € (0,1]. Ta néi p la diem cuc (P,r) néu ton tai phép nhing chinh
hinh f: Q — Ep sao cho f(p) = (0/,0) va D(r) C f(2), trong dé

E(p) :={(,2,) € C": P(2') < 2Re(z,)};

D(r) := Dp, = {(#,2,) € C": |z, — 7> + P(¢) < r*}.

Trong truong hop nay, ta ki hieu T(r,c) = f~YD(r) N {(#,z,) € C": |[Im(z,)| <
c|Re(z,)|}) vdi c > 0.

Vi D(r") € D(r) véi 0 < r' < r < 1 nén ta suy ra rang néu p la diém cyc (P, ) thi n6
ciing 1a diém cyc (P,r') véi moi 0 < v’ < r < 1. Hon nita, p la diém cyc cau khi va chi
khi n6 1a diem cue (||2/]|%,r) voi 0 < r < 1.

Két qua mdi thit hai ciia luan an trong chuong nay la dinh 1i duéi day.

Dinh Ii 3.1.3. Cho Q la mot mién bi chin trong C* (n > 2) va p € 0 la mot diém, cuc



(P,r) v6i 0 <r < 1. Khi dé, vdi moi 0 <1’ <1 wvac>0 ton tai €y, > 0 sao cho
oa(q) >, VYqeT(' ¢)n B(p;e).

Trong phan tiép theo ciia chuong nay, ching toi trinh bay cac két qua méi lien quan
dén céc metric Kobayashi tong quét.

Cho Q 14 mot mién gia 10i, tron 16p C* trong C**! va & € 9. Gia st p 1a mot ham
xac dinh bién dia phuong ctia & gan diém &, va da kicu M(&) = (1,m4,...,m,) hitu
han. Khi d6, ton tai mot he toa do z = (zg, 2) v6i 2 = (21, ..., 2,) sao cho & = 0 va ham

p(z) c6 the khai trién & gan diém 0 nhu sau
p(z) = Re(z) + P(#') + R(2),

trong d6 P 1a mot da thitc da diéu hoa duéi, (1/my, ..., 1/m,)-thuan nhat va khong chita

cac hang tit da diéu hoa, R 13 ham tron va thoéa man

n ’Y
|R(2)| < C (IZoI +) lzjlm’) :
j=1
v6i hiang s6 v > 1 va C > 0.
Mien € dude goi 1a h-thdc trién duoe tai diém p néu mo6 hinh

Mp :={z=(20,2") € C x C": Re(z0) + P(z') < 0}

c6 kiéu hitu han. Két qua 1a Mp suy bién, nghia la, bien OMp khong chita tap giai tich
khong tam thuong di qua goc toa do, va Mp 1a mién taut.
Véi s, M, N > 0, ta ki hiéu

[(s; M,N) ={z € Q: [Im(z)| < M|dist(z,090)|,c0(z") < N|dist(z,002)|°},

trong d6 o(2') := Y7 2™

Dé don gian, ta dinh nghia A-nén c6 dinh tai & béi I' := I'(1; M, N) va ki hicu la
I :=T(s; M,N) v6i M, N > 0 nao d6. Ching ta luu y rang |z;|™ < |dist(z,00)|,7 =
1,...,n,véi z eI\

C6 dinh mot lan can di nhdé U cia & trong C"*!, ta c6 thé gia si ring véi diem
n € UNQ bat ki, ton tai mot s6 thue duong e(n) > 0 sao cho diém 7 := (no+€(n), n1, - - ., )
thuoc sieu mat {p = 0}. Chu ¥ ring €(n) = |p(n)| =~ dist(n, 09Q).

Tiép theo, ching ta nhic lai khai niém cic metric Kobayashi bac cao sau day.

Dinh nghia D.V§i méi s6 nguyén k > 1, metric Kobayashi bac k dugc dinh nghia bdi

1
FE(z,X) = inf {X A > 0,3p € Hol(A,Q), p(0) = z,v(p) >k, o™ (0) = k:!)\X} ,



trong dé A la dia don vi trong C va v(p) la cap triét tiéu cia o tai 0. Ching ta luu 4
rang Fo := F} chinh la metric Kobayashi.

Bay gio, chung ta dinh nghia phép co gian
(21, ey 2n) = (tl/mlzl, o ,tl/m”zn) , t>0.
Khi d6, v6i moi day {n;} C T hoi tu vé dinh &, ton tai day con {n;,} C {n,} sao cho
. / n
B 7 ey (175,) = a € €.

(Ching ta luu ¥ rang o = 0 néu {n;,} C I'* v6i s > 1.) Khi d6, mo hinh lien két Mp,
duge dinh nghia bdi

Mpo = {(20,7") € C x C": Re(z0) + P(z' + ) — P(a) < 0}.

Dé don gian, ta viét Mp thay cho Mpy.

Nam 1975, I. Graham da dua ra giéi han bién c6 trong cho metric Kobayashi trén céac
mién gia 16i chit. Ké tir d6, da c6 nhieu udc luong cho metric Kobayashi trén mot sé 16p
mién gid 16i yéu, dac biéet 1a cac gidi han ciia metric Kobayashi trén cdc mién gid 16i c6
ki¢u hitu han trong C2, caAc mién 13i, bi chan, tron, c6 kiéu hitu han trong C* (n > 2).
D6i v6i cac mién gia 16i yéu tong quat cé kiéu hitu han, chua c6 mot gisi han 16 rang nao
dudc biét dén.

Nam 1995, J. Yu da nghién citu bai toan tuong tu cho cac metric Kobayshi tong quét
trén cac mién gia 1oi yéu. Trong tai lieu do, J. Yu tap trung vao mdi lién heé gitta cic gidi
han bién (c6 trong) clia cdc metric va cac bat bién Levi clia mién theo cach tuong tu cic
két qua trong bai bao nam 1975 ctia I. Graham. Khé khan 16n nhat trong truong hop
mién gia 16i yéu 1a tinh chat hinh hoc Levi dia phuong ctia mién néi chung phtc tap hon
nhiéu va van chua duge hiéu 16. Dic biét, khong c6 mo hinh chung cho tat ca cac mién
gid 16i yéu.

Dé vugt qua duge khé khan dé, dau tien J. Yu thiét lap lai mién v6i da kiéu ctia mién
va sau d6 dua mién do tré thanh mot mién taut (nhung mo hinh khong bi chin). Dé dat
duge giéi han mong mudn, tac gia da phai nghién ctu bai toan tinh dn dinh va tinh dia
phuong ctia cac metric. Uu diém ctia phuong phap nay la khong chi ap dung dude cho
cac metric Kobayashi, ma con c6 thé ap dung dude cho cac metric bat bién khac. Két qua,
chinh ctia bai bao d6 1a mé rong két qua trong bai bdo nam 1975 ctia I. Graham cho mot
16p cac mién gia 16i yéu rong 16n, c6 tén la cac mién h-thac trién, mién bao gom hau hét
tat ca cac mien duge dé cap ¢ trén. Gidi han trong dinh i chinh trong bai bao nam 1995
ctia J. Yu la gi6i han ré rang nhat cho mot mién gia 16i yéu tong quat. Dinh 1f duge phat
biéu nhu sau.

Dinh 1y E (J. Yu). Cho Q la mot mién taut trong C"' wa cho p € 0Q la diém c6 kiéu
hitu han véi da kiew 4 (p) = (1,myq,...,m,). Gid st (2,p) la mién h-thdc trién dugc.
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Khi dé, vdi moi non khong tiép zic T trong Q ¢é dinh tai diém p va moi ham V(z) nhan

gid tri trong C"*Y, lién tuc tai diém p, ta co

lim  Fo (= ().} ()., (H,),. V(2)) = Fp, (0,(H,),,V(p). (2)

QNl'3z—p
trong do H, la cdc toa do phan biét duge zdac dinh nhu trén, D, = {(z,w) : Rew +
P(z) < 1} la mo hnh lién két vdi mién (Q,p) theo cdc toa do phan biét ¢ = H,(2) va
Iy = diag [dY/™, ... d*™ d] vdid = dist (q,0 (H,(2))).

Phuong trinh cho thay gi6i han bién c6 trong ctia moi metric Kobayashi bac cao
trén mién h-théc trién chinh la gia tri ctia metric trén mo hinh lien két tai diém 0.

Trong bai bao nam 1995 ciia J. Yu, cac gi6i han bién c¢6 trong ctia cac metric Kobayashi
tong quat dugc lay trén tat cd cac diém trong mot noén khong tiép xtc. Két qua méi thi
ba ctia luan an trong chuong nay khang dinh ring két qua ctia J. Yu vAn ding véi céc
gi6i han A-khong tiép xic. Cu thé, ching toi chitng minh dinh 1f sau.
Dinh i 3.2.3. Cho Q la mot mién gid 10i, cé bién tron ldp C* trong C** va & € O
sao cho Q la h-thdc trién dugc tai diém &. Gid st da kiéu cia diém & la (1,mq, ..., m,)
ma m, < 400 va cho A = (1/my,...,1/m,). Gid si ham zac dinh bién dia phuong p ciia

mien Q0 ¢ gan diém 0 cé dang
p(z) = Re(z) + P(?') + R(2),
trong dé P la da thic da dieuw hoa dudi A-thuan nhat khong chita hang ti¢ da diéu hoa, R
la ham tron va théa man
n h‘/
|R(z)| < C <|Z0| +) \2j|mj) )
j=1
vdi hing 56 v > 1 va C > 0. Cho {n;} = {(njo,n;)} € QNUNT la mot day cic diém hoi
tu dén diém 0 sao cho
B e, (1) = o € C".
Khi do, ta co
lim FS’;ﬂU (nj7(7re(77j))*X) = FJ]\C/IP,Q((OZ_l)?X)

QNUNT'3n;—0
= Fy. (-1 = P(a),0), X), V X € C".

Luan an ciing la tai lieu tham khao hitu ich cho sinh vién, hoc vién cao hoc va nghién
cttu sinh theo huéng nghién ctu nay.
6. Cau triic luan an

Cau tric clia luan an bao gom ba chuong chinh duge viét theo tu tudng ké thita.

Chuong 1. Kién thiic chuan bi.

Chuong 2. Dic trung ctia cac mién trong C* ¢6 nhéom tu dang cdu khong compact.

Chuong 3. Dang diéu bién ctia ham squeezing va ctia cac metric Kobayashi tong

quat.
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CHUONG 1
KIEN THUC CHUAN BI

1.1 Su hoi tu chuan tac cia mot day cac mién va cua
mot day cac anh xa

Dinh nghia 1.1.1. Cho {;}%2, la mot day cic mien trong C". Day {;}32, dugc goi
la hoi tu chuan tic tdi mién Qy C C* néu hai dieu kién sau duge théa man:
(i) Néu tip compact K dugc chita trong phan trong ciia m Q; vdi s6 nguyén duong m

j>m

nao do thi K C Qq;

(11) Néu tap con compact K' C Qg thi ton tai hang s6 m > 0 sao cho K' C ﬂ Q.
j=>m
Ngoai ra, khi day cac dnh za @;: Q; — C™ hot tu déu trén cdc tap compact tdi dnh xa

¢: Qo — C™ th ta néi day {p;}32, hoi tu chuan tic tdi .

1.2 Kiéu theo nghia D’Angelo

Dinh nghia 1.2.1. Gid sit (M, p) la mot mam tai diém p ciia siéu mdt thuc tron trong
C™ va r la ham zdc dinh bien dia phuong cia M & gan diém p. Cap tiép xic cia duong
cong v vor M tai diém p dugc xdc dinh boi

T(M,~,p) =

trong dé v(v) la cap triét tieu cia y(t) — y(0) tai t = 0 va v(r o) la cdap triét tiéu cia
ro~(t) tait = 0. Kiéu D’Angelo ciia M tai p duoc dinh nghia bdi
v(rowy)

T(M,p) =sup7(M,~,p) = sup ,
Wp) =Tl el =

trong dé supremum dugec lay trén tat cd cdc mam v : A — C* clia cdc duong cong chinh
hinh khdc hang théa man ~(0) = p.
Ta néi p la diém c6 kiéu D’Angelo hitu han néu 7(M,p) < +oo va cé kiéu D’Angelo vo

han néu ngudc lai.
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1.3 Da kiéu Catlin

Gia stt r 1a ham xac dinh bién dia phuong tron cho mién Q = {z : r(z) < 0}. Ta ki
higu T, 1a tap clia tat cac bo n s6 A = (Ay,..., \,) véi 1 < \; < +00 sao cho

DA< A< <A

ii) v6i méi k, hodc Ay = +00 hoiic ton tai cac s6 nguyen khong am ay, . .., ag véi ax > 0
sao cho
koo
L
=
Dé thay rang, véi mdi s6 T < oo va modi ¢ = 1,...,n thi khi A thuoc I',, chi c6 hitu han

cac gia tri hitu ti c6 thé c6 ctia A\; théda man \; < 7. Cac phan t1t ctia I',, dude goi 1a trong.
Tap céc trong c6 thé duge sap xép theo thit tu tit dién, nghia la, véi A’ = (N, ..., X)) va
N = (N, 0N tht A < A” néu vé6i k nao d6, A; = A/ véi moi ¢ < k, nhung A}, < AY.
Bay gio, gia sit 2o 1a mot diém bién cho trudce ctia € v6i ham xéac dinh bien dia phuong
r. Trong A € T, dugc goi 1a phan bi¢t dugc néu ton tai he toa do chinh hinh (zy,. .., 2,)

quanh diém z, ma z, dugc anh xa thanh diém gbc toa do sao cho

a; + B3

D*DPr(z) = 0 khi Z

i=1 ¢

<1, (1.1)

trong d6, D* va D? ki hiéu cho cac toan tit dao ham riéng

glal . o8l
————— Va
Ozt ... Dz8m 025 ... 02,

tuong uing.
Dinh nghia 1.3.1. Da kieu M(z) cia diém bién 2o € 9 la trong nhdé nhit M =
(my,...,my) trong L'y, (nhé nhat theo cdch sip xép "tw dién") sao cho M > A vdi moi

trong A phan biét duoc.

1.4 Tinh 16i va tinh gia 16i

Dinh nghia 1.4.4. Cho Q C C" la mot mién cé bién tron lop C* va diem p € O0S).
Gid st p la mot ham zdc dinh bién dja phuong cho Q2. Ta néi bién O la gid loi (Levi) tai

diem p neu

Lp)w) =S 2F

— o (p)wjwr >0 Vw € T,C(00). (1.2)
Gk=1 "7

Biéu thic bén vé trdi cia duge goi la dang Leut.
Diem p duge goi la gid 167 chidt Levi néu biéu thic bén vé trdi clia duong vdi moi
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w e T,°(09) \ {0}.
Mot mién dugc goi la gid 107 Levi (tuong tng gid 10 chat Levi) néu moi diém bién ciia né

gid 101 Levi (twong wng gid loi chat Levi).

1.5 Ham peak chinh hinh va ham peak da diéu hoa
duéi
Dinh nghia 1.5.2. Cho Q la mot mién trong C* va p la mot diém bién cia Q. Néu
ton tai mot ham lién tuc h : Q — R théa man:
(i) h la da dieu hoa dudi trén 2 va
(i) h(p) = 0 va h(z) < 0 vdi méi z € Q\{0},

thi ta néi h la ham peak da dieu hoa dudi taip cia Q2. Trong truong hop nay, diém p dudc

goi la diém peak da diéu hoa dudi ctia mién SQ.

1.6 Mién h-thac trién dudc

Mot da chi s6 (Aj, Ag, ..., \,) dude goi 1a mot da trong néu 1 > Ay > -+ > A,
Dinh nghia 1.6.1.Gid st f(z) la mot ham s6 trén C* va A = (A, Mg, ..., \y) la mot da
trong. Voi moi so thuct > 0, ta dat

m(2) = (t)‘lzl,t’\QZQ, . ,t)‘"zn) )

Ta néi f la ham A-thuan nhdt theo trong a néu f(m(z)) = t*f(2) vdi méi t > 0 va
z € C". Trong truong hop o = 1, ham f duoc goi la ham A-thuan nhat.
V6i da trong A, ham sb

7(z) = on(z) i= )|

1a mot vi du tiéu biéu cho 16p ham A-thuan nhét.
Ngoai ra, v6i da trong A va ham A-thuan nhat nhan gia tri thyc P, ching ta dinh

nghia mot mo hinh thuan nhat Dy, p nhu sau
D p ={(z,w) € C" x C: Re(w) + P(z) < 0}.

Dinh nghia 1.6.2. Gid sit Dy p la mot mo hinh thuan nhat. Khi dé, Da p dugc goi
la h-thdc trién dugc néu ton tai mot ham a(z) la A-thuan nhat thuoc lop C* trén C™\{0}

sao cho cac dieu kién sau dugc thoa man:

(1) a(z) >0 khi z # 0;
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(ii) P(z) —a(2) la ham da dieu hoa dudi trén C".
Khi do, ham a(z) duge goi la ham bumping.

Ki higu (€, p) 14 mot mién diém trong C"*1, v6i Q 1a mot mién gid 16i tron trong C+?
va diem p € 09Q. Gia st p 1a ham xac dinh bién dia phuong ctia Q § gan diém p va da
kicu M(p) = (1,my,...,m,) hitu han.

Theo dinh nghia da kiéu, ton tai mot hé toa do (z,w) = (z1, ..., 2., w) sao cho p =0

va ham p(z,w) c6 thé khai trién dugc ¢ gan diém 0 nhu sau
p(z,w) = Re(w) + P(2) + R(z,w),

trong d6 P 1a mot da thic (1/my, ..., 1/m,)-thuan nhat, da diéu hoa duéi khong chita

hang tit da diéu hoa, R 13 ham tron va théa man

n Y
|R(z,w)] <C (le Y IZjlm"> ,

j=1
véi cac hing s6 v > 1 va C > 0.

Dinh nghia 1.6.3. Ta goi Mp = {(z,w) € C" x C: Re(w) + P(z) < 0} la mot mo hinh
lien két véi (Q,p). Néu mién diem (Q,p) cé6 mo hinh lién két cia Q tai p € O la h-thdc
trién dugc thi ta noi (Q, p) la h-thdc trién duge. Trong truong hop nay, p duge goi la diém
bién h-thdc trién dugc.

1.7 Hosi tu A-khong tiép xic

Dinh nghia 1.7.1. Cho Q la mot mién trong C**' va p € 0Q la mot diém bién
h-thdc trién dude. Ta néi day {n; = (o, B;)} C Q hoi tu A-khong tiép ic tdi diém p néu
Im (8;)] < |dist (n;, 09Q)| va o (a;) < |dist (n;, 0Q)], trong d6 o(z) = 375 [26]™" .
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CHUONG 2
DAC TRUNG CUA CAC MIEN TRONG C" CO
NHOM TU DPANG CAU KHONG COMPACT

Trong Chuong 2, ching toi trinh bay cac két qua chinh (Dinh 1i 2.1.1, Dinh i 2.2.1,
Menh de 2.3.1) trong viéc nghién cttu Bai toan 1 ciia luan an. Céac két qué clia chuong
nay dugc viét dya trén bai bao [3] trong muc "Cac cong trinh da cong bo lien quan dén
luan 4n". Dong thai, ching to6i ciing gidi thiéu cadc khai niém can thiét phuc vu cho viéc
phat biéu v& chitng minh céc két qua nay (Dinh nghia 2.1.1, Dinh nghia 2.1.2, Dinh nghia
2.2.1 va Dinh nghia 2.3.1).

2.1 Dang diéu ctia cac quy dao tu dang cau hoi tu téi

diém bién ctia mién h-thac trién dudc trong C”

2.1.1 Ho6i tu A-tiép xtic déu

Dinh nghia 2.1.1. Ta néi day cdc diém {n; = (a;, 8;)} C Q vdi o; = (ajy, ..., y) hoi

tu A-tiép xic déu téi diem & néu cdc diéu kien sau dugc théa mén:
(a) [Im(5;)| < [dist(n;, 0Q)|;
(b) dist(n;,0Q) = o(|ak|*™) vdi 1 < k <n;
(c) o™ = ag|*™ = ... & || ™.
Ki hiéu

n
o(z) = Z |2 2™
k=1

Dinh nghia 2.1.2. Diém bién & € 02 dugc goi la diém h-thdc trién manh néu ton tai
§ > 0 sao cho P(z) — da(z) la ham da diéu hoa dudi, nghia la dd°P > §dd°o.

Dé chiing minh Dinh Ii 2.1.1, ta can cac bo dé sau.

B6 dé 2.1.1. Cho f(z,w) la ham tron Idp C, zdc dinh trong mot lan can cia diém goc
toa do trong C**1, triét tiéu tdi cap theo trong lén hon hodc bing 1 tai goc toa do. Khi
do, ta co

f(lezla LR 7Tj7’LZ7’L7 €jw> = O(Gj)‘
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V6i cac don thiic c6 cap clia trong < 1, ta c¢é cac bo dé sau day.
B6 dé 2.1.2. Cho p,q € N la hai da chi s6. Khi dé, vdi moi da thic P ta cé
;' |DPDTP(ay)T? ™| — 0
vdi |p| + |q| > 2. Ngoai ra, néu |p| = |q| =1 thi
6;1 }DquP(aj)ijJrq’ <1
Hon nita, néu P(z) — 6o (z) la da diéu hoa dudi vdi 6 > 0 thi
. P

J 82;492, (

k=1

€ Oéj)’i'jijlwkwl Zmﬂwl\z—l——i—mi\wnﬁ

Bo dé 2.1.3. Cho Q(2) la da thitc theo bién z € C" sao cho Q € O(1,A). Khi dd, ta cé
! }DquQ(aj)T]erq} —0

khi j — oo vdi |p| + |q| > 2.

2.1.2 Mo hinh ctia mét mién gia 16i trong C" c¢6 mot diém bién
h-thac trién manh

Trong muc nay, chiing t6i xét mot mién gia 16i c6 bién tron 16p C™ va c6 day cac qui
dao tur diing cau hoi tu déu A-tiép xtc dén diem bien. Cu thé, ching toi chiing minh Dinh
i 2.1.1 sau day.

Dinh 1i 2.1.1. Cho Q la mot mién gid loi trong C*™t 6 bién O tron lop C*. Gid si

& € 0 la diém h-thdc trién manh vdi da kieu Catlin hitu han (2mq,--- ,2my, 1) va
A= (g 5)- Gid st ton tai mot day cic tu ding cau {p;} C Aut() sao cho

{oj(a)} hoi tu A-tiép zic déu tdi diem & vdi a € Q. Khi do, Q la mién song chinh hinh

vdi hinh cau don vi B*HL.

2.2 Dang diéu ctia cac quy dao tu dang cau hoi tu téi
mot diém bién ctia mién gia 16i c6 d6i hang Levi
bang 1 trong C"*!

Trong phan nay, ching toi trinh bay mot s6 kién thic chuan bi can thiét dé tir do6
phat biéu va chitng minh két qua chinh thi hai ctia Chuong 2.
Cho € 14 mot mién trong C**! sao cho gan diém &, bien 0 1a gia 16i ¢6 kiéu hitu han

va c6 dbi hang Levi bang 1.
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2.2.1 Hoi tu ﬁ-tiép x10c cau
Dinh nghia 2.2.1. Ta néi diy cic diém {n; = (a;, 8;)} C Q vdi aj = (a1, . .., aj,), hoi
tu #-tiép xfic cau téi diém & néu

(a) Tm(B;)] < |dist(n;, 0Q)|;

(b) |dist(n;, 0Q)| = o(|a;1[*™);

(c) AP(aj1) 2l ™2

2.2.2 DPa thic diéu hoa dudi thuan nhat

Trong muc nay, ching ta nhic lai mot bé dé can dung cho chiing minh Dinh 1f 2.2.1

d muc sau.
Bo dé 2.2.1. Ta c6

kP
02l0zk—1 (a3)

Rl
\]}—‘
e
AN
T
Q
<.
S
3
~——
|
>
Vv
w

Ngodi ra, néu k =2 va j =1 th

o?P _
)| ' = (00 + gu0))

0207z (a3)

2.2.3 M5 hinh ctia m6t mién gia 16i trong C" cé6 déi hang Levi
bang 1

Trong muc nay, ching t6i xét cic mién gia 16i trong C**! véi bien 9 tron O c6 dbi
hang Levi bing 1 tai mot diém bién va c6 diy cac quy dao tur dang cau hoi tu tiép xic

cau téi diém bién d6. Cu thé, ching toi chitng minh Dinh 1i 2.2.1 sau day.

Dinh 1i 2.2.1. Cho Q la mot mién gid 1o trong C** véi bien OQ tron l6p C*°. Gid st &
la mot diém bién cia Q ¢6 kiéu D’Angelo hitu han sao cho dang Levi c6 doi hang nhicu
nhat la 1 tai diém & va ton tai mot day cdc tu dang ciu {¢;} C Aut(Q) sao cho {p;(a)}
hoi tu 5= —tiép wic cau tdi diem & vdi a € U, trong dé 2m la kiéu cia O tai diem &.

Khi doé, Q2 la mién song chinh hinh vdi hinh cau don vi B,

2.3 Dang diéu cua cac quy dao tu dang cau hoi tu
dén diém bién ctia moét mién trong C>

Trong phan nay, chiing toi sé gidi han viéc nghién cttu cho cic mién trong C2.
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2.3.1 Hoi tu %-tiép XUc cau cap cao
D1 tu 5 -

Trong muc nay, chiing toi xét mot mién song chinh hinh véi mot mo hinh dude xac
dinh bdi mot da thie thuan nhat c6 bac 16n hon 2. Véi muc dich nay, ching toi dua ra
mot dang khac ciia Dinh nghia nhu sau.

Dinh nghia 2.3.1. Mot day cic diém {n; = (o, B;)} C Q duge goi la hoi tu 5~ -tiép wic
cau cip 2v (2 < v < m) tdi diem & € O néu cac dieu kién sau dugc théa man:

(1) [Im(5;)] < dist(n;, 09);

(27’) diSt(nﬁ 8Q) = O(‘OéJ'lQm):'
(iii) néul+1 < 2v th

- rdist(n, 00) 51
lim (_(77] >> (g1 (0;) + hyp (|l 6;)) = 0,
j—o0

o [P
trong dé 6; = arg(o;);

(iv) ton taily,ly vdily + I = 2v, max(ly, l}) > 1 sao cho

lijrgiogf |91.15(05)] > 0.

2.3.2 M5 hinh ctia mo6t mién gia 16i trong C? c6 mot diémt bién
c6 kiéu hitu han
Trong muc nay, ching toi chitng minh Ménh dé 2.3.1. sau day.
Ménh dé 2.3.1. Cho Q la mot mien gid loi trong C* c6 biéen OS2 tron lop C®. Gid si
& € 00 la diém c6 kiéu hitu han 2m. Gid st ton tai mot s6 2 < v < m,a €  va mot

day cic ty dang ciu f; C Aut(Q) sao cho f;(a) hoi tu 5=—tiép wic cau cip 2v tdi diém

&. Khi do, mien Q song chinh hinh véi mot mo hinh cé dang
Mg :={(z,w) € C* : Re(w) + Q(2) < 0},
trong do Q la mot da thic thuan nhat diéu hoa dudi bic 2v nhung khong chita hang ti

diéu hoa.

2.3.3 Mién kiéu Kohn-Nirenberg

Trong muc nay, chiing t6i dua ra mot vi du (Vi du 2.3.1) dé chi ra ring néu day
cac quy dao tu dang cau khong hoi tu A-tiép xdc cau t6i mot diém bien, thi mién
khong song chinh hinh véi hinh cau don vi B? nhung song chinh hinh véi mot mo hinh
Mg = {(z,w) € C?: Re(w) +Q(z) < 0}, trong d6 Q la da thitc diéu hoa dudi, thuan nhat
c6 deg(Q) > 4. Vi du nay cling mo ta cho truong hop khi Ménh dé 2.3.1 xay ra.
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CHUGONG 3
DANG DIEU BIEN CUA HAM SQUEEZING VA
CUA METRIC KOBAYASHI

Trong chuong nay, ching toi trinh bay cic két qua chinh (Dinh 1f 3.1.2, Dinh 1f 3.1.3
va Dinh 1{ 3.2.3 ) lien quan dén Bai todn 2 ctia luan an. Két qua ctia chuong nay duge
viét dua trén cac bai bao [1] va [2] trong muc "Céc cong trinh da cong bo lien quan dén

luan an".

3.1 Dang diéu bién ctia ham squeezing gan diém cuc

toan cuc

3.1.1 Mot sb6 tinh chat ctia ham squeezing
Cho  1a mién bi chan trong C™. Ki hieu r(z,Q) va R(z, ) tuong ting bdi
r(z,Q) =sup{r > 0: B(z,r) C Q} va R(z,Q) =inf{R > 0: B(z, R) D Q}.
Véi tap con K C 2, ta dat

r(K,Q) = inf r(z,Q); R(K,) =sup R(z,Q).

zeK zeK

Bo dé 3.1.1. Cho Q la mién bi chin trong C™ va K la mot tap con compact tuong doi

2 . 2 2 4 - N T<K7 Q)
. < < > —— .
ctua Q. Khi do, ta cor(z,Q)/R(2,Q) < oq(z) <1 vdiz € Qva Zlél}f{O’Q(Z) = RK.Q) >0

Dinh nghia 3.1.1. Cho Q la moét mién bi chan trong C* va X la mot tap con cia Q. Ta
néi 2 la mién chinh quy thuan nhat chinh hinh (HHR) trén X néu inf cx 0q(2) > 0. Dic
biet, néu Q la mien HHR trén Q thi ta noi Q la mién HHR.

Meénh dé 3.1.1. Cho Q la mot mién bi chan trong C™. Gid si ton tai mot tap con X C €
théa man Vz € Q 3f € Aut(Q) sao cho f(z) € ¥. Khi dé, Q la mien HHR néu ) la mién
HHR trén 3.

Dinh Ii 3.1.1. Néu mién bi chin § trong C* c6 mot co sd lan can Stein chia mot diém

bién gid 10 chat p thi lim,_,, oq(z) = 1.

Két qua sau day nhu mot he qua ciia Dinh 1i[3.1.1] BS dé va Ménh dé
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Hé qua 3.1.1. Cho Q la mot mién bi chin trong C* c¢6 mot co sd lan can Stein. Gid si
ton tai mot tap con M C Q) théa man Vz € Q 3f € Aut(Q) sao cho f(z) € M. Néu moi
diém p € M NOQ déu la diém gid 1oi chat thi Q la mién HHR.

3.1.2 Ham squeezing cua ellipsoid téng quat

Trong muc nay, ching toi phat biéu va ching minh két qua chinh dau tien ctia Chuong
3; do6 1a Dinh Ii 3.1.2 sau day.

Dinh 1i 3.1.2. Cho P la mot da thitc thuan nhat cé trong (my, ..., m,_1) dudc cho bdi
(1) sao cho P(z') > 0 vdi moi 2/ € C*1\ {0'}. Néu Dp la mién WB thi Dp la mién
HHR.

Dé chitng minh Dinh 1f 3.1.2, chiing ta can mot s6 bo dé sau.

Bo dé 3.1.2. Cho P la da thic thuan nhit cé trong vdi trong (mq,...,my,_1) dugc cho
trude bdi sao cho P(Z') > 0 vdi moi 2/ € C*1\ {0'}. Khi d6, dnh za chinh hinh v
duoc xac dinh boi

21/2m1 21/2mn,1 1— Zn
(1 + 2,)/m SERRRE (14 2,)Y/mn #n—1y 14+ zn> ’

(2, 2n) — (
la mot anh xa song chinh hinh tu Dp vao Ep.

B6 dé 3.1.3. Cho P la da thic thuan nhat c¢é trong vdi trong (my, ..., mu_1) duge cho
bdi sao cho P(2') > 0 vdi moi 2/ € C" 1\ {0'}. Khi dé, Aut(Dp) chita cic tu ding
cau D, sau day, dugc zdc dinh bdi

1— ’a|2>1/2m1 (1- |a|2)1/2mn71 0 Zn — @
/ n) ( n— w2
(2 2) ( (L —az)/m V7 (A —azg) Vs "0 TGz, )

trong do a € A :={z € C: |z] <1} va 6 € R. Hon nia, Aut(Ep) chita cic phép co gian
Ay, A >0, dugc zac dinh bdi

, B z1 n—1_ Zn
AA(Z7Zn)) — ()\1/2m17"‘7)\1/2mn—1’ >\> .

3.1.3 Dang diéu ctia ham squeezing gan diém cuc tri toan cuc

Phan nay duge danh hoan toan dé gidi thieu két qua chinh thit hai ctia Chuong 3; d6
la DPinh Ii 3.1.3 sau day.

Dinh 1i 3.1.3. Gid st Q la mot mién trong C* (n > 2) va p € 9Q la mot diem cuce (P,r)
vdi 0 < r < 1. Khi dé, vdi moi 0 <1’ <71 vac>0 ton tai 9,7 > 0 sao cho

oa(q) >, VqeT(r,c)N B(p;e).
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3.2 Dang diéu bién cua cac metric Kobayashi trén

mién h-thic trién dudc

Trong phan nay, ching to6i sé trinh bay két qua chinh thi ba lién quan dén Bai toan 2
clia luan an. Phan nay dugc viét dua trén bai béo [2] trong muc "Céac cong trinh da cong

b6 lien quan dén luan an".

3.2.1 Tinh 6n dinh ctia cac metric Kobayashi

Trong phan nay, ching ta tap trung chi ¥ vao tinh én dinh ciia metric Kobayashi tong
quat. Cu thé, chiing t6i chiitng minh dinh i quan trong sau day.

Dinh li 3.2.1. Gid si {D;} la mot day cic mién trong C*** hoi tu dén mo hinh Mp c6
ki€u hiu han. Khi dé, ta cé

lim Fp (2, X) = Fy(2,X), ¥V (2,X) e Dx C**' k> 1.

j—o0
Hon nita, su hoi tu la déu trén cdc tap con compact cia D x C**1,
Dé chiing minh Dinh 1i [3.2.1] ching ta can sit dung ménh dé sau.
Meénh dé 3.2.1. Cho {D;} la mot day cic mién trong C**! hoi tu téi mo hinh Mp c6
kieu hitu han. Gid st w la mot mién trong C* va o;j : w — Dj; la mot day cdc anh za
chinh hinh sao cho {oj(a)} € Mp vdi a € w. Khi dé, day {o;} chida mot day con hoi tu

déu dén mot dnh xa chinh hinh o : w — Mp.

3.2.2 Gidi han bién c6 trong ctia metric Kobayashi téng quat

Trong phan nay, ching t6i xét truong hop mién gid 16i ¢6 diém bién h-théac trién co6
da kiéu hitu han trong C"*'. Cu thé, chiing toi chitng minh Dinh 1 3.2.3 va néu hé qua
sau cua no.

Dinh 1i 3.2.3. Cho Q la mgt mién gid 1o 6 bién tron ldp C*® trong C* va diem & € 09
sao cho Q la mién h-thdc trién tai diém &. Gid st da kiéu cia diem & la (1,mq, ..., my,)
ma m, < +o0o va cho A = (1/my,...,1/m,). Gid si ham zdc dinh bién dia phuong p cia

maén Q gan diém 0 ¢6 dang
p(2) = Re(z) + P(2") + R(2),

trong dé P la da thic da dieu hoa dudi, A-thuan nhat, khong chita hang ti da diéu hoa,

R la ham tron va thdéa man

|R(z)| <C (IZoI +Z\2j|mf> :

Jj=1
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vdi hing s6 v > 1 va C > 0. Gid si {n;} = {(njo,n;)} C QNUNT la mot day cic diem
hoi tu dén diém 0 sao cho

: / n
N 7y, () = o € C".
Khi do, ta co

. k k
ol Py (1 () X) = Pl (0, -1), %)
=Fy. ((-1= P(a),0), X), V X € C".
Heé qua 3.2.1. Gid s Q, &, ['® nhu trong Dinh i 2.2.3. Néu s > 1 thi ta c6

. _ o ! n+1
ol Fonus () lp(a)] = Firp (1,0, X(0)), ¥ X € C*7,

trong dé Xn(0) la thanh phan phdp tuyén phic cia X tai & = 0.
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KET LUAN VA KIEN NGHI

Két luan

Luan an da dat dugc mot sé két qua sau:

1)

2)

St dung linh hoat ki thuat scaling ctia S. Pinchuk dé nghién citu tinh dic trung méi
clia cAc mién gid 16i yéu c6 kiéu hitu han trong C* béi dang diéu bién ciia cac qui
dao tu déng cAu, trong d6 két qua chinh 1a cac Dinh 1i[2.1.1] Dinh 1{[2.2.1] Menh dé
va dua ra cac vi du minh hoa.

Dua ra va chiing minh mot dinh 1i vé mot 16p méi cac mieén chinh quy, thuan nhat,
chinh hinh (mién HHR), trong d6 két qué chinh 1a Dinh 1i[3.1.2}

Dua ra va chiing minh mot dinh 1i vé uéc lugng dudi déu cho ham squeezing 6 gan
diém cuc (P,r) trong d6 két qua chinh 1a Dinh 1{[3.1.3]

St dung ki thuat scaling dé chitng minh sy ton tai giéi han A-khong tiép xic ciia
cac metric Kobayashi tong quat tai diém bien h-thac trién duge, trong dé két qua
chinh 14 Dinh 11 3.2.3.

Kién nghi vé nhitng nghién cttu tiép theo

1)

Trong Dinh i 3.1.3, sy hoi tu ctia diy cac diém trong I'(r, ¢) dén diém p 1a sy hoi tu
A-khong tiép xtic. V6i truong hop khi {a;} € f~1(D(r)) C © khong hoi tu A-khong
tiép xtc t6i p = 0, nghia la, v6i moi 0 < 7/ < r va ¢ > 0 ton tai j». € N sao cho
a; € T(r',c) v6i moi j > j ., ching ta khong biét duge déng dieu cia {oq(a;)}.

Do d6, cau héi ty nhién duge dat ra lalieu  liminf  og(z) > 0 hay khong va d6
f=H(D(r))2z—p

van 1a bai todn md. Vi vay, chiing toi tiép tuc nghién ctu dé tim cach mo ta dang
diéu bién ctia ham squeezing khi day diém I'(r, ¢) khong hoi tu A-khong tiép xtc t6i

diém p.

Cho dén nay, bai toan vé udc lugng cdc metric mdéi chi ding lai xem xét cho cac
mién gia 16i ¢6 kiéu hitu han. Déi v6i mién gia 16i c6 kiéu vo han thi bai toan udc
lugng céc metric nay van con la bai toan md va chi méi dat duge mot s6 két qua cho
cidc mien dic biet. Trong nhitng nam gan day, N. V. Thu cling quan tam dén chi
dé nay va dat duge mot s6 két qua ban dau (xem céc tai lieu [19] va [71]). Trong
thoi gian t6i, ching t6i tiép tuc nghién cttu chit dé nay cho cac mién c6 kicéu vo han

tong quat hon.

Chiing toi tiép tuc nghién citu dé dua ra dic trung cho cho cac mién gia 16i trong

C" khi qui dao tu dang cau ¢;(a) khong hoi tu A-tiép xtic déu dén diém bien &.

23



1

DANH MUC CONG TRINH KHOA HOC
CUA TAC GIA
LIEN QUAN DEN LUAN AN

] Ninh Van Thu, Nguyen Thi Kim Son and Chu Van Tiep, Boundary behavior of
the squeezing function near a global extreme point, Complex Variables and Elliptic

Equations, 2023, Vol. 68, Issue 3, pp. 351-360.

] Ninh Van Thu, Do Khanh Huyen and Nguyen Thi Kim Son, Boundary behavior
of general Kobayashi metrics in h-extendible domains, VNU Journal of Science:

Mathematics - Physics, 2024, Vol. 40, No. 3, pp. 106-115.

] Ninh Van Thu, Nguyen Thi Kim Son and Nguyen Quang Dieu, Pinchuk scaling
method on domains with non-compact automorphism groups, International Journal
of Mathematics, 2025, Vol.36, No. 01, 2450063.

CAC KET QUA TRONG LUAN AN DA DUGC
BAO CAO TAI CAC HOI NGHI

Bao céo “Boundary behavior of the squeezing function near a global extreme point”,
Trudng he Giai tich va Hinh hoc, Truong Dai hoc Su pham - Dai hoc Da Néng,
11-14/06/2020.

Bao cédo “Pinchuk scaling method on domains with non-compact automorphism

groups”, Hoi nghi Toan hoc toan qubc lan thi X, Da Néng, 8-12/8/2023.

24



	Mở đầu
	Kiến thức chuẩn bị
	Sự hội tụ chuẩn tắc của một dãy các miền và của một dãy các ánh xạ
	Kiểu theo nghĩa D'Angelo
	Đa kiểu Catlin
	Tính lồi và tính giả lồi
	Hàm peak chỉnh hình và hàm peak đa điều hòa dưới
	Miền h-thác triển được
	Hội tụ -không tiếp xúc

	Đặc trưng của các miền trong Cn có nhóm tự đẳng cấu không compact
	Dáng điệu của các quỹ đạo tự đẳng cấu hội tụ tới điểm biên của miền h-thác triển được trong Cn
	Hội tụ -tiếp xúc đều
	Mô hình của một miền giả lồi trong Cn có một điểm biên h-thác triển mạnh

	Dáng điệu của các quỹ đạo tự đẳng cấu hội tụ tới một điểm biên của miền giả lồi có đối hạng Levi bằng 1 trong Cn+1
	Hội tụ 12m-tiếp xúc cầu
	Đa thức điều hòa dưới thuần nhất
	Mô hình của một miền giả lồi trong Cn có đối hạng Levi bằng 1

	Dáng điệu của các quỹ đạo tự đẳng cấu hội tụ đến điểm biên của một miền trong C2
	Hội tụ 12m-tiếp xúc cầu cấp cao
	Mô hình của một miền giả lồi trong C2 có một điêmt biên có kiểu hữu hạn
	Miền kiểu Kohn-Nirenberg


	Dáng điệu biên của hàm squeezing và của metric Kobayashi
	Dáng điệu biên của hàm squeezing gần điểm cực toàn cục
	Một số tính chất của hàm squeezing
	Hàm squeezing của ellipsoid tổng quát
	Dáng điệu của hàm squeezing gần điểm cực trị toàn cục

	Dáng điệu biên của các metric Kobayashi trên miền h-thác triển được
	Tính ổn định của các metric Kobayashi
	Giới hạn biên có trọng của metric Kobayashi tổng quát


	Kết luận và kiến nghị
	Danh mục công trình khoa học của tác giả liên quan đến luận án
	Các kết quả trong luận án đã được báo cáo tại các hội nghị

