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MG dau

Luan an nay nghién citu mot sé6 phuong phap hiéu chinh gidi bai toan bao
ham thitc bién phan c6 ciu tric tong sau day.

Bai toan 0.1 (VI - Variational Inclusion) Cho H la mot khong gian Hilbert
thue. A:H — 2" va B : H — H lan lugt la cic toan té da tri va don tri
tren H. Bai todn VI dugce phdt biéu nhu sau:

Tim diem x* € H sao cho 0 € A(x*) + B(z*). (VI)

Phuong phap cb dién va don gidn nhat giai bai todn nay trong trudng hgp
B = 0 la phuong phap diém gan ké, dugce dé xuat béi B. Martinet nam 1970
trong giai bai toan bat dang thitc bién phan va duge nghién cttu mé rong béi
Rockafellar nim 1976 cho bai toan tim khong diém clia toan tit A don dieu
cuc dai, ¢6 dang:

=Jiz" k=0,1,...,

trong do Ay > 0 duoc goi la ¢d budc va JA la giai thitc cua toan tit A ting
v6i tham s6 Aj, cho béi J5! := (I + A\pA)~ ¥ trong d6 I la toan tit dong nhat
trén H. Phuong phap dlem gan ké da md ra mot hudng tiép can hiéu qua
cho viéc nghién citu thuat giai cho bai toan VI, d6 1 st dung nguyeén ly diém
bat dong duya trén toan ti gidi thiec.

Niam 2018, C. Zhang va Y. Wang da dé xuat phuong phap co gan ké sau
day cho bai toan VI:

= J 2k — \B(h)),
d(zF, y*) = 2 — yF — M (B(2F) — B(y¥)),
M=ok — 4 Bd(a”, yb),

voi 7 € (0,2), By = e o 9(@*,4%) = (@ =yt d(@hyh), (A} T day

cac ¢d bude thod man mot sO diéu klen cho truge va lillgn inf \, > X > 0. Véi
—00

mot s6 dieu kien nhat dinh, cic tac gid da ching minh ring day {z*} sinh
bdi phuong phap dé xuat hoi tu yéu dén mot nghiém ctia bai toan VI.

Gan day, dé tang téc do hoi tu ctia phuong phap lap, ngudi ta thuong st
dung ky thuat quan tinh. F. Alvarez va H. Attouch [4] da dé xuat ki thuat
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nay, xuat phat tu hé dong lyc bac hai c6 tén 1a "qua cau ning c6 ma sat".
Phuong phap nay sau dé duge st dung rong rai nham muc dich tang téc do
hoi tu ciia cac thuat toan lap. Nam 2021, B. Jiang va cac cong sy da duya trén
cac phuong phép chinh lap dudi dao ham tang cuong (RSEGM - regularized
subgradient extragradient method) va chinh lip dao ham ting cuong kiéu
Tseng (RTEGM - regularized Tseng’s extragradient method) ctia Dang Van
Hiéu va cac cong su dé dé xuat cac thuat toan RSEGM quan tinh da buéc
va RTEGM quan tinh da budec.

Trong ludn an nay, ta cing quan tam nghién citu phuong phéap giai bai
toan bao ham thitc bién phan tach (SVI - split variational inclusion) trong
hai khong gian Hilbert thyc Hq va Ho:

Tim x* € H; sao cho 0 € By(z*) va 0 € BT (z7), (SVI)

trong d6 By : Hi1 — 2™ v By 1 Ho — 272 13 hai toan tit don dieu cuce dai va
T : Hy — Ho 1a mot toan tit tuyén tinh bi chin. Tap nghiém ctia bai toan
SVI dugce ki hieu 1a Qgyr va luon duge gid thiét khac rong. Bai toan VI c6
thé dua dugc vé bai toan SVI bang cach dat B; = A + B va By la toan ti
dong nhat bang 0. Bai toan nay dugce dé xuat bdi A. Moudafi nam 2011 va
sau d6 Y. Censor va cac cong su trong nam 2012 da dé xuat va nghién cttu
bai toan bat ding thitc bién phan tach va bai todn khong diém tach (SZP -
split zero problem).

Gan day, C-S. Chuang trong nam 2016 da dé xuat thuat toan gan ké sau
dé gidi bai toan (SVI) trong khong gian Hilbert:

Thuat toan 0.1
Khdi tao: Liy 2 € Hy va {8} C [B, +00) C (0, +00).

Cac budc lap:
Bude 1. Tinh y* = inl (slzk — v T* (I — JBkz) T(xk)) , vdi v, > 0 théa

man dieu kién
- HT (1 _ J‘i;) T(%) — T (1 _ Jgj) T(y’f)H < 8l|lzF — ¥, 0< 8 < 1.

Bude 2. Néu z* = y*, ding thuat todn. Néu khong, tdi Bude 3.
Budc 3. Tinh o*+! = Jg: (2% — NeD(a%, ;)] , trong do
Dt ) = ok =y o [T (1= J52) TG =77 (1= J5) T

<xk - ykv D(xkaq/k)>
[ D (2", )] 2

Budc 4. Cap nhat k .=k + 1 va quay tro lgi Budce 1.

A =



Day {«*} sinh béi Thuat toan trén hoi tu yéu dén nghiém ctia bai toan (SVI)
duéi mot vai diéu kien phtt hgp duge dat lén toan ti gia va cac tham so diéu
khién.

Trong luan an nay, ta ciing nghién citu thuat giai cho bai toan can biang
(EP-equilibrium problem). Cho H la mét khong gian Hilbert va C' 14 mot
tap con 16i déng khac rong ctia H. Cho f : H x H — R 1a mot song ham
can bang trén C, tic 1a f(x,x) = 0 v6i moi = € C. Xét bai toan sau day:

Tim z* € C sao cho f(z*,y) > 0 v6i moi y € C. (EP(f,C))

Ta ki hieu Sol(f,C') 1a tap nghiém ctia bai toan can bang EP(f, C') va luon
gid st rang tap nay 1a khac rong. Nam 1992, tén goi Bai toan can bang chinh
thitc xuat hién trong cong trinh ctia Lé Diing Muu va W. Oettli.

Nam 2022, Dang Van Hiéu va cac cong st da dé xuat mot phuong phap
chinh lap (IRM - iterative regularization method) hdi tu manh giai bai toan
EP don diéu c¢6 dang: lay z°,y° € C, véi méi k > 0, tinh 2! va y* ! béi

:C]l:jj ~ prOXAk-(f(y"‘,-)+aky(wkv))(wk)’ b (1)
YT =PI (1t ) barg(at ) (27,
trong d6 g : C' x C' — R 1a mot song ham don diéu manh va A\ € [A,ﬂ C

(0, +00), ai > 0 1a cdc tham s6 phlt hgp, con prox;, duge cho bdi
1
prox,u = argmin {h(v) + 3 v —ul]®:ve C’} :

Trong nhing nam tré lai day, phuong phap hé dong lwc da duge nghién
cttu va ting dung rong rai trong nhiéu linh vyc nhu t6i wu 10i, Iy thuyét tro
choi, Iy thuyét diém bat dong, phuong trinh dao ham rieng. Nam 2022, Pham
K3y Anh va cac cong sut da trinh bay mot hé dong Iuc hiéu chinh lién két véi
bai toan EP, c6 dang

Y(t) = ProXyu)(ra(r), ) +amgtew),) (1),
@(t) + x( ) (t)> (2)
2(0) = 2V

trong d6 A : [0,4+00) — (0,400) la mot ham lién tuc, « : [0,4+00) —
(0, +00) 1a ham kh4 vi lién tuc, thod man

. e At) Gft)
Jim_a(t) = 0; /0 A(tJalt) = +oor lim 205 =0: lim 55 =0
Heé (2) c6 thé dugc r6i rac hod dudi dang

Y" = PrOXy, ((at ) rarg(at ) (T); (3)
P = (1 — hy)2® + b,



vl {ag} va {\r} 1a cac day s6 thuce duong dan vé 0. Céc tac gia da chi ra
rang thuat toan (3) 1a hoi tu manh.

Tt cac thuat toan hoi tu yéu da biét, ta cai tién va tich hop nham phat
trién cac thuat toan hoi tu manh méi, khong qua phic tap nhung hiéu qua. Y
tudng vé giai cac bai toin dat khong chinh trong luan an 1a chon mot nghiem
clia bai toan ban dau thong qua viéc tim nghiém ctia mot bai toan hai cap
dat chinh, ¥ tuéng nay bat nguon tit viec tham khio cong trinh clia cic tac
gid Bui Van Dinh, Pham Gia Hung, L.é Diang Muu (2014). Nhimng cong cu ma
ching ta quan tam 14 phuong phap co gan ké, ki thuat hiéu chinh, phuong
phap dao ham tang cuong, phuong phap hé dong luc. Bén canh do, chiing ta
cling quan tam dén phuong phap chon ¢d bude phit hop cho thuat toan duya
trén dieu kién cd budc duy dodn (PSC). Cac thuat toan dé xuat sé dugc ap
dung vao mot s6 bai toan cu thé. Cudi ciing, ta thuc hién cac thit nghiem sé
dé minh hoa tinh hiéu qua ciia cac phuong phap thu dugce va so sanh véi céc
thuat toan da biét.

Ngoai phan md dau, két luan va tai lieu tham khao, luan an dudc chia thanh
ba chuong. Két qua chinh tap chung trong cac Chuong 2 va 3.

B6 cuc ctia luan an

M6 dau

Chuong 1. Kién thitc chuan bi.

Chuong 2. Cac phuong phap hiéu chinh gidi bai toan bao ham thitc bién
phan va bao ham thic bién phan tach.

Chuong 3. Phuong phap hé dong liic hiéu chinh gidi bai toan can bang.

Két luan

Danh muc cong trinh khoa hoc ctia tac gia liéen quan t6i luan an.

Tai liéu tham khao.

Cac két qua chinh ctia luan an dudc cong bo trong 5 tap chi thuoc danh
muc SCIE va SCOPUS va dugc bao céo tai:

1. Xémina ctia bd moén Toan hoc tinh toan va Toan tng dung, Khoa Toan-
Co-Tin hoc, Truong Dai hoc Khoa hoc Ty Nhién, Dai hoc Quoc gia Ha
Noi.

2. Hoi thdo Téi wtu va Tinh toan khoa hoc lan thit 21, Ba Vi, 20-22/4/2023.

3. International Conference on Optimization and Variational Analysis with
Applications (ICOVAA), VIASM, Hanoi, July 12-15, 2023.

4. Hoi nghi Toén hoc toan quéc lan thi 10, Da Néng, 8-12/8/2023.

5. Giap g6 Toan hoc 2024 - Hoi thao Khoa hoc cédc nha nghién citu tre,
Trudng Dai hoc Su pham Ha Noi 2, Vinh Phic, 28-29/9/2024.

6. Hoi nghi Khoa hoc Khoa Toan-Co-Tin hoc, Trusng Dai hoc Khoa hoc
Ty Nhién, Dai hoc Qudc Gia Ha Noi, 09/10/2024.



Chuong 1

Kién thdc chuan bi

1.1. Mot sb kién thiic co ban

1.1.1. Mot s6 khai niém co ban trong khong gian Hilbert

Dinh nghia 1.1 Cho ham chinh thudng ¢ : H — (—o0,+o0] va z* €
dom(yp). Khi d6, vecto y € H dugce goi 1a dudi dao ham cta ham ¢ tai x*
néu véi moi € H, ta c6 (y,x — %) < p(z) — p(a*).

Tap hop tat cd dudi dao ham ctia ham ¢ tai z*, ki hieu 1la dp(z*), duge goi
1& dudi vi phan clia ¢ tai z*. Ham ¢ duge goi 1a khd dudi vi phan tai z*, néu

dp(z*) # 0.

B6 dé 1.1.1 (Quy tic Fermat). Cho ¢ : H — (—o0,+oq] la ham [0i,
chinh thuong. Khi dé x* € argming khi va chi khi 0 € Op(x*). Noi cach
khac, ta ¢ argmin o = zer(dp) = {z* € H : 0 € dp(z*)}.

Ta c6 hé qua sau day ctia B6 dé 1.1.1, ap dung cho ¢ := ¢g + ¢, trong dé
Lo : H — (—o0, +oo] duge goi 1a ham chi cta C, cho béi

0 néuu € C,
te(u) =

+o00  néu ngudce lai.

Hé qua 1.1.1. Cho C la tap loi, déng va khdc rong trong khong gian Hilbert
H vah:H — RU{+oo} la ham 163, nita lien tuc dudi, chinh thuong. Gid si
h lien tuc tai mot diém nao dé ciia C' hodc ton tai mot diém trong ctia C' ma
h la hitw han. Khi dé, x* la nghiém cia bai todn t6i wu loi min {h(z) : x € C'}
khi va chi khi O € Oh(x*) + Ne(x*).



1.1.2. Phép chiéu metric, toan ti va giai thiic ctia toan tit
Dinh nghia 1.2 Cho C' C H 14 16i, déng, khac rong. Khi d6, anh xa
Po-H—C
x — argmin{||ly — z| : y € C}
duge goi 1a phép chiéu metric (hay don gian 1a phép chiéu) tit H len C.

Dinh nghia 1.3 Cho toan ti da tri A : H — 2. Gidi thic cta A tng v6i
$6 A > 0 ki higu la J5' (JA trong truong hop A = 1), 1a toan tit H — 2% cho
béi Jitr = (I + \A)"La.

Ta c6 cac két qua sau

Bo6 dé 1.1.2. Cho A : H — 2™ 14 todn it don diéu cuc dai, khi dé vdi moi
A >0, gidi thic J{* la don tri, dom(J5') = H va khong gian ving (nén hién
nhién la khong gidn).

B6 dé 1.1.3. Cho A : H — 2% la todn ti don dieu cuc dai va B : H — H
la todn tit don diéu va lién tuc Lipschitz. Khi dé toan ti S := A+ B la don
diéu cuc dai.

Bé dé 1.1.4. Cho A : H — 2% la todn tit don diéu cuc daiva B : H — H la
todn ti don tri. Vi moi X > 0, ta zdc dinh todn ti J(x) := J{{(x — AB(x))
vd1 moi x € H. Khi do

¥ € (A+ B)H0) & z* € Fix(J).
Trong do Fix(J) la tap diém bat dong cia J .

Bo dé 1.1.5. Cho A : H — 2™ 14 todn ti don dieu cuc dai, va diém x € H.
Khi dé A(x) la tap loi va dong.

Bay gio, ta nhéac lai khai niém toan tit gan ké ctia ham 16i, chinh thudng,
nta lién tuc dudi.

Dinh nghia 1.4 Cho ¢ : H — R U {400} 1a ham 10i, chinh thuong, nita
lien tuc dudi tren H. todan ti gan ké (hodc dnh ra gan ké ) clia  1a toan ti
prox, : H — H cho béi prox,(z) = argmin {(y) + 3|z — y[|* 1 y € H}.

Ta c6 cac két qua sau day ve toan tit gan ke.

Bb dé 1.1.6. Cho ¢ la ham 103, chinh thuong, nia lien tuc dudi tren H va
cho x,p € H. Khi dé, p = prox,(x) khi va chi khi v —p € Op(p). Noi cich
khdc, ta c6 prox, = (I + 0p) ™ = Jo%.
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Cho C' la mot tap con 16i, dong, khac rong cia H va ¢ 1a ham 16i, chinh
thuong, nita lien tuc dudi trén H sao cho dom(p) N C' # (. Dé thay ¢ + (¢
cting 14 ham 10i, chinh thuong, nita lién tuc dudi tréen H. Khi d6 ta ki hieu
proX,,,, la proxg.

B6 dé 1.1.7. Cho C C H la tap loi, déng, khdc rong va o : C — RU{+o00}
la ham 103, chinh thuong va nia lién tuc dudi. Khi do, bat dang thic

o(y) — @(prox§ (z)) > (z — prox§ (z),y — prox’ (z))

dugce théa man vdi moi x € H va moiy € C.

1.1.3. Mot s6 kién thiic co ban vé song ham

Cho C C H la tap 1oi, déng, khac rong. Xét mot song ham, tic 13 mot anh
xa f 1 H xH — RU{+o0}. Song ham f thod man f(z,z) = 0 v6i moi
x € C dugce goi 1a song ham can bang trén C.

Dinh nghia 1.5 Cho C' C # 1a tap 16i, déng, khac rdng. Song ham f :
H x H — RU{+oo} dugc goi la

(i) thod man dieu kién Lipschitz theo Antipin hay thod man diéu kién Lip-
schitz manh (SLC - strong Lipschitz-type condition) trén C' néu ton tai
hang s6 L > 0 sao cho véi moi z,y, z,t € C, ta c6

[f(2,y) = f(zy) = (e, ) + F(z, 0] < Ll = z[l[ly —¢fl;  (1.1)

(ii) thod man dieu kién Lipschitz (LC - Lipschitz-type condition) tréen C
néu ton tai hang s6 L > 0 sao cho v6i moi z,y, 2z € C, ta ¢

(iii) thod man diéu kién Lipschitz theo Mastroeni (MLC - Mastroeni’s Lipschitz-
type condition) trén C' néu ton tai hai hang s6 c1, ca > 0 sao cho

F@y) + f(y,2) > [(x,2) —alls —y|* = elly — 2|

Dé cho ngan gon, ta sé goi viec mot song ham thoa man diéu kien Lipschitz
theo Antipin v6i he s6 L 1a L-(SLC), thoa méan diéu kién Lipschitz véi hé s6
L 1a L-(LC) va thod méan dieu kién Lipschitz theo Mastroeni la (MLC).



1.2. Bai toan dat khong chinh va phuong phap hiéu chinh

Khai niém bai toan dat chinh va dat khong chinh lan dau tién duge dua ra
vao dau thé ki 20 bdi J. Hadamard (1932) nhu sau:

Dinh nghia 1.6 Cho F' la mot anh xa tir khong gian topo X vao khong gian
topo ). Xét phuong trinh:

F(z)=y. (1.3)
Ta néi rang phuong trinh trén 1a dat chinh néu
(i) v6i méi y € Y, nghiém 2 € X clia phuong trinh F(z) = y ton tai;
(i) tng véi mdi y € Y, nghiem x € X 1a duy nhat;
(iii) @ phu thudc lién tuc vao y.

Bai toan 1.3 dudc goi 1a ddt khong chinh néu it nhat mot trong ba diéu kién
(i), (ii) hodc (iii) bi vi pham.

Trong s6 cac phuong phap da duge nghién ctu va ting dung dé giai bai toan
dit khong chinh, ta ¢6 thé ké dén cac phuong phéap hiéu chinh. Y tudng chinh
ctia phuong phép hiéu chinh 1a thay bai toan dit khong chinh ban dau bang
mot ho cac bai toan dat chinh ma nghiém ctua bai toan dat chinh dé hoi tu
ve nghiém clia bai toan ban dau, khi tham s6 hiéu chinh dan tdi khong.

1.3. Mot sb tinh chéit ctia cac bai toan dudc nghién ciu trong

luan an

1.3.1. Bai toan bao ham thiic bién phan

Cho khong gian Hilbert H, A va B lan lugt 1a cic toan tit da tri va don tri
trén H. Xét bai toan bao ham thitc bién phan

Tim 2* € H sao cho 0 € A(x*) + B(z"). (VI)

Goi  1a tap nghiém ctia bai toan VI. Xét truong hop € # 0 va toan ti
A+ B la don dieu cyce dai. Khi d6, toan tit (A + B)~! ciing don diéu cyc dai
nén theo Bo dé 1.1.5, ta c¢6 Q = (A + B)~1(0) 1a tap 16i va déng. Néi rieng,
néu A don dieu cuc dai vi B don diéu va lien tuc Lipschitz thi theo Bo dé
1.1.3, A+ B la don diéu cyc dai nén Q 1a tap 16i va déng.

Bo dé 1.3.1. Néu A la don dieu cuc dai va B la v-don diéu manh va L-lién
tuc Lipschitz thi bai todn (VI) cé duy nhat nghiém.
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1.3.2. Bai toan bao ham thitc bién phan tach
Xét bai toan bao ham thiic bién phan tach sau day:
Tim ™ € H; sao cho 0 € By(z*) va 0 € BT (z7), (SVT)

trong d6 By : Hi — 2" v By : Ho — 272 13 hai anh xa da tri don dieu cuc
dai va T : H1 — Ho 13 mot toan 1t tuyén tinh bi chin. Cho 8 > 0, ta xét
anh xa S: Hi1 — Hi cho bdi

S(x)=T" (1 - ng) T(x)
véi moi 2 € Hy. Ta c6 két qué sau day.
B& 6 1.3.2. (1) (S(r) ~ S(w).x —v) > || (1 1%) Tw) — (1= &) T
vdi moi x, Yy € Hy.
(ii) |S() = SW)II* < ITI(S(x) = S(y), « — y) vdi moi x, y € H.

1.3.3. Bai toan can bing
Xét bai toan EP trong truong hop song ham f thoa man cac dieu kién sau
day:
(A1
(A2). f 1a (MLQ);
(A3). f(-,y) ntta lien tuc trén yéu theo day tren C' véi mdi y € O, tic la,
lim sup f(2*,y) < f(@,y)

n—o0

). f 1a song ham can bang va gia don diéu;

v6i mdi day {z*} C C va 2¥ — m;

(A4). f(x,-) 16i va kha dudi vi phan tren C' véi mdi z € C ¢b dinh.
Ta c¢6 két qua sau day vé tinh 161 déng ctia tap nghiém Sol(f,C') cho bai
toan EP gia don diéu.
B6 dé 1.3.3. Néu song ham f théa man cic diéu kién (A1) — (A4), thi tap
nghiem Sol(f,C) 1oi va déng.
Ta ciing c6 két qua sau day vé sy ton tai duy nhat nghiém ctia bai toan
EP(f,C)
Bo dé 1.3.4. Cho C C H la tdp loi, déng, khac rong, f : OxC — RU{+oo}
la song ham can bang, gid don diéu manh va théa man diéu kién: vdi moi
x € C, ham so f(-,x) hemi-lien tuc va ham so f(x,-) 1o, niia lien tuc dudi
tren C' va khd dudi vi phan tai mot diém nao dé thuoc H. Khi dé, bai todn
EP(f,C) c6 ding mot nghiém.



Chuong 2

Cac phuong phap hiéu chinh giai bai
toan bao ham thic bién phan va bao

ham thitc bién phan tach

2.1. Phuong phap co gan ké hiéu chinh giai bai toan bao ham
thitc bién phan

Cho H 1a mot khong gian Hilbert thuc v6i tich vo huéng (-, -) va chuan cam
sinh || - ||. Cho A : H — 2% la toan tit da tri va B : H — H la toan ti
don tri. Trong muc nay, ching ta xét bai toan bao ham thtc bién phan (VI-
variational inclusion) sau day:

Tim ™ € H sao cho 0 € A(z") + B(z"). (VI)

Gié st tap nghiém €2 cua bai toan VI 1a khac rong. Ching ta nghién citu bai
toan VI véi toan tit A : H — 27 va toan tii B : H — H thoa man cac gia
thiét sau:

(A1) Toan tit A don diéu cyc dai;

(A2) Toan tit B don diéu va lién tuc Lipschitz;

(A3) Tap nghiém (2 cia bai toan VI khéc rong.

2.1.1. Bai toan bao ham thic hiéu chinh va tinh chat cta day
nghiém hiéu chinh
Dé giai bai toan VI va chon mot nghiem cu thé trong €, ching ta quan

tam dén viéc gidi bai toan bat ddng thitc bién phan hai cap (BVIP- bilevel
variational inequality problem) sau day:

Tim 2! € Q sao cho (F(a!), 2" — ) >0, Va* € Q, (BVIP)
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trong do F : H — H la mot toan t y-don diéu manh va L-lién tuc Lipschitz.
Do 2 1a tap 101, dong va khac rong (da gid thiét ¢ trén) nén bai toan BVIP
¢6 duy nhat nghiem .

Dé thiét lap su hoi tu ciia phuong phap duge trinh bay, chiing ta st dung
ki thuat hieu chinh. Cu thé 1a, v6i méi a > 0, ta lien két bai toan VI vdi
bai toan bao ham thiic bién phan hi¢u chinh (RVI- regularized variational
inclusion) sau day:

Tim x € H sao cho 0 € A(x) + B(z) + aF(x). (RVI)

Duéi cac gia thiét da xét, véi moéi o > 0, bai toan RVI ¢6 nghiém duy nhat
phu thudc vao tham s6 hiéu chinh «, ki hieu bdi x,. Ludi nghiem {z,} c6
cac tinh chat sau day.

B6 dé 2.1.1. (i) Day {z,} bi chan.

(ii) Ton tai mot so thuc M > 0 sao cho, vdi moi a; > 0, ag > 0, ta ¢

g — ]

”x(h _x(m” S M.

(@3]

(iii) w(za) C Q, trong dé w(x,) la tip cic diem tu yéu cia day {x,}.

(iv) Hm z, =z

2.1.2. Phat biéu thuat toan va su hoi tu

Cho F : H — H 1a toan t& 4-don dieu manh va L-lien tuc Lipschitz. Ngoai
ra, ta 1ay mot day {a;} C (0, +00) sao cho

C1l) : lim oy = 0; C2) : ap = +00; C3) : lim (ap—oy_1)a; 2 = 0.
(C1) (C2): ) (C3) ( )y

k—o0 k—o0
k=1
Day aj = 75 v6i 0 < p < 1 thod man cac diéu kien (C1)-(C3). V6i mdi
k €N, dat B, = B+ o F. Dé gidi bai toan VI, ching toi dé xuat phuong
phap sau day.

Thuat toan 2.1 (Phuong phap co gan ké hi¢u chinh (RPCM - regularization
proximal contraction method))
Khdi tao: Cho 2° € H, r € (0,2), 8> 0.
Cac budc lap:
Budc 1. Tinh y* = J;\‘}c(:vk — MBI (2%)), vdi A, > 0.
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Buéc 2. Tinh 2" = 2% — rBd(2*, y¥), trong dé

d(at,y*) = o —y" = M(B(a") = By")),
¢(z",y*) = (z (—kyi,)d(xk,y’“)% (2.1)
— i P(a”,
By = min {3, g )
Budc 3. Tang k lén 1 don vi va quay trd lai Budc 1.

Ta noi rang { Az} trong Thuat toan 2.1 thod man diéu kién cd budc du dodn
(PSC - predicted stepsize condition), néu ton tai hai s6 thyc ¢; > 0, ¢ > 0,
va mot so6 nguyén kg sao cho

o(z",y") = arlla” —yM|P v By = eo, VE 2> ho; (22)
va day ¢d bude {\;} thod man diéu kieén sau:
0< A<\ <A< 400, Vk> k. (2.3)

Bay gio ching ta sé trinh bay ba phuong an Iita chon A, thod man cac diéu
kien (2.2) va (2.3).

B6 dé 2.1.2. Cho L la hé s6 Lipschitz cia B. Néu {\.} C [a,b] C (0,7),
thi cdc dieu kién (2.2) va (2.3) dugc théa man.

Bo6 dé 2.1.3. Choo > 0,1 € (0,1), € (0,1). Vdi méi k € N, cho N\, la
gid tri X lén nhat trong tap {0, ol, ol?, } sao cho

AlIB(a*) = Bly")I| < plla® — y"|. (2.4)
Khi dé, cac dicu kien (2.2) va (2.8) duge théa man.

B6 dé 2.1.4. Cho pu € (0,1), \g > 0. Vdi méi k € N, ta cip nhat

. pllz® =y }
A1 = min {A’“ 1B — BuA S

Khi dé cac diéu kien (2.2) va (2.3) duge théa man.

Bay gio, ching ta phat biéu dinh 1y chinh ctia muc nay

Dinh ly 2.1.1. Gid st cac gid thiét (A1)-(A3), (C1)-(C3) va cdc diéu kién
(2.2)-(2.3) dugc thod méan. Khi do, day {x*} sinh bdi Thuat todn 2.1 hoi tu
manh dén nghiém ' € Q cia bai toan VI va dong thoi cing la nghiém duy
nhat cia bai todn BVIP.
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2.1.3. Ap dung cho bai toan téi uu
Trong muc nay, ta xét bai toan téi wu clia tong hai ham s sau day

miﬁl(I‘(a:) + A(x)), (OP)
re

trong d6 I' : H — R 1a ham 16i vA kha duwéi vi phan, con A : H — R
I3 mot ham 16i kha vi c6 gradient lién tuc Lipschitz. Bai toan (OP) c6 thé
dugc dua vé bai toan VI véi A = O va B = VA. V6i mdi a > 0, ta dat
VAZ = VA + oF.

2.1.4. Ap dung cho bai toian bit ding thic bién phan

Bat dang thiic bién phan la mot truong hop rieng ctia bai toan VI. Cho C' la
mot tap 161 déng khac réng trong H. Néu A = N¢, 1a nén phap tuyén clia
C', bai toan bao ham thiic bién phan

Tim z* € C sao cho 0 € Ng(z*) + B(z")
sé trd thanh bai toan bat dang thiic bién phan (VIP) sau day:

Tim z* € C sao cho (B(z"),u —z*) >0, Yu € C. (VIP(f,C))

2.2. Phuong phap quan tinh da budc hiéu chinh giai bai toan bao
ham thic bién phan

Trong muc nay, ching ta dé xuat phuong phap quan tinh da budc hiéu chinh
giai bai toan bao ham thic bién phan ciia tong hai toan tit trong khong gian
Hilbert. Phuong phap nay c6 thé duge xem nhu 13 sy két hop giita phuong
phap co gan ke, phuong phap hiéu chinh va ki thuat quan tinh da budc.
Cac gia thiét vé A:H — 2" B:H — H va Q = (A + B)"1(0) duge gitt
nguyén nhu trong muc 2.1. Phuong phéap trong muc nay dugc phét trién ti
phuong phap RPCM trong Thuat toan 2.1 ciia Muc 2.1 két hop vé6i ki thuat
quéan tinh da buée. Cu thé, cho trude s6 nguyen duong N va diém xuét phat
2" € H, gid st ta da tinh duge cac xap xi «',--- 2" cta phép lap, ta st
dung mot 0 hgp trung gian

min{k,N}
2P =ah 4 Z 0; o (a7 — k), (2.5)
i=1
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2.2.1. Thuat toan chinh lip gan ké quan tinh da budc

Trong phan nay, chiing ta trinh bay mot phuong phap hiéu chinh-lap vdi
hiéu ing quan tinh da bude. Dé thiét ké thuat toan, ta can mot toan ti
F :H — H - don dieu manh va L - lién tuc Lipschitz.

Thuat toan 2.2 (Phuong phap gan ké quan tinh da budc hiéu chinh (RMSIPM-
regularization multi-step inertial proximal method))

Khdi tao: Lay 2°, 2! € H bat ki, r € (0,2), 0y > 0, 0 > 0 va mot 86
nguyén duong N > 0. Vi moii = 1,2,..., N, chon mot day cic so6 duong
Wi sao cho

00
(C4) ]}Lrglo%: =0 va Z“Zk < 400.
k=1

Cdc bude lap: Tinh 21 vai k > 1 nhu sau
Buéce 1. Tinh

min{k,N}

Zk _ xk’ + § : ei,k(l'k_l—i—l _ xk’—l),
i=1
trong do
Hik £ o k—itl k—i
. ‘ neuw # x
k—itl _ h—
Oi = § Nzttt — 2] )

A neu ngugc lai.

Budc 2. Tinh y* = J{H (28 — Me(B(z%) + i F(2))), trong dé Ay > 0.
Budc 3. Tinh 2%t = 2% + rowq(y*, 2%), trong do

q(y*, 2F) = yF — 2" = Ne(B(y¥) — B(F))
D(yk7 Zk) = <yk - Zk7 Q(ykv Zk))
D(y", 2") }

7= mm{g’ I — 22

B6 dé 2.2.1. Cdc diéu kién PSC duoe thod mdn, néu mot trong cdc truong
hop sau day xdy ra:

(i) {\} Cla,b] € (0,1), trong dé L la hé s6 Lipschitz cia B.

(i) Cho o > 0,1 € (0,1), u € (0,1). Vgi moi k > 0, A\ la gid tri A\ €
{o,0l,0l% -} I6n nhit sao cho

AellB(y") = B < plly™ = 25

14



(iii) Cho Ao > 0, u € (0,1), {k1} C [0,+00) la mot day khd tong. Véi moi
k>0, ta lay

pllgt = 2| 3 26

Ao =i | N

Dinh 1y 2.2.1. Gid st rang cic diéu kien (C1)-(C4) dugc thod man va day
{1} thod man cdc dieu kien PSC. Khi dé day {x"*} sinh bdi Thudt todn 2.2
hoi tu manh dén mot nghiem x' € Q cia bai todn VI, dong thoi cing la
nghiém duy nhat cia bai todn BVIP.

2.2.2. Mot vai ing dung

Trong muc nay, ta ap dung Thuat toan 2.2 cho Bai toan t6i uu (OP) va Bai
toan t6i uu hai cap (BOP - bilevel optimization problem).

2.3. Phuong phap hiéu chinh kiéu gan ké giai bai toan bao ham
thitc bién phan tach

Trong muc nay ta xét bai todn bao ham thitc bién phan tach trong hai khong
gian Hilbert thuc H; va Ho sau day:

Tim 2™ € H; sao cho 0 € By(z*) va 0 € BT (z7), (SVI)
trong d6 By : Hi — 2M1 va By 1 Ho — 2M2 13 hai anh xa da tri don dieu cuc
dai va T : H1 — Hs 13 mot toan tit tuyén tinh bi chin. Tap nghiém ctia bai
toan SVI dugc ki hieu béi Qgyr va sé luon dude gia thiét ring khac réng. Dé
giai bai toan SVI va chon mot phan ti cu thé trong tap nghiem Qgyr, ta xét
bai toan bat dang thiic bién phan sau day:

Tim 2! € Qgyr sao cho (F(al),2* —z') >0 Va* € Qsy1,  (BVIP2)
trong d6 F : Hi1 — Hi la y-don diéu manh va L- lien tuc Lipschitz.
2.3.1. MGi lién hé giita hai bai toAn bao ham thiic bién phan (VI)
va bao ham thitc bién phan tach (SVI)

Cd dinh mot s6 8 > 0, xét bai toan bao ham thitc bién phan:

Tim = € H; sao cho 0 € By(x) + T* (I - J§2> T (x), (VI2)
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v6i I 13 anh xa dong nhat trong Hs. Do By 1a don diéu cuc dai nén theo
B6 dé 1.1.2, toan tit J g > don diéu va khong gian ving, tit dé suy ra toan tu

T (I — JEZ) T 1a don diéu va lién tuc Lipschitz. Ta c6 két qua sau day:

B6 dé 2.3.1. Hai bai todn SVI wva VI2 tuong duong vdi nhau theo nghia
nghiém cua bai toan nay cung la nghiém cua bat toan kia va nguoc lai.

Tiép theo, ta 1ay mot s6 5 > 0 va liéen két bai toan SVI véi bai toan bao ham
thitc bién phan RVI2 sau day:

Tim @ € Hy sa0 cho 0 € By(x) + T* (1 = J§) T(x) + aF(x), (RVI2)

trong d6 a > 0 la mot tham s6 hiéu chinh, I la dnh xa dong nhat trong Ho,
va F : Hi — Hi la y-don diéu manh va L- lién tuc Lipschitz. Bai toan RVI2
c6 duy nhat nghiém véi moéi « > 0. Ta goi nghiem duy nhat nay 1 z,. Ludi
nghiém hiéu chinh {z,},-, ciing ¢6 cdc tinh chat tuong tu nhu trong Bo dé
2.1.1.

2.3.2. Phat biéu thuat toan va sy hoi tu

Trong muc nay ching ta trinh bay thuat toan ki¢u gan ké giai bai toan SVI
trong khong gian Hilbert va phat biéu dinh 1§ vé su hoi tu manh ctia phuong
phép. Thuat toan dugc phat biéu nhu sau.

Thuat toan 2.3 [Thuat toan kiéu gan ké hiéu chinh (RPA- regularization
proximal-like algorithm)]
Khdi tao: Liy 2° € Hy, 8> 0, \g > 0, 7 € (0,2), va mot day {ag} C
(0, 4+00) thod mdn cdc dicu kién (C1)-(C3) cho trong Thudt todn 2.1.
Cac budc lap:

1. Tinh y* = J5 (a:k — T <I — ng) T (2F) — fykak]-"(:rk)> , VO Y >

0 thda man

Wl T (1= 752) T = T (1= 78) THI < olle® = o4 0 <5< 1,
(2.7)
2. Tinh "1 = 28 — \yrD(2%, ), trong dé

Dt ) = 2* =y = [T (1= J8) TN =T (1= I8) T
(2.8)

(e — o, D(xk'"yk»} | (2.9)

Ak = min { A\g_1 + pr-1,
{ | D(xF, vi)[|2
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[0.9]
vdi {pr} C [0,400) sao cho > pr < +00.
k=0
3. Tang k lén 1 don vi va quay trd lai Budc 1.
Nhan xét 2.3.1. Néu ta chon 7y sao cho 0 < v, < W, thi dicu kien (2.7)
dugc thod man. Trong trudng hop ||.A||? khong thé tinh hodc udc lugng dudge,
talidy s > 0va 0 <[ < 1. O budc lap thi k, sau khi tinh y*, ta chon v 1a
gia tri 16n nhat cta tap {s, sl, sl?, ...} sao cho

VAT = J5) Ak — AT — J5) AYF| < 6)l=" — o, 0< 6 < 1. (2.10)
Khi d6 ta lay v, = .

Dinh 1y 2.3.1. Cho H1, Hs la hai khong gian Hilbert thuc, cho A : Hi —
Ho la mot todn tik tuyén tinh bi chdn vdi toan ti lien hop A*, va cho By :
Hi — 2" wa By Ho — 2M2 14 hai todn tid da tri don diéu cuc dai. Cho
F : Hi — Hi la mot toan tid v-don diéw manh va L-lién tuc Lipschitz. Gia
st rang {7y} la mot day trong [’ymm, W} C (0,+00) hodac dugc chon theo

(2.10). Khi dé day {x*} sinh bdi Thudt todn 2.3 hoi tu manh dén mot nghiém
x" ctia bai toan SVI, la nghiém duy nhat cia bai toin BVIP2.

2.3.3. Mot s6 tng dung

Trong muc nay chung ta trinh bay mot s6 ting dung cia cac két qua da
dat duge 6 Muc 2.3.2 cho cac bai toan chap nhan tach (SFP - split feasible
problem) va bai toan t6i uu tach (SOP - split optimization problem).

2.4. Thit nghiém sb

Trong phan nay ta thuc hién mot thit nghiem sé dé so sanh Thuat toan 2.1
va Thuat toan 2.3 v6i mot s6 thuat toan hoi tu manh da biét. Két qua sé cho
thay tinh wu viet clia cac thuat toan dugce dé xuat véi cac thuat toan con lai.

Két luan chuong

Trong chuong nay, ta da trinh bay mot s6 phuong phap méi cho sy hoi tu
manh trong khong gian Hilbert dé giai bai toan bao ham thic bién phan
(VI), cing nhu bai toan bao ham thic bién phan tach (SVI). Céc phuong
phap nay duya trén ki thuat hiéu chinh, két hop véi cac phuong phap phit hop
nhu chiéu, co gan ke, quan tinh v phuong thiic chon tham sé diéu khién phit
hop. Hiéu qua tinh toan cia cdc phuong phap ciing duge minh hoa bdi mot
vai vi du s6 trong cac khong gian Hilbert, cd hitu han chiéu va vo han chiéu.
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Chuong 3

Phuong phap hé dong luc hiéu chinh

e P 0

giai bai toan can bang

3.1. Bai toan can bang hiéu chinh va tinh chit ctia diy nghiém

hiéu chinh

Cho H 1a mot khong gian Hilbert va C' 1a mot tap con 16i déng khac rong
cia H. Cho f: H X H — RU {400} 1a mot song ham can bang tréen C. Ta
x6ét bai toan can bang EP(f, C') sau day:

Tim z* € C sao cho f(z*,y) > 0 véi moi y € C.

Sau day, tap nghiém ciia bai toan can bang Sol(f,C) sé luon dugce gid thiét
la khéc rong.

Véi moéi o > 0, bai toan EP dugce lien két v6i bai todn can bang hiéu
chinh (REP - regularized equilibrium problem) sau day:

Tim z € C sao cho f(z,y) + ag(z,y) >0, Vy € C. (REP)

Chu ¥ rang, néu f don diéu tren C' x C, g don diéu manh tren C' x C, f(z,-)
va g(z,-) 1a ham 161 va nita lien tuc dudi yéu véi moi x € C, f(-,y) va g(-,y)
1a cdc ham nta lién tuc trén yéu véi moi y € C, thi bai toan hiéu chinh
(REP) ¢6 duy nhat nghiém véi mdi o > 0. Ta goi nghiém nay 1a z,.

Tiép theo, ta trinh bay mot vai tinh chat cta luéi nghiem {z,} khi «
thay d6i. Dau tién, cho g : H x H — R U {+o00} 14 mot song ham don diéu
manh va ton tai mot ham khong gidm va lien tuc ¢ : R™ — R sao cho

l9(z,y)| < o(||lz|)llz —yll, Yo,y € C. (3.1)

Bo dé 3.1.1. Gid st f va g la cdc ham can bing tu H x H dén R U {400}
sao cho f la don diéu tréen C' x C' wva g la y-don diéu manh trén C' x C. Ta
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cting gid s rang vdi moi x,y € C, ta cé f(x,-), g(x,-) la cdic ham 107 va niia
lien tuc dudi yéu; f(-,y) va g(-,y) la cdac ham nia lién tuc trén yéu. Ngoai
ra, g thod man diéu kiéen (3.1). Khi dé

() Ludi {xy} bi chan.
(ii) Ton tai mot so6 duong M > 0 sao cho, vdi moi a; >0, ag > 0,

g — ]

||$a1 _':UQQH S M.

aq
(iil) w(za) C Sol(f,C), trong dé w(x,) la tap cic diem tu yéu cia day {x,}.
(iv) lim x, = @', trong dé x' € Sol(g, Sol(f,C)).

a—0t

Cubi cung, ta xét truong hop ma diéu kieén (3.1) duge thay bang mot gia
thiét khac. Bay gio, ta gia st rang g(x, ) 1a mot ham kha dudi vi phan trén
C v6i moi & € C. Ta gid stt thém rang cac ham s6 dg(x,-)(x) va g(-,y) bi
chan trén céac tap con bi chan ctia C vé6i moi x,y € C. Khi d6 ching ta c6
két qua sau day (Anh P.K., Hai T.N, Dung V.T. (2022), Qual. Theory Dyn.
Syst. 21(160)).

Bb dé 3.1.2. Gid su song ham can bang f la don diéu, song ham can bing
g la don diéu manh trén C x C. Ta ciing gid st rang vdi moi v,y € C, cdc
ham so f(x,-), g(x,-) la l0i va nia lien tuc dudi yéu; cic ham so f(-,y) va
g(-,y) la nida lien tuc trén yéu. Gid thiét thém rang vdi moi x,y € C, ham
g(x,-) khd dudi vi phan trén C; dnh za Og(x,-)(x) cing nhu ham so g(-,y)
deu bi chin trén tap bi chin cia C. Khi dé cdc khing dinh clia Bo de 3.1.1
van ding. Hon nia, néu a(t) : [0,00) — (0,00) la mot ham kha vi thod man
lim; , (t) = 0, ta co

A 1¢@)]
< W vt > 0. (3.2)

H_xat

3.2. Phuong phap hé dong luc hiéu chinh kiéu dao ham ting
cuong

Ta xét he dong Iyc lién hét v6i bai toan EP sau day:

2(t) = ProXy ) (s(x(t).)+amg(r).)) (1)),
Y(t) = ProXy(f(z(t), )+a(t) gz, (Z(1)), (3.3)
o(t) +x(t) = y(t),

trong dé a(t) > 0 va A(t) > 0 v6i moi t > 0.
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3.2.1. Su ton tai va duy nhat nghiém manh toan cuc
Mot nghiém manh toan cuc ctia hé (3.3) 1a mot ham x : [0, +00) — H thoa
man
(i) € ACee([0,400), H), nghia 1a, ham xz(t) lien tuc tuyet doi tréen mdi
doan [0, T, v6i moi 0 < T' < 400;
(ii) He (3.3) dung v6i hau khap moi ¢ € [0, 4+00);
(iii) z(0) = zo.

Gia st o va \* 1a hai s6 thyc duong, sy ton tai va duy nhat nghiém manh
toan cuc ciia he dong lyc (3.3) sé dat duge véi gia thiét sau day.

Gia thiét 3.1
(A1) f la mot song ham L-(SLC) trén H;
(A2) g la mot song ham mot song ham K-(SLC) trén H;

(A3) Véi moi x € H, cdc ham so f(x,-), g(x,-) la loi, chinh thuong, nia lién
tuc dudi, va kha dudi vi phan trén C. Hon nita, cdc ham nay bi chan
trén cdc tap con bi chan cia H;

(A4) a(t) : [0,400) — (0,a) C (0,400) va A(t) : [0,400) — (0,A*) C
(0, +00) la cic ham lién tuc.
Bay gio ta phéat biéu sy ton tai va duy nhat nghiém manh toan cuc.

Dinh 1y 3.2.1. Gid st rang Gid thiét 3.1 duge thod man va bai todn
Sol(g, Sol(f,C)) c6 duy nhat nghiém. Khi dé vdi méi xog € C, hé dong lic
(8.8) cé duy nhat nghiém manh toan cuc.

3.2.2. Su hoi tu manh ctia quy dao

Ta xét gia thiét sau:
Gia thiét 3.2
(B1) Song ham can bang f don diéu va L-(LC) trén C';
(B2) Song ham can bing g la v- don diéu manh va K-(LC) trén C;

(B3) Vi moi x,y € C, ham g(x,-) la 103, chinh thuong, nia lien tuc dudi, va
khd dudi vi phan trén C, anh za 0g(x,-)(x) va ham g(-,y) bi chan trén
cac tap con bi chan cia C, ham so f(x,-) la 101, chinh thuong, nia lién
tuc dudi, va khd dudi vi phan, cic ham f(-,y), g(-,y) la nia lién tuc trén
yeu trén C;
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(B4) Ham «(t) di tw [0, 400) vao (0,400), la kha vi lién tuc va thod man cac
dieu kién

lim a(t) = 0; / oyt = 4oo; tm Sy,
Jdm o) =0 [ altdt =+os; lim Coos =0

ngodi ra, X(t) la ham lién tuc di ti [0, +00) vao doan hitu han [\, N C
(0. 7).

Dinh 1y 3.2.2. Gid st rang gid thict 3.2 dugc thod man va hé (3.3) cé6 mot
nghiém manh toan cuc duy nhat x(t). Khi dé limy_,, x(t) = &, trong dé &
la nghiém duy nhat cia bai todn can bang hai cap EP(g, Sol(f,(C)).

3.3. Phuong phap chinh lip kiéu dao ham tiang cudng

Dé giai bai toan EP, ta xét cac diéu kién sau dat len cac song ham f va g di
tut H x H vao RU {+o0}:
Gia thiét 3.3

(H1) f don diéu va f(xz,x) =0 vdi moi x € C;

(H2) g la y-don diéu manh va g(x,x) = 0 vdi moi x € C;

(H3) g bi chan déu;

(H4) f(x,), g(x,-) la cic ham 101 va nia lien tuc dudi yéu, cic ham f(-,y),
g(-,y) la niia lien tuc trén yéu vdi moi x,y € C;

(H5) Tap nghiém Sol(f,C) khac rong.

Thuat toan 3.1 (Phuong phap kiéu dao ham tang cusng hiéu chinh ndi
16ng (RREM - relaxed regularized extragradient-type method))

Khdi tao: Liy 2° € C tug §. Cho {7}, {aw} va {\¢} la cdc day s6 duong
sao cho {1} C [a,b] C (0,1).

Cdc budc lap: Vi moi k > 0, tinh x**' bdi

Zk = prOX/\k(f(:ck,-)—kakg(x’“,-)) (Ik)v

Y" = ProxXy, (s ) rang(at.) (77), (3.4)
k! = (1 — Tk)ﬂik + Tkyk.
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Dé dam bao su hoi tu ctia Thuat toan 3.1, sau day, ta gia thiét ring f la
(MLC) véi cac he s6 ¢, ¢y Ta lay day {ax} C (0,+00) thod man cac diéu
kien (C1)-(C3) nhu ¢ Chuong 2. Trong trudng hop céc he s6 (MLC) 1a ¢; va
co clia f da biét, ta c6 thé chon mot day {\;} sao cho

— 1
Dl C A © (O,QJnaX&nﬂ%}) (5T1)
v6i moi k > ko, trong dé ky 1d mot s6 nguyén duong nao dé. Ngude lai, khi
gap khé khan trong viéc tinh toadn cu thé hodc tim cac xap xi cho cac hé s6
1 VA ¢, ta can mot phuong thitc khac dé xay chon diy cd bude. Xuat phat
tit mot s6 A\g > 0 bat ki, day {\;} c6 thé duge cap nhat tai méi bude lap
bang cong thitc sau day

|z = 2|2 + || 27 — oF]1?)
D2f(ah, yk) — f(ak, 2F) — f(2RyR)]s

trong do p € (0,1), {rx} C RT thod man  .° r; < 400 va [a]; =
max{a,0}.

Aki1 = min {)\k + TE } (STQ)

B dé 3.3.1. Gid s ring gid thiét 3.3 dugc thod man. Hon nita, f la (MLC)
vdi cac hé s6 duong ¢y, ¢ va g la K-(LC). Khi dé day {\x} sinh bdi phuong
thite (ST2) ¢6 cac tinh chat sau day:

(i) Ton tai hai s6 duong X, X sao cho vdi moi k,

A< < (3.5)

(ii) Day {\r} hoi tu.
(iii) Vai moi k, ta co
(2" — 2% + 112" — "))

Flab by — Fah, b — fhh) < B . (36)
2)\k+1

Bay gio ta phéat biéu dinh 1y chinh ctia muc nay.

Dinh 1y 3.3.1. Gid st cic diéu kien cia Bo dé 8.8.1 dugc thod man. Hon
nita, cic day {mx} C [a,b] C (0,1), {ax} C (0,4+00) thod min cic diéu
kien (C1)-(C3). Day {A\r} dugc chon theo mot trong hai phuong thie (ST1)
hodc (ST2). Khi dé, day {x*} sinh bdi Thuat toan 3.1 hoi tu manh dén mot
nghiém x' ciia bai todn EP thod man x' € Sol(g, Sol(f,C)).

3.4. Thit nghiém sb

Trong phan nay ching ta thuc hien mot thit nghiem s6 dé so sanh Thuat
toan 3.1, ¢6 day ¢d bude {\;} duge tinh theo ca hai phuong thice (ST1) va
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(ST2), v6i mot s6 thuat todn hoi tu manh kiéu dao ham ting cudng da biét.
Trong ba vi du dau, két qua s6 cho thay tinh wu viét ctia thuat toan duge dé
xuat véi cac thuat toan con lai. Tuy nhién, & vi du cudi, Thuat toan 3.1 véi
day ¢d budce tinh theo (ST2) khong cho két qua t6t hon so véi cac phuong
phap dugce so sanh.

Két luan chuong

Trong chuong nay, dua trén mot phuong phap hé dong luc kiéu dao ham ting
cuong két hgp véi ki thuat hiéu chinh, ta da trinh bay mot hé dong luc lien
tuc giai bai toan EP. Véi cac dieu kién kha chit dat len song ham f clia bai
toan ban dau va song ham ¢ ctia thanh phan hiéu chinh, ta ching minh dugc
hé dong Iic c6 duy nhat mot nghiém manh toan cuc. Trong trudng hgp céac
diéu kien dat len f vd g nhe hon va vé6i gia thiét he dong lyc da c6 nghiem
manh toan cuc duy nhat, ching ta chi ra rang quy dao ctia heé dong luc (hay
chinh 1a nghiém manh toan cuc) hoi tu theo chuan dén mot nghiém ctia bai
toan EP.

O phan tiép theo ctia chuong, ta trinh bay mot phuong phép lip hieu
chinh ndi long (RREM) la phién ban rdi rac hoa ciia phuong phap hé dong
lyc ké tren. Day c6 bude {\;} dude chon theo mot trong hai phuong thic
(ST1), (ST2) va ciing thod man diéu kién bi chin. Phuong phap nay dugc
chitng minh 13 hoi tu theo chuan dén mot nghiem ctia bai toan EP véi day
tham s6 néi long hy, € (0,1). Cubi cuing, ta trinh bay mot vai thit nghiem
s6 dé minh hoa su hoi tu ctia phuong phap duge dé xuat va so sanh véi céc
phuong phap da biét.
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Két luan chung

Luan an dé xuat mot s6 phuong phap hiéu chinh gidi cac bai toan bao ham
thiic bién phan c6 cau tric tong (VI), bao ham thiic bién phan tach (SVI)
va mot s6 trudng hop rieng ciia bai toan VI bao gom bai toan bat ding thiic
bién phan (VIP) va bai toan can bang (EP).

Cac két qua chinh thu dudc ctia ludn 4n bao gom:

1. Phuong phap co gan keé hiéu chinh (RPCM) giai bai toan VI va sy hoi

ty;

2. Phuong phap gan ké quéan tinh da budce higu chinh (RMSIPM) gii bai
toan VI va su hoi tu;

3. Phuong phap kicéu gan ké hi¢u chinh (RPA) gidi bai toan SVI va sut hoi
tu;

4. Phuong phap hé dong luc kiéu dao ham ting cudng cap mot hiéu chinh
giai bai toan EP va sit hoi tu manh cua quy dao. Roi rac phuong phap
nay, ta duge phuong phap chinh lap kiéu dao ham tang cudng (REM)
giai bai toan EP hoi tu manh.

Mot sb van dé c6 thé tiép tuc nghién cdu:

1. Mé rong cac phuong phap gidi bai toan bao ham thic don diéu c6 cau
tric tong cho truong hop tong quat hon 1a bao ham thitc gid don dieu
c6 cau tric tong.

2. Mé rong cac phuong phéap lip duge nghién citu trong luan an cho trucng
hop cac bién la ngau nhién.

3. Nghién citu phuong phap danh gia toc do hoi tu clia cac phuong phap
lap dugce trinh bay trong luan an.

4. Dé xuat phuong phap tu thich nghi dé ham ¢ budce \(t) st dung trong
phuong phap hé dong luc 1a bi chin trong truong hop khong biét hang
s6 kicu Lipschitz clia song ham f.
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