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MG DAU

1. Li do lua chon dé tai

Giai tich ngau nhién va phuong trinh vi phan ngau nhién duge gidi thiéu bdéi Kiyosi
Ito [33] va duge st dung rong rai trong nhiéu linh vyc tng dung nhu toan tai chinh,
vat 1y, sinh hoc, diéu khién t6i wu, 1y thuyét loc,... Cac phuong trinh ngay cang duge
cai tién dé phut hgp vé6i thuc té. Vi du, trong 1y thuyét dinh gia cd phiéu trong toan tai
chinh ctia Black - Scholes [4] va Merton [57], gid ctia mot co phiéu ban dau duge mo
hinh héa bang mot phuong trinh vi phan ngau nhién tuyén tinh. Nhung sau d6, nguoi
ta thay rang phuong trinh nay khong phan anh chit ché thuc té va do d6 mo hinh bién
dong ngau nhién [19] da duge gidi thigu. Mo hinh méi nay mo ta gia cd phiéu bang cac
phuong trinh phitc tap hon vé6i cac hé s6 khong thoéa man dicu kien Lipschitz toan cuc.
Cac phuong trinh c6 hé s6 khong théa man dieu kién Lipschitz toan cuc cling xuat hién
trong nhiéu linh vuyc khac.

Khi giai cac bai toan thic té lien quan dén phuong trinh vi phan ngau nhién, ching ta
thuong phai tinh toan cac dai lugng c6 dang E[f(X)] trong d6 X la nghiém ctia phuong
trinh moé hinh hoéa dai lugng ngau nhién ma ching ta quan tam va f la mot ham nao
d6. Viec tinh toan chinh xac dai luong trén chi ¢6 thé thuc hien dude véi mot s6 lugng
rat nhoé cac phuong trinh ciing nhut cac ham f. Do d6, chiing ta thuong phai xay dung
mot luge do phit hop dang Monte Carlo dé xap xi phép tinh. Cu thé, ching ta xap xi
X bang mot dai luong X c¢6 thé mo phéng tréen méy tinh, trong d6 n t¥ lé thuan véi
s6 phép tinh can thiét dé xac dinh X . Sau d6, ching ta udc lugng nhu sau

Ef(X)] = E [f (X(”))] ~ %if (X(m'))
=1

trong d6 X (™) véii=1,...,N,la N ban sao doc lap ctia X dugc tao trén may tinh.
Dé thiét ké mot thuat toan toi wu, tic 1a chon gia tri ctia n va N sao cho sai sb6 ctia phép
xap xi khong vugt qua mot mitc nhat dinh véi s6 phép tinh can thuyc hién nhé nhat,
chiing ta can danh gia dé c6 dudc sai s6 ctia hai phép xap xi trén. Sai sé ctia phép xap
xi thtt hai, con dudc goi 1a phép xap xi Monte Carlo, c6 thé dugc kiém soat bang dinh
Iy gi6i han trung tam hoiic thong qua bat dang thic do do. Sai sé clia phép xap xi dau

tien kho xac dinh hon vi né phu thuoc vao tinh chinh quy ctia cac hé s6 phuong trinh



vi phan ngau nhién cting nhu tinh tron ctia ham f.

Gan day, Giles [20] da giéi thieu mot phuong phap Monte Carlo da cap dé xap xi
E[f(X)]. Phuong phap mdi nay c6 sé lugng tinh toan thap hon nhiéu so véi phuong phap
Monte Carlo co dién. Mot trong nhitng diém chinh dé 4p dung phuong phap Monte Carlo
da cap la ching ta phai danh gia téc do hoi tu trong khong gian LP clia nghiém xap xi
v6i nghiém dang.

Khi xap xi nghiém ctia mot phuong trinh vi phan ngiu nhién, ching ta mudén nghiém
xap xi khong chi hoi tu ma con bao toan céc tinh chat ctia nghiém ding, chang han nhu
tinh 6n dinh hodic cac tinh chat hinh hoc clia mién gia tri. Nhin chung, lude do xap xi
Euler-Maruyama c6 dién thuong khong béo toan cac tinh chat nay. Khi cac hé s6 clia
phuong trinh théa man diéu kién Lipschitz toan cuc, nhiéu luge do Euler-Maruyama
cai tién da ducc xay dung, chang han nhu lugc dé Euler-Maruyama an, nita an, luge
do Euler-Maruyama chiéu, .... Tuy nhién, cac két qud nghién cttu tuong tng cho cac
phuong trinh c6 hé s6 khong chinh quy van con kha han ché.

Céac phuong trinh vi phan ngau nhién dang McKean-Vlasov cing da thu hut duge
rat nhicu sy chi ¥ gan day. Ching mo ta hanh vi gidi han ctia cac hat rieng 1é tuong
tac v6i nhau trong truong trung binh, cai goi 1a "Két qua lan truyén hon loan". Ching
14 cidc phuong trinh vi phan ngau nhién phi tuyén véi cdc hé so lien quan dén luat cla
chinh qué trinh d6. Ching dudgc stt dung trong nhicu linh vie nhu vat 1y théng ké, khoa
hoc than kinh va tai chinh vd mot s6 nhitng linh vyc khac. Két qua sau nay ciing mé
duong (con nhiéu két qua khac) cho gidi s6 ctia cdc phuong trinh vi phan ngau nhién
dang McKeanVlasov nhu vay thong qua phép xap xi hé cac hat tuong tac lien quan.
Maic du phép xap xi s6 trong khodng thoi gian hitu han cho phuong trinh vi phan ngau
nhién dang McKean-Vlasov da dugc mot s6 téc gid nghién cttu gan day (xem [32, 67]
va cac tai lieu tham khao trong d6), phép xap xi ctia n6 trong khodng thoi gian vo han
van la mot van dé rat kho khian. Ching toi nghi ring van dé nay c6 thé duoe giai quyét
bing cach st dung mot vai thay doi ctia luge do xap xi tuong thich khéng ché duge gidi
thiéu trong [36].

Vi nhitng 1y do trén, nghién cttu sinh va céc thay huéng dan da chon chti dé nghién
citu cho luan an 1a: "Ludce db xap xi Euler-Mauyama khéng ché tuong thich cho
mot s6 16p phuong trinh vi phan ngau nhién véi hé sé6 khéng chinh quy".

2. Muc tiéu nghién ctu

Muc tiéu chinh ctia luan an 1a thiét 1ap cac dinh 1y vé sy ton tai va duy nhat nghiém;
dua ra cac luge do xap xi cho cac 16p phuong trinh vi phan ngau nhién, phuong trinh vi
phan ngau nhién c6 bude nhay, trong dé he sé dich chuyén tang trén tuyén tinh, lien tuc

Lipschitz dia phuong; Hé s6 khuéch tan 1a lien tuc Holder, lien tuc Holder dia phuong,



xac dinh tinh 6n dinh theo moémen ciia nghiéem va nghiem xap xi cho 16p phuong trinh
vi phan ngau nhién c¢6 hé s6 dich chuyén Lipschitz mot phia véi hé s6 am.
3. Déi tuwong nghién citu
D6i tuong nghién ctu ctia luan an 1a cac 16p phuong trinh vi phan ngau nhién c6
dang
dX; = b(Xt)dt -+ O(Xt)th, Xo = xo;

dX; = xg + b(Xt)dt + (T(Xt)th +c (Xt_) dZzy, Xo = xop.
trong d6 hé s6 dich chuyén b(x) va hé s6 khuéch tdn o(z) théa man mot trong cac diéu
kién sau:
- b(x) Lipschitz dia phuong va lién tuc Lipschitz mot phia; o(z) lién tuc (1/2 + «)-
Holder dia phuong.
- b(x) Lipschitz dia phuong and lién tuc Lipschitz mot phia; o(z) lién tuc (1/2 4+ «)-
Holder dia phuong and ¢(z) is lién tuc Lipschitz.

- b(x) va o(z) lién tuc Lipschitz khong toan cuc va tang trén tuyén tinh va c(x) lién

tuc Lipschitz.

4. Pham vi nghién ctiu

Pham vi nghién citu clia luan 4n bao gom giai tich ngau nhién, phuong trinh vi phan
ngau nhién va xap xi s6. Cac két qua chinh ciia luan an 13 vé cd tinh chat dinh luong
va dinh tinh ctia cac nghiém dang va cac nghiém xap xi cia lude do Euler-Maruyama
cho cic phuong trinh vi phan ngau nhién c6 hé s6 khong chinh quy va cho cac phuong

trinh vi phan ngau nhién c6 bude nhay.
5. Phuong phap nghién ctu
- Phan tich cac nghién citu gan day vé phuong trinh vi phan ngau nhién véi he s6
khong chinh quy v& phuong phap xap xi.
- Thuc hién mé phéng may tinh dé phan tich, danh gia va dé xuét cac thuat toan
xap xi méi.

- Tham gia cac hoat dong trao déi khoa hoc nhu hoi nghi va hoi thao dé trao doi,
thao luan v cap nhat cidc phuong phap va két qua nghién citu méi trong cac linh

vic chuyén mon.

6. Y nghia khoa hoc va thuc tién



Két qua ciia luan an gép phan lam phong pht thém huéng nghién citu vé giai sé cho
mot s6 16p phuong trinh vi phan ngau nhién. Dy kién luan an sé c6 mot so6 déng goép

sie

moi:

- Dé xuat mot luge do xap xi hoi tu manh trong ca khodng thoi gian httu han va vo
han cho mot s6 16p phuong trinh vi phan ngau nhién mot chiéu véi hé s6 dich chuyén

lien tuc Lipschitz dia phuong va hé s6 khuéch tan lien tuc Holder dia phuong;

- Dé xuat mot lude do xap xi Euler-Maruyama tuong thich khéng ché cho cac phuong
trinh vi phan ngau nhién c¢6 budc nhay trong doé o 1a lién tuc Holder dia phuong; o

va b la tdng trén tuyén tinh va c 1 lién tuc Lipschitz;

- Dé xuat mot luge do xap xi Euler-Maruyama tuong thich khéng ché cho cac phuong
trinh vi phan ngau nhién dang McKean-Vlasov ¢6 buéc nhay trong d6 o va b la lién

tuc Lipschitz khong toan cuc va ting trén tuyén tinh, va ¢ 1a lién tuc Lipschitz.

Luan an c6 thé dugde st dung dé tham khao trong céc nghién ctu lien quan ciia sinh
vién va cac nha khoa hoc trong linh vire 1y thuyét xac suat va thong ké toan hoc va
trong linh viyc phan tich sé.
7. Cau tric luan an

CAu tric ctia luan 4n gom ba chuong. Chuong 1 trinh bay tong quan vé cac két qua
tru6e day va gi6i thieu cac két qud dat dudc trong luan 4n. Hai chuong con lai trinh

bay chi tiét vé cac két qud mdi ctia luan an.
e Chuong 1: Téng quan

e Chuong 2: Lugc do Euler-Maruyama tuong thich khéng ché cho cac cac phuong
trinh vi phan ngau nhién c6 bude nhay véi cac hé sd6 khong chinh quy.

e Chuong 3: Lugc do Euler-Maruyama tuong thich khong ché cho cac phuong trinh
vi phan ngau nhién dang McKean-Vlasov c6 buéc nhay véi cac hé s6 khong chinh

quy.

Luan an duogc viét dya trén 03 bai bao da cong bo.



Chuong 1

TONG QUAN

Trong chuong nay, ching toi sé tom tat mot s6 két qua trude day va két qui mdi

thu duge trong moi bai toan.

1.1 Phuong trinh vi phan ngiu nhién

Cho (92, F, P) 1a mot khong gian xéc suat day dit v6i mot loc {F},>, thoa man cac dieu
kien thong thuong. Cho W, = (W}, W2 ... ,th)T, t > 0 1a mot chuyén dong Brown cé
m chieu dugce xac dinh trén khong gian nay. Cho 0 <ty < T < 0o va g 1a mot bién ngau
nhién F;,—do dugc nhan gia tri trong R? sao cho E [||x0||2} < o0. Xét phuong trinh vi

phan ngau nhién d-chiéu dang Ito
dXe =b(t, Xy)dt +o(t, Xy)dW; ontg<t<T (1.1)

v6i gia tri ban dau z (ty) = 29. Theo dinh nghia ciia vi phan ngau nhién, phuong trinh
nay tuong duong v6i phuong trinh tich phan ngau nhién sau:

t 0
X(t) = xo +/t b(s, X(s))ds —|—/t o(s,X(s))dW(s) onty<t<T. (1.2)

Dinh ly 1.1.11 Gid st ton tai hai hang s6 duong K va K sao cho
(i) (Diéu kién Lipschitz)) vdi moi z,y € R? va t € [to, T)
Ib(t, ) = b(t. 9> V o (t,2) = o(t,y)lI* < K|z —yl|*. (1.3)
(ii) (Dieu kién tang trén tuyén tinh)) cho moi x,y € R x [to, T

ot )1V lo(t, ) < K(1+[|=]?). (1.4)

Khi dé, ton tai mot nghiém duy nhat X (t) cia phuong trinh (1.1) va nghiém dé théa

T
/ |X52ds] < 00. (1.5)
to

man

E




Theorem 1.1.14. Let p > 2 and zo € L? (1 RY). Assume that there exists a constant
a > 0 such that for all (t,z) € [to, T] x R?,

eTo(t o)+ P o )2 < o (14 12)?). (1.6)

Then
E[X: ] <2 (1 +E [\xom) epat—to) for allt € [ty, T] . (1.7)

1.2 Phuong trinh vi phan ngiu nhién cé6 buéc nhay

Trong phan nay, ching toi gidi thieu tom tat mot sé kién thitc co ban vé phuong trinh
vi phan ngau nhién c6 buée nhdy duge sit dung trong luan an.

Dau tiéen, ching toi trinh bay hai biéu dién quan trong clia qua trinh Lévy.
Meénh dé 1.2.23. (Khai trién Lévy-Itd) Cho Z = (Zt)>q la mot qud trinh Lévy trén

R va v la do do Lévy ciia né.

e v la mot do do Radon trén Rg va thoa man:

/ (1A |z]*)v(dz) < occ.
R§

e Do do nhdy cia Z, dugc ky hiéu la N, la mot do do ngau nhién Poisson trén
[0,00] x R wdi do do cuong do nhdy v(dz)dt.

o Ton tai mot vecto v va mot chuyén dong Brown d chiéu (Wi)y>o vdi ma tran hiép

phuong sai A sao cho

t t
Zy =yt + W + / / zN(ds,dz) + / / ZN(ds, dz). (1.8)
0 Jz>1 0 Jlzl<1

Cdc s6 hang trong (1.8) la doc lap.
Cha ¥ ring, trong truong hop Z = (Zt)¢>0 1a mot qué trinh Lévy nhay d chiéu ma do
do Lévy v théa man [p, (1 A \zP) v(dz) < +oo, thi khai trién Lévy-Ito clia Z dude xéc

dinh bdi
Zy = / / N(ds,dz) — v(dz)ds).
Rd

Ménh dé 1.2.24. (Biéu dién Lévy-Khinchin) Cho Z = (Zt)¢0 la mot qud trinh Lévy
tren R, Ton tai mot ham lién tuc ¢ : R4 — R duge goi la s6 ma ddc trung cia Z, sao
cho:

E [e"7] = ey e RY (1.9)



trong do
1 .
(u) =iy — Su - Au+ / (€™ =1 —duzlypy<yy) v(dz)
R

Bo6 ba (A, v,v) dugc goi la bo ba dac trung hoac by ba Lévy ctia qua trinh Z;.

Tiép theo, ching ta phat biéu bat dang thitc Burkholder-Davis-Gundy cho tich phan
ngau nhién Poisson dude b, bat déng thitc nay sé hitu ich trong luan an.
B6 dé 1.2.25. Cho B(RY) la dai s6 Borel o ciia RE va P la o—dai s6 trén Ry x Q.
Cho g la ham P @ B(RY)-do dugc théa man fOT ng 19(s, 2)|*v(dz)ds < oo P-h.c.c. vdi moi
T > 0. Khi dé, vdi moi p > 2, ton tai mot hiang so duong C, sao cho

[ [ s omanan

T T
<G, | E (/0 y g(s,z)zu(dz)ds> +E /0 y g(s,z)pu(dz)ds]

Hon nia, vdi bat ky 1 < p < 2 nao, ton tai mot hang sé6 duong C, sao cho

//]R s,2)N(ds,dz)| | < C,E (/OT R3g<s7z)2u(dz)ds>

Tiép theo, xét cac qua trinh X = (X;)s>o c6 biéu dién tich phan ngau nhién dudi dang

Xt:x—f—/otb(X)ds—I—/ s)dW +//RO X,-, 2)N(ds, dz). (1.10)

Dinh 1y 1.2.26. Céng thitc It6 mot chiéu. Cho X = (X;)i>0, la qud trinh Ito-Lévy
dugc dua ra bdi (1.10) va cho f: (0,00) x R = R la mot ham trong C*?((0,00) x R) va
dinh nghia

sup
t€[0,T)

b
p 2
sup

t€[0,17]

Y, = f(t, X)), t>0.
Khi do, qud trinh Y = (Yi)i>0, cung la mot qua trinh Ito-Lévy va dang vi phan cia no
duoc xac dinh boi

of
ot

2
2Lt Xy)dt + g(t XO)b(Xy)dt + 5%
af

—(t, Xy)o(Xy)dWy

dY = (t, Xp)o? (X;)dt

8
/ [ (1 X e(X ) = 10,0 = S (1 Xe( o >}u<dz>dt
/ 1 (dt, dz). (1.11)

l (t, Xi- + c(X¢-, 2)) — [ (¢, Xi-



Dinh 1y 1.2.27. Céng thitc It6 nhiéu chiéu. Cho X = (Xi)i0, la mot qud trinh
Ito-Lévy d chiéu. Cho f : (0,00)x R? = R la mot ham trong C12 ((O,oo) X Rd) va dinh
nghia

Y, = f(t, X)), t>0.
Khi dé qud trinh Y = (Yy)i>0, la qud trinh Ito-Lévy mot chicu va dang vi phan cia né
duogc xac dinh boi

d d
aY (1) = tXthZ (¢, Xo)bi(Xe)dr + ZZ
im1 g1 O
d
+ = Zzaxzaxtht( Xt dt+§::/ { (t Xt+0()(XtaZ))

=1 j=1

t Xt Oij Xt)dW

d of

_ f(t7 Xt) — Z B f(t,Xt)Cij(Xt—,Z):| Vj (de) dt
. =1

+ Ft X 4+ DX 2)) = F (8 X )| Ny (dt, dz) (1.12)
Rl )t

trong dé ¢V la cot thit j cia ma tran d x d ¢ = [cij].
Cubi cting, ching ta xét mot qua trinh X = (Xt)¢>0, 12 nghiém ctia phuong trinh vi
phan ngau nhién c6 bude nhay trong R%:
d

dX; =b(X3)dt + Z o; (Xt) thj + / c(X—,z) N(dt,dz),
j=1 Ro

v6i diéu kien ban dau X, = zp € R% Cac he s6 0,b : R — R? va ¢ : R? x Ry — R?

14 cac ham do duge théa méan cac diéu kién tang trén tuyén tinh va Lipschitz: v6i moi

z,y € RY,

mw{wmw—@@ﬂ |2/W c(a,2) w?u@}SKu—mz

J

mw@@m&wwﬁ |mmewﬁSKO+uﬁ-
J Ro

Dinh 1y 1.2.28. Ton tai duy nhat mot qud trinh Markov, cadlag va tuong thich X trén
(Q, F,P) thoa man phuong trinh tich phan

Xt:xo—l—/ ds+2/ i (Xs) AW/ + // X,_,2) N(ds,dz).
Ro

Hon nita, véi T > 0 bat ky, ta cé

E

sup | X;?| < oo.
t€]0,T



Chuong 2

LUGC PO EULER-MARUYAMA TUONG THIiCH
KHONG CHE CHO PHUONG TRINH VI PHAN
NGAU NHIEN CcO BUGC NHAY VOI HE SO KHONG
CHINH QUY

Chuong nay trinh bay mot luge do xap xi méi cho mot 16p phuong trinh vi phan
ngau nhién véi cdc hé s6 khong déu. Chiing t6i xem xét ca trudng hop cac SDE duge
diéu khién bdi chuyén dong Brown (nhiéu lién tuc) va trudng hgp tong quat hon cia
cac SDE duge diéu khién bdi cdc qua trinh Lévy (bao gom ca cac bude nhay). Vi mo
hinh duge diéu khién bdi Brown la mot trusng hop dac biét cia mo hinh Lévy va cac
phuong phap chitng minh song song vé mit logic, nén chuong nay, vi muc dich ngan
gon, sé chi trinh bay phan tich chi tiét cho truong hop Lévy tong quat hon. Cac két
qué tuong tng cho moé hinh duge diéu khién béi Brown don gian hon cé thé dude suy
ra tuong ty. Nhitng két qué nay duge viét dua trén cac bai bao [1, 2] trong phan Danh

muc cong trinh khoa hoc cuia tac gia lién quan dén luan an.
2.1 CaAc gia thiét cia mo6 hinh

Xét qua trinh X = (X;)¢>0 1a nghiém ctia phuong trinh vi phan ngau nhién cé budc nhay
sau

Xt:xo—l—/o b(Xs)ds—l—/O J(Xs)dW5+/0 c(Xs-)dZs. (2.1)

Phuong trinh tich phan ciia (2.1) ¢6 thé duge viét thanh

t
Xt:x0+/b(X)d3+/ dW—I—// szsdz)
0 Ro

Gia st rang cac hé s6 b, o, c va do do Lévy v théa man cac dieu kién sau:
B1. Ton tai mot hang s6 duong Lg sao cho

lc(z)| < Lo(1+ |z]), VzeR.



B2.

B3.

B4.

B5.

B6.
B7.

BS8.

B9.

B10.

V6i mot s6 py € [2;4+00), ton tai cdc hang s6 v € R, 1 € [0; +00) sao cho

-1 2 -
xb(x) + pOTUZ(w) + %/ || ((1 + Lo|z|)Po ! - 1) v(dz) < ya? +n, VreR.
0 RO

Hé s6 b 1a Lipschitz dia phuong: v6i moi R > 0, ton tai mot hing sé duong Ly sao
cho
b(z) — b(y)| < Lrlz —yl, Vz[V]yl <R

) —o(y)| < Lele —y['***, Vx|V ]y < R.

Heé s6 ¢ 1a lien tuc Lipschitz dia phuong: véi bat ky R > 0, ton tai mot hing s6
duwong Ly sao cho

lc(x) = e(y)| < Lrlr —yl, V|z|V]y| <R
f|z|>1 |z|Pv(dz) < oo v6i moi p € [1;2pg] va f0<|2|§1 |z|v(dz) < 0.
Heé s6 b 1a Lipschitz mot phia: ton tai hing s6 Ly sao cho
(x —y)(b(x) = b(y)) < Lilz —y*, Va,y € R
He s6 b 1a lien tuc Lipschitz dia phuong: ton tai hing s6 duong [ va Lo sao cho
() = b(y)] < Lo (14 |z + [yl') e —yl, Vz,yeR.

He s6 o 1a lien tuc (o + 3)-Holder dia phuong: ton tai cac hing s6 duong m, Lz va

a € [0, 3] sao cho
lo(z) — o(y)| < Ly (1+ |z™ + [y™) [z — y|**, Va,y eR.
Heé s6 c 1a Lipschitz: ton tai mot hing s6 duong Ly sao cho

le(@) = c()| < Lalz —yl,  Vo,y e R.

2.2 Phuong trinh vi phan ngau nhién c6 buéc nhay véi hé sé khéng

chinh quy

Dinh 1y 2.3.1. Gid st rang cdc hé s6 b,c va o théa man cac dieu kien B1-B5. Gid si

them rang do do Lévy théa man [ |2|v(dz) < oo va [, 2*v(dz) < co. Khi dé, phuong

trinh (2.1) ¢6 duy nhat nghiém theo qui dao.

Hon nita, gid si rang ton tai cdc hang so duong C va £ € (0; %] sao cho

b(2)| Vo (@) V le(z)] < C (1 +|2]),
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vdi moi x € R, trong dé py duoc dinh nghia trong Diéu kién B2. Khi dé phuong trinh

(2.1) ¢6 mot nghiem manh.

2.3 Ludc do Euler-Maruyama tuong thich khéng ché

D6i v6i moi A € (0, 1), luge do Euler-Maruyama tuong thich khong ché cia phuong trinh
(2.1) dugce dinh nghia nhu sau

to=0, Xo=a0, ber1=1ts+h(Xy)A,

Xipor = Xo +0(X0) (b1 — ta) + 06 (Xe) W, = W) (2:2)

+CA ()?tk) (Ztk+1 — Ztk) s

trong do
1

hiz) = ’
= W@+ @]+ P + @
Meénh dé 2.4.1. Gid st ton tai cic hing so duong L va B sao cho hé s6 b,c,0,ca,on

(2.3)

théa man cac diéu kién sau

T1. |b(x)|V|o(z)] <L (1 + |x|ﬁ);

T2. x(b(x) — b(0)) < L|z|?

T3. |oa(z)| < Llo(z)] va [ea(z)] < le(x)];

T4 Joale)] < << lea(w)] < <2 v le)en(o)] <
cho moi x € R. Gid sit them rang do do Lévy théa man [, 2*v(dz) < co. Khi dé

lim t, = +oo h.c.c.
k—+o00

2.4 Cac moment nghiém

Dinh ly 2.5.4. Gid st rang cac dieu kien T1-T4 va B6 dugc théa man, va vdi mot so

po € [2,400), ton tai cdc hang s6 v € R, n € [0, +00) sao cho vdi moi z € R,
2
c

po—1 SL(? /RO 2] ((1+ Lo|z)* ! — 1) v(dz) < y2%+ 7. (2.4)

2

xb(x) + Ji(x) +

Khi dé, vdi moi s6 nguyén duong k < po/2, ton tai mot hang so duong C = C(zg,k, 1,7, L, Lo, po)
khong phu thuoc vao t cung nhu A sao cho

Ce?kt néu v >0,
E [‘)A(t‘%] VE [‘)A(H%] < ¢ CA+t)F néu v=0, (2.5)
C néu v < 0.
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2.5 Su hoi tu ctia luge dé6 Euler-Maruyama tuong thich khéng ché

Dinh 1y 2.6.2. Gid si rang cdc diéu kien B2, B6—B10 théa mdn va po > max{4l;2 +
4o+ 4m}. Gid st rang cdac ham c,b,o,ca,on va do do Lévy v théa man moi diéu kién
cua Dinh ly 3.5.4, va

le(x) — ea(x)| < LsAY22 (@) (1 + |b(2)]),  |o(x) — oa(z)] < LsAY20%(z), Vo e R, (2.6)

Khi dé, doi vdi bat ky T > 0 nao, ton tai mot hing so duong Cp = C(zo, L, Lo, L1, Lo,
L3aL47L57’77777T) sao cho
CrA® néu 0<a<

sup E [|Xt — Xt|] << Cr
0<t<T :
log x

N.)Ir—\

(2.7)

neuw o =20.

Hon nta, cho p := fRo |z|v(dz) va gid st rang Ly + 2Lap < 0, v < 0, khi dé ton tai mot
hing s6 duong C = C(xg, L, Lo, L1, Lo, L3, Ly, Ls,v,n) khong phu thuoc vao T sao cho

., 1
R CA® neu 0<a< 2
suplE [|Xt — Xt|] < C . (2.8)
t>0 nevw o = 0.

2.6 Mo phéng sb

Xét bon phuong trinh vi phan ngau nhién véi cac hée s6 duge dua ra trong Bang 2.1.

Truong hop b o c po | L1 ~ n Il |m| a
1 —1+z—2° 1+ (1 +2)22/3 z+sin(z) [10] 1 [ -1 |31873 [ 2] 2 | &
2 14z — a3 1+ \/f4+f4/3 z+sin(z) | 10| 1 | 1 | 957 | 2] 2|32
3 11—z -2/ 1+\/M z+sin(z) [ 10| -1 ] 1 | 1868 | 4| 1 |}
4 —l—2-2"3 | 1+ \/xm“ﬂ“” x+sin(z) | 10| -1 | —1| 1583 | 4|1 |1

Bang 2.1: Bén phuong trinh vi phan ngiu nhién véi cac tham s6 clia ching

Casel: L, >0; y<0 Case2: L,>0; >0 Case3: L, <0; y>0 Cased: L, <0; <0

-

y = -0,2961x - 4,4375 . . y = -0,1819x - 3,4635 . ss  Y=-0,3689x-3,2321 M y =-0,3913x - 3,284
R? =0,9047 48 R?=0,8911 R?=0,9929 R?=0,994 29

Hinh 2.1: Gia tri log,(me(l)) for I = 2,3,4,5,6.
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Chuong 3

LUGC PO EULER-MARUYAMA TUONG THICH

KHONG CHE CHO PHUONG TRINH VI PHAN
NGAU NHIEN DANG MCKEAN-VLASOV CO BUGC

NHAY VOI HE SO KHONG CHINH QUY

Tiép theo viéc phan tich luge do Euler-Maruyama tuong thich khéng ché cho céac
phuong trinh vi phan ngau nhién c6 bude nhay trong Chuong 2, chuong nay trinh bay
cac két qua méi veé viec xap xi nghiém cho mot 16p phuong trinh dic biét, cu thé la cac
phuong trinh vi phan ngau nhién dang McKean-Vlasov ¢6 budc nhay. Su khac biét cot
16i 13 cac hé s6 cuia phuong trinh McKean-Vlasov phu thuoc vao ci trang thai va phan
phoi x4c suat clia qua trinh, tao ra mot cau tric tuong tic trudng trung binh phitic tap.
Trong chuong ndy, ching toi tap trung vao truong hop cac hé s6 troi va khuéch tan
khong lién tuc Lipschitz toan cuc va c6 si ting trudéng trén tuyén tinh. Nhiing két qua
nay duge viét dya trén bai béo [3] trong phan Danh muc ¢éng trinh khoa hoc cta

tac gia lién quan dén luan an.
3.1 CaAc gia thiét ctia mé hinh

Trén mot khong gian xac suat day du (Q, F,P), chung toi xét qua trinh d-chieu X =
(Xt)i>0 la nghiém ctia phuong trinh vi phan ngau nhién dang McKean-Vlasov ¢6 buée
nhay sau
dX; = b(Xy, Lx,)dt + 0(Xy, Lx,)dW; + ¢ (Xo—, Lx,_) dZy, (3.1)

v6i t > 0, trong do X = zo € R? 13 gia tri ban dau ¢ dinh, Ly, biéu thi luat cia qua
trinh X tai thoi diém ¢.

Ki hieu P(R?) 1a khong gian ctia tat ca cadc do do xac suat duge xac dinh trén mot
khong gian do duge (RY, B(R?)), trong d6 B(RY) 1a o-truong Borel tren R?, va ki hieu

Pa(RY) = {M e P(RY) : |lz|?p(da) < oo}

Rd
1a tap hop con ciia cac do do xac suat c6 momen cap hai hitu han. Nhu mot do do trén

khong gian P2(RY), chiing t6i sit dung khodng cach Lo-Wasserstein. Nghia 13, ddi véi

13



1, v € Po(R?), khodng cach Lo-Wasserstein gitta p va v dude dinh nghia 1a

1/2
Wa(p,v) == inf / o =y r(de,dy) |
meC(u,v) Rdx R4

trong d6 C(u,v) 1a tap hop tat ci cic cap p va v. Nghia l1a, 7 € C(u,v) néu va chi néu
7(RY) = pu(-) va n(R%,-) = ().
Phuong trinh tich phan (3.1) dugc viét duéi dang

t t t
Xt:x0+/ b(XS,ﬁxs)der/ o(XS,EXs)dW5+/ / ¢(Xo—, Lx, ) zN(ds, dz),
0 0 0 JRE

v6i bat ky ¢t > 0.
Gia st rang cac hé sé dich chuyén, khuéch tan va nhay b,0,c va do do Lévy v cla

phuong trinh (3.1) thoa méan cac diéu kién sau:
C1. Ton tai mot hang s6 duong L sao cho
2 2 2 2 2
2(z,b(z, 1)) + |o(z, w)|” + |e(z, 1) /d |21P0(dz) < L (1+ |2[* + W5 (. ) ,
RO
v6i bat ky 2 € R va p € Po(RY).
C2. Ton tai cac hang s6 k1 > 0,k >0, L1 € R v Ly > 0 sao cho
2 = T.b(x, 1) = DT, 1)) + 1 o (2, ) = 0(2, 1)

T kale(a, 1) — (@, )2 / 2Pu(dz) < Lile — 2 + LaoW2(u, o),
Rd

8
véi bat ky 2,7 € RY va p, i € Po(RY).
C3. b(z, 1) 1a mot ham lien tuc clia 2 € R? va € Po(RY).
C4. Ton tai cac hiang s6 L > 0 va £ > 1 sao cho
bz, ) = b(T, )| < L (14 |2 + [7°) (|2 — 2| + Walu, 1)) ,
v6i moi z,7 € R? va pu, i € P2(RY).

C5. Ton tai mot s6 nguyén chin py € [2, +00) sao cho f|z|>1 |z[Pov(dz) < oo va f0<‘z|<1 |zlv(dz) <

Q.
C6. Ton tai mot hang s6 duong Lg sao cho
(@, p)| < Lo (1 + |z + Wa(p, do))

v6i bat ky = € RY va p € Po(RY).
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C7. D6i v6i s6 nguyen chin py € [2,4+00) duge dua ra trong C5, ton tai cac hing s6
v € R, 49 >0 van >0 sao cho

po—1 2 ch 2 2 2Pt — 1) v(dz
)+ 2ot + gl [ (0 Lolal ! = 1) )

0

< 71|z + 72 W, 6o) + 1,

v6i bat ky 2 € R? va p € Po(RY).

3.2 Phuong trinh vi phan ngau nhién dang McKean-Vlasov cé buéc
nhay véi hé sé6 khéong chinh quy

Dau tien, chting ta nhéc lai két qua vé su ton tai va tinh duy nhat cho nghiém ctia
phuong trinh vi phan ngau nhién dang McKean-Vlasov ¢6 buée nhay (3.1).

Meénh dé 3.3.1. Gid st cdc dieu kien C1, C83 va dieu kien C2 théa man vdi k1 =
ko = 1,L1 = Lo > 0. Khi dé, ton tai mot qud trinh cadlag duy nhat X = (X;)i>0 nhdn gid
tri trong R théa man phuong trinh vi phan ngau nhién dang McKean-Viasov cé budc
nhdy (3.1) sao cho

sup E []Xt|2] <K,
te[0,7)

trong dé T > 0 la hang so c6 dinh va K := K(|zo|?,d, L, L1, T) la hang s6 duong.

Tiép theo ching ta sé trinh bay cac udc lugng momen ctia nghiem ding X = (X¢)r>o0-
Ménh dé 3.3.2. Cho X = (X;)i>0 la mot nghiém ciia phuong trinh (3.1). Gid st cdc
dieu kien C6, C7, va o bi chan trén C x P2(R%) doi vdi moi tap con C cia R?, va C5
théa man vdi q = 2py. Khi dé vdi moi p € [2,po], ton tai hang s6 duong C, sao cho vdi
mott >0

Cp(1+€)  néu v #£0,
E[X:fP] < Co(1+6)P2 néu y=0,p=2 hodc v=0,792>0,p€ (2,p), (32
Cp(L+8)P  néu v =0,7=0,p€ (2p0),
trong do v =1 + 2.
Luu y rang néu v < 0, ta c6 sup;sq E[|X;[P] < 20,

3.3 Su lan truyén hén loan

Bay gio ching ta xét hé cac hat khong tuong tac lién két v6i phuong trinh vi phan ngau
nhién dang McKean-Vlasov ¢6 bude nhay (3.1), trong d6 trang thai X! = (X})i>0 cla
hat ¢ dugc xéac dinh béi

t t !
X;':xo+/ b(Xg,ﬁxg)dSﬂL/ U(Xé}ﬁxz)dWsi*/ C<X§—’£X3) Z
0 0 0
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t t
:x0+/ b(X;,ﬁXg)dH/ o(XL, Lxi)dW!
0 0

t
+// c(Xé_,EX@ )zNi(ds,dz), (3.3)
0 JRrd .

chobat ky t >0vaie {1,...,N}.

Déi voi 2 = (z1,29,...,2n8), ¥ = (Y1, 42, ...,yn) € RV, chiing ta c6

O day, d6 do thuc nghiem duge dinh nghia béi p®" (dz) == & SN | §,,(dx), trong d6 6, ki
hiéu cho do do Dirac tai z. Hon nita, mot gi6i han chuan cho khodng cach Wasserstein
gitta hai do do thuc nghiem @, u¥" duge xac dinh béi
N N 1 1 2
Wi (i® u¥ ) < N 2 1 |ZE¢—Z/¢|2= N ‘wN—yN ;
1=

Bay gio, do do thuc Ly, tai mdi thoi diém ¢t duge xap xi bang do do thiec nghiem

N
XN 1 |
P (de) = < 2;5X;,N(dx), (3.4)
1=
trong d6 XV = (XN)i=0 = (XN, ... ,XtN’N)thO, dude goi 1a hé cac hat tuong tac, 1a

nghiém cho phuong trinh vi phan ngau nhién R chiéu vé6i cac thanh phan X%V =

(Xm0
- t ‘ N t . N . t - N ‘
XY = [ s o awi s [o(xiX) iz
0 0 0
t . N t . N .
o+ / bXEN XM )ds + / (XN XY
0 0

t
+/ / c(X;JV,u;"_N) zNi(ds,dz), (3.5)
0 JRd

cho bat ky t >0 vaie {1,...,N}.

Ménh dé 3.4.1. Cho XN = (X/")i=o la mot nghiem ciia phuong trinh (3.5). Gid si
cic dieu kien C6, C7 théa man va o bi chan trén C x Po(RY) déi vdi moi tap con C
cia RZ, va C5 théa man doi vdi q = 2py. Khi dé, vdi moi p € [2,po], ton tai hang s6
duong Cp sao cho vdi moi t > 0,

Cp(1+€)  néu v #£0,
‘e{r?aXN}E [|X§7N‘p] S QC(L+ 0P néu y=0,p=2 hojc v=0,7 >0,p € (2,po],
i yeees

Co(l+t)P  néu y=0,792=0,p€ (2 pol,
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trong do v = 1 + Yo.

Luu y rang khi vy < 0, ta c6 maX;c (1. N} SUP¢>o B [|X§’N|P] < 2C),.
Meénh dé 3.4.2. Gid s rang tat cd cic diéu kién trong Ménh dé 8.4.1 déu ding va
Diéu kien C2 ding vdi k1 = ke =1, L1 € R, Ly > 0. Khi dé, ching ta cé

, 2
max sup K UXZ — Xz’N‘ < Cre(N), (3.6)

i€{1,....N} tefo,1)

doi vdi bat ky N € N nao, trong dé hang so6 duong Cr khong phu thuoc vao N.
Gid st théem rang L1 + Ly < 0 va v < 0. Khi dé, ta c6

. 2
max supE “XZ - XZ’N’ } < Cp(N), (3.7)
i€{1,...N} >0

doi vai bat ky N € N nao, trong dé hang so6 duong C khong phu thuéc vao N va T.

3.4 Ludc do Euler-Maruyama tuong thich khéng ché

Gid st oa = (0a4j)1<ij<d : R X Po(RY) = RI@ R v ca = (caij)i<ij<a : R x Po(RY) —
R¢ ® RY 1a cac xap xi cho cac hé s6 o va ¢ tuong ting, sé¢ dugc xac dinh sau. Déi véi
tat cd i€ {1,...,N}, A €(0,1) va k € N, ching t6i dinh nghia lugc d6 Euler-Maruyama
tuong thich khéng ché ctia phuong trinh (3.5) bang

_ AZ7N _ _ h N /)EN
to=0, Xy =z, lpp1 =1+ (th"utk A,

SN i N SiN XN SN XN ; ;
XN = XN o(XpN i Yt — te) + oa (XY 1 Wi~ W) (3.8)

tri1

SN XN i
_{_CA()(Vt;C ’Mtk )(sz+1

trong do

SN SN SN.N
X, = (R R,

—~N

. v1,N v V.N
)me{h(th ), (X )},

ho

(1 + |b($,p,)| + |CT(:L‘,,u)| + |[l7|g)2 + |c(x’lu)|p0’ (39)

h(z, 1) =

cho 2 € RY, ji € P(RY) va mot s6 hiing s6 duong ho. O day, cac hing s6 ¢ va po 1an luot
dugc xac dinh trong Diéu kien C4 va CT.

Bay gio, ching t6i cung cap céac diéu kien du dé dam bao ¢, 1 oo 1a k 1 oo, diéu nay
cho thay luge do xap xi Euler-Maruyama tuong thich khong ché(3.8) duge dinh nghia
tot.
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Meénh dé 3.5.1. Gid st rang Diéu kien C5 ding vdi p = 2 va ton tai cic hang sé6 duong

L, 81 va By sao cho cac ham h,b,oa va ca thoa man

< L (1 Ll W (0,00) ) [bGar )| (1 b, 1)) B, ) < L

1
T1.
h(z, p)

T2. (z,b(z, 1) — b(0,80)) < L (|2 + W3 (1, 60))

T3, [oa (o] (14 2) < et fea(o. ] (1-+]al) €

|b(z, p)llea e, p)| <

e

vdi bat ky x € R va p € Po(RY). Khi dé, ching ta cé

lim t, = +oo h.c.c.
k—+o00

3.5 Cac moment nghiém
Trude tién, ching ta sé chitng minh rang cac momen clia )?ZN phu thudc vao t. Dé
chiing minh diéu nay, ching ta can dua ra diéu kién sau.
T4. Ton tai mot hiang s6 duong L sao cho |oa(z, p)| < |o(z, )| va  |ea(z, pw)| < |e(z, p)]
v6i moi x € R? va p € Po(RY);

T5. D6i v6i mot s6 nguyen py € [2,+00), ton tai cac hing s6 Ly > 0, 31 € R, 3 > 0,
7 > 0 sao cho véi moi x € R? va pu € Py(RY),

leal, ] < Lo (1+ || + Wa(p, 60)) (3.10)
va
po—1 2|2 1
(b)) + 25 oalo P + et [ |5+ 2
R Io

X ((1 +|2|(Zo + e))po—l —1—|2|(Lo + 6)) <|z| (% i 6) n 6)] v(d2) (3.11)

< Fr|w)® + 2 W3 (1, do) + 7,

trong do e = #ﬁ max{3Lo, 1}.

Meénh dé 3.6.9. Gid st cic diéu kien T1-T5 va C5 théa man. Khi dé, vdi bt ky
k < po/2 duong, ton tai mot hiing s6 duong C = C(zo,k,1,752,7, L, Lo, po) khong phu
thudc vao A ciing khong phu thuoc vao t sao cho vdi bat kyt > 0,

Cle?t néu >0,
max (E[IRVP VE IFVP]) <9 cavnf nde F=0, (3.12)
zG{l,...,N} - . e

C neuw v <0,
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trong do v =71 + 72.
3.6 Su héi tu cta luge do xap xi

T6. Ton tai mot hing s6 duong L3 sao cho
o (z, 1) — oa (@, p)] < LsAYP|o(x, p)*(1 + |a]),
e, 1) — e, 1)] < LsAYZ e, w2 (1 -+ [o] + [b(a, 1))
voi moi x € R? va € Po(RY).

Nhan xét 3.7.1. Néu ching ta chon

o(, 1)

L+ AYV2lo(z, p)|(1 + |=])°
(z,
|

e (3.13)

ez, 1) 3.14
L+ AV2|e(x, )| (1 + || + [b(z, p)])’ (3:14)

thi cac dieu kien T3, T4 va T6 dugc théa man.
Dinh ly 3.7.2. Gid si cic dieu kien C1, C8—C5, T2-T6 thda man va py > 40 + 6.

Gia s thém rdang ton tai mot hang s6 € > 0 sao cho C2 théa man vdi k1 = ky =

CA(‘T’#)

l+e, Ly € R, Ly > 0. Khi dé vdi moi T > 0, ton tai cic hing so duong Crp =
CO(x0, L, L1, Lo, L3, 31, 72,77, Lo, T) va C. = C'(wo, L, L1, La, L3, 31, 32,7, Lo, T) sao cho

N ~i N 2
max  sup E UXZ . ‘ < CrA, (3.15)
ie{l,...,N} te[0,7)
va vdi bat ky p € (0,2),
max [ | sup ‘XZ"N —fti’N‘p < (ﬂ) (C'TA)p/2, (3.16)
ie{l..N} | eefo,r] 2—-p

Hon nita, néuy =31 + % < 0, va L1 + Ly < 0, thi ton tai mot hang so duong C" =
C"(xo, L, L1, L2, L3, y1, 72,7, ES), khong phu thuoc vao T, sao cho

‘ 2
max sup E UXZ’N — XZ’N‘ < C"A. (3.17)

ie{l,...,N} +>0

Dinh 1y 3.7.3. Gid st cac diéu kien C1, C3—C7, T2-T6 théa man va pg > 40+6. Gid
st thém rang ton tai hang s6 € > 0 sao cho C2 ding vdi k1 = ky = 1+¢, L1 € R, Ly > 0.
Khi dé, véi moi T > 0, ton tai hang so duong Cr = C(xo, L, Ly, La, Lg,%ﬁg,’ﬁ,fo, T) sao
cho

2
max  sup E UXt ZN‘ < Cr(A+¢(N)), (3.18)

i€{L,....N} ¢ef0,7]

vdi moi N € N, trong dé hdang so Cr > 0 khong phu thudc vao N.
Hon nia, gid st rang v =1 +7 <0, ¥ =31 + 32 < 0 va L1 + Ly < 0. Khi dé, ton tai
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mot hang so duong
C" = C"(xg, L, L1, L2, L3, v1, 72,7, ES) khong phu thuoc vao T sao cho

. o~ 2
max sup K UX; - X;’N‘ ] < C"(A+p(N)). (3.19)
i€{1,..N} >0

3.7 Mo phéng sb6

Trong phan nay, ching toi xét téc do hoi tu clia luge do Euler-Maruyama tuong thich
khong ché (3.8),(3.9), (3.13), (3.14) trong Dinh 1y 4.7.3 d6i v6i cac gia tri 16n ¢6 dinh
cia N. Xét phuong trinh vi phan ngau nhién dang McKean-Vlasov ¢6 bude nhay sau

dX; = (-1 -3 (X +E[Xy]) — X X¢[0%) dt + 0.2 (1 + [ X! + E [X¢]) AW,
+ 0.2 (Xt_ +E [Xt_]) dZy. (320)

Tue la

Y

b(x,pu)=—-1-3 (a: + /Rz,u(dz)> — z|z|%3,

o(x,u) =0.2 (1 + |zt + /Rz,u(dz)) : c(x, ) =0.2 (a: + /Rzu(dz)) :

véi moi z € R va p € P2(R). o) day chung ta gid st ring Z = (Z;)i>0 13 mot qué trinh
Gamma c6 hai tham s6 1a 5 va 1. C6 thé dé& dang chitng minh cac hé sé nay théa man
cac dieu kien A1-A7 va T2-T6.

Hinh 3.1 hién thi cac gia tri ctia logo M SE(1, T) dugc vé theo 1 € {1,2,...,6}. Chiing ta
thay réng 3 ~ 0.5.

5
s
5 . y =-1,2293x + 5,0136
R?=0,9871
2 ¢
1 o
0 "o,
0 1 2 3 4 .. 5 6 7
-1 '...
-2 ~._.
3

Hinh 3.1: Sai 86 logo,MSE(1,10) véi1=1,...,6.
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KET LUAN VA KIEN NGHI

Két luan

Bang cach két hop cac cong cu hién dai trong gidi tich ngiu nhién, phuong trinh vi
phan ngau nhieén, giai tich s6 va ki thuat xap xi clia Yamada-Watanabe, luan 4n da xay
dung duoge cac luge do xap xi phit hop cho mot s6 16p phuong trinh vi phan ngau nhién
c6 hée s6 khong chinh quy. Céac két qua chinh ciia luan an 1a cd vé tinh chat dinh lugng
va dinh tinh ctia cdc nghiém ding va cac nghiém xap xi cia lude do Euler-Maruyama
cho phuong trinh vi phan ngau nhién c6 hé s6 khong chinh quy va cho phuong trinh vi
phan ngau nhién c¢6 bude nhay.

Cac két qua chinh ctia luan an bao gom:

1) Dua ra mot luge do xap xi Euler-Maruyama tuong thich khong ché hoi tu manh trong
ci khodng thoi gian hitu han va vo han cho mot s6 16p phuong trinh vi phan ngau nhién
mot chiéu véi he sé dich chuyen lien tuc Lipschitz dia phuong va hé s6 khuéch tan lien
tuc Holder dia phuong.

2) Dua ra mot luge do xap xi Euler-Maruyama tuong thich khong ché hoi tu manh trong
ca khodng thoi gian hitu han va vo6 han cho cac phuong trinh vi phan ngau nhién c6
buée nhay trong do6 b 1a lién tuc Lipschitz dia phuong; o 1a lién tuc Holder dia phuong
va c¢ la lién tuc Lipschitz.

3) Dua ra mot luge do xap xi Euler-Maruyama tuong thich khéng ché hoi tu manh trong
ca khoang thoi gian hitu han va v6 han cho cac phuong trinh vi phan ngau nhién dang
McKean-Vlasov ¢6 buée nhay, trong dé b va o la lién tuc Lipschitz khong toan cuc va

tang trén tuyén tinh, ¢ 1 lién tuc Lipschitz.
Kién nghi

Trong qué trinh nghién cttu cac van dé ciia luan an, ching toi da nghi dén mot s6

huéng nghién citu tiép theo nhu sau:

e Cac phuong phap xap xi bao toan cac tinh chat hinh hoc va tiém can ctia mot hée
phuong trinh vi phan ngdu nhién c6 cau tric phiic tap, chang han nhu hé cac diem

ngau nhién khong va cham hoac hé duong.
e Su hoi tu yéu clia cac luge do xap xi tuong thich khong ché.

e Xay dung cac luge do xap xi ¢6 sut hoi tu nhanh hon cho cac phuong trinh vi phan

ngau nhién c6 hé s6 tron va ting trén tuyén tinh.
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