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MỞ ĐẦU

1. Lí do lựa chọn đề tài

Giải tích ngẫu nhiên và phương trình vi phân ngẫu nhiên được giới thiệu bởi Kiyosi

Itô [33] và được sử dụng rộng rãi trong nhiều lĩnh vực ứng dụng như toán tài chính,

vật lý, sinh học, điều khiển tối ưu, lý thuyết lọc,... Các phương trình ngày càng được

cải tiến để phù hợp với thực tế. Ví dụ, trong lý thuyết định giá cổ phiếu trong toán tài

chính của Black - Scholes [4] và Merton [57], giá của một cổ phiếu ban đầu được mô

hình hóa bằng một phương trình vi phân ngẫu nhiên tuyến tính. Nhưng sau đó, người

ta thấy rằng phương trình này không phản ánh chặt chẽ thực tế và do đó mô hình biến

động ngẫu nhiên [19] đã được giới thiệu. Mô hình mới này mô tả giá cổ phiếu bằng các

phương trình phức tạp hơn với các hệ số không thỏa mãn điều kiện Lipschitz toàn cục.

Các phương trình có hệ số không thỏa mãn điều kiện Lipschitz toàn cục cũng xuất hiện

trong nhiều lĩnh vực khác.

Khi giải các bài toán thực tế liên quan đến phương trình vi phân ngẫu nhiên, chúng ta

thường phải tính toán các đại lượng có dạng E[f(X)] trong đó X là nghiệm của phương

trình mô hình hóa đại lượng ngẫu nhiên mà chúng ta quan tâm và f là một hàm nào

đó. Việc tính toán chính xác đại lượng trên chỉ có thể thực hiện được với một số lượng

rất nhỏ các phương trình cũng như các hàm f . Do đó, chúng ta thường phải xây dựng

một lược đồ phù hợp dạng Monte Carlo để xấp xỉ phép tính. Cụ thể, chúng ta xấp xỉ

X bằng một đại lượng X(n) có thể mô phỏng trên máy tính, trong đó n tỷ lệ thuận với

số phép tính cần thiết để xác định X(n). Sau đó, chúng ta ước lượng như sau

E[f(X)] ≈ E
[
f
(
X(n)

)]
≈ 1

N

N∑
i=1

f
(
X(n,i)

)
trong đó X(n,i), với i = 1, . . . , N , là N bản sao độc lập của X(n) được tạo trên máy tính.

Để thiết kế một thuật toán tối ưu, tức là chọn giá trị của n và N sao cho sai số của phép

xấp xỉ không vượt quá một mức nhất định với số phép tính cần thực hiện nhỏ nhất,

chúng ta cần đánh giá để có được sai số của hai phép xấp xỉ trên. Sai số của phép xấp

xỉ thứ hai, còn được gọi là phép xấp xỉ Monte Carlo, có thể được kiểm soát bằng định

lý giới hạn trung tâm hoặc thông qua bất đẳng thức độ đo. Sai số của phép xấp xỉ đầu

tiên khó xác định hơn vì nó phụ thuộc vào tính chính quy của các hệ số phương trình
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vi phân ngẫu nhiên cũng như tính trơn của hàm f .

Gần đây, Giles [20] đã giới thiệu một phương pháp Monte Carlo đa cấp để xấp xỉ

E[f(X)]. Phương pháp mới này có số lượng tính toán thấp hơn nhiều so với phương pháp

Monte Carlo cổ điển. Một trong những điểm chính để áp dụng phương pháp Monte Carlo

đa cấp là chúng ta phải đánh giá tốc độ hội tụ trong không gian Lp của nghiệm xấp xỉ

với nghiệm đúng.

Khi xấp xỉ nghiệm của một phương trình vi phân ngẫu nhiên, chúng ta muốn nghiệm

xấp xỉ không chỉ hội tụ mà còn bảo toàn các tính chất của nghiệm đúng, chẳng hạn như

tính ổn định hoặc các tính chất hình học của miền giá trị. Nhìn chung, lược đồ xấp xỉ

Euler-Maruyama cổ điển thường không bảo toàn các tính chất này. Khi các hệ số của

phương trình thỏa mãn điều kiện Lipschitz toàn cục, nhiều lược đồ Euler-Maruyama

cải tiến đã được xây dựng, chẳng hạn như lược đồ Euler-Maruyama ẩn, nửa ẩn, lược

đồ Euler-Maruyama chiếu, .... Tuy nhiên, các kết quả nghiên cứu tương ứng cho các

phương trình có hệ số không chính quy vẫn còn khá hạn chế.

Các phương trình vi phân ngẫu nhiên dạng McKean-Vlasov cũng đã thu hút được

rất nhiều sự chú ý gần đây. Chúng mô tả hành vi giới hạn của các hạt riêng lẻ tương

tác với nhau trong trường trung bình, cái gọi là "Kết quả lan truyền hỗn loạn". Chúng

là các phương trình vi phân ngẫu nhiên phi tuyến với các hệ số liên quan đến luật của

chính quá trình đó. Chúng được sử dụng trong nhiều lĩnh vực như vật lý thống kê, khoa

học thần kinh và tài chính và một số những lĩnh vực khác. Kết quả sau này cũng mở

đường (còn nhiều kết quả khác) cho giải số của các phương trình vi phân ngẫu nhiên

dạng McKeanVlasov như vậy thông qua phép xấp xỉ hệ các hạt tương tác liên quan.

Mặc dù phép xấp xỉ số trong khoảng thời gian hữu hạn cho phương trình vi phân ngẫu

nhiên dạng McKean-Vlasov đã được một số tác giả nghiên cứu gần đây (xem [32, 67]

và các tài liệu tham khảo trong đó), phép xấp xỉ của nó trong khoảng thời gian vô hạn

vẫn là một vấn đề rất khó khăn. Chúng tôi nghĩ rằng vấn đề này có thể được giải quyết

bằng cách sử dụng một vài thay đổi của lược đồ xấp xỉ tương thích khống chế được giới

thiệu trong [36].

Vì những lý do trên, nghiên cứu sinh và các thầy hướng dẫn đã chọn chủ đề nghiên

cứu cho luận án là: "Lược đồ xấp xỉ Euler-Mauyama khống chế tương thích cho

một số lớp phương trình vi phân ngẫu nhiên với hệ số không chính quy".

2. Mục tiêu nghiên cứu

Mục tiêu chính của luận án là thiết lập các định lý về sự tồn tại và duy nhất nghiệm;

đưa ra các lược đồ xấp xỉ cho các lớp phương trình vi phân ngẫu nhiên, phương trình vi

phân ngẫu nhiên có bước nhảy, trong đó hệ số dịch chuyển tăng trên tuyến tính, liên tục

Lipschitz địa phương; Hệ số khuếch tán là liên tục Hölder, liên tục Hölder địa phương,
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xác định tính ổn định theo mômen của nghiệm và nghiệm xấp xỉ cho lớp phương trình

vi phân ngẫu nhiên có hệ số dịch chuyển Lipschitz một phía với hệ số âm.

3. Đối tượng nghiên cứu

Đối tượng nghiên cứu của luận án là các lớp phương trình vi phân ngẫu nhiên có

dạng

dXt = b(Xt)dt+ σ(Xt)dWt, X0 = x0;

và

dXt = x0 + b(Xt)dt+ σ(Xt)dWt + c (Xt−) dZt, X0 = x0.

trong đó hệ số dịch chuyển b(x) và hệ số khuếch tán σ(x) thỏa mãn một trong các điều

kiện sau:

- b(x) Lipschitz địa phương và liên tục Lipschitz một phía; σ(x) liên tục (1/2 + α)-

Hölder địa phương.

- b(x) Lipschitz địa phương and liên tục Lipschitz một phía; σ(x) liên tục (1/2 + α)-

Hölder địa phương and c(x) is liên tục Lipschitz.

- b(x) và σ(x) liên tục Lipschitz không toàn cục và tăng trên tuyến tính và c(x) liên

tục Lipschitz.

4. Phạm vi nghiên cứu

Phạm vi nghiên cứu của luận án bao gồm giải tích ngẫu nhiên, phương trình vi phân

ngẫu nhiên và xấp xỉ số. Các kết quả chính của luận án là về cả tính chất định lượng

và định tính của các nghiệm đúng và các nghiệm xấp xỉ của lược đồ Euler-Maruyama

cho các phương trình vi phân ngẫu nhiên có hệ số không chính quy và cho các phương

trình vi phân ngẫu nhiên có bước nhảy.

5. Phương pháp nghiên cứu

- Phân tích các nghiên cứu gần đây về phương trình vi phân ngẫu nhiên với hệ số

không chính quy và phương pháp xấp xỉ.

- Thực hiện mô phỏng máy tính để phân tích, đánh giá và đề xuất các thuật toán

xấp xỉ mới.

- Tham gia các hoạt động trao đổi khoa học như hội nghị và hội thảo để trao đổi,

thảo luận và cập nhật các phương pháp và kết quả nghiên cứu mới trong các lĩnh

vực chuyên môn.

6. Ý nghĩa khoa học và thực tiễn
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Kết quả của luận án góp phần làm phong phú thêm hướng nghiên cứu về giải số cho

một số lớp phương trình vi phân ngẫu nhiên. Dự kiến luận án sẽ có một số đóng góp

mới:

- Đề xuất một lược đồ xấp xỉ hội tụ mạnh trong cả khoảng thời gian hữu hạn và vô

hạn cho một số lớp phương trình vi phân ngẫu nhiên một chiều với hệ số dịch chuyển

liên tục Lipschitz địa phương và hệ số khuếch tán liên tục Hölder địa phương;

- Đề xuất một lược đồ xấp xỉ Euler-Maruyama tương thích khống chế cho các phương

trình vi phân ngẫu nhiên có bước nhảy trong đó σ là liên tục Hölder địa phương; σ

và b là tăng trên tuyến tính và c là liên tục Lipschitz;

- Đề xuất một lược đồ xấp xỉ Euler-Maruyama tương thích khống chế cho các phương

trình vi phân ngẫu nhiên dạng McKean-Vlasov có bước nhảy trong đó σ và b là liên

tục Lipschitz không toàn cục và tăng trên tuyến tính, và c là liên tục Lipschitz.

Luận án có thể được sử dụng để tham khảo trong các nghiên cứu liên quan của sinh

viên và các nhà khoa học trong lĩnh vực lý thuyết xác suất và thống kê toán học và

trong lĩnh vực phân tích số.

7. Cấu trúc luận án

Cấu trúc của luận án gồm ba chương. Chương 1 trình bày tổng quan về các kết quả

trước đây và giới thiệu các kết quả đạt được trong luận án. Hai chương còn lại trình

bày chi tiết về các kết quả mới của luận án.

• Chương 1: Tổng quan

• Chương 2: Lược đồ Euler-Maruyama tương thích khống chế cho các các phương

trình vi phân ngẫu nhiên có bước nhảy với các hệ số không chính quy.

• Chương 3: Lược đồ Euler-Maruyama tương thích khống chế cho các phương trình

vi phân ngẫu nhiên dạng McKean-Vlasov có bước nhảy với các hệ số không chính

quy.

Luận án được viết dựa trên 03 bài báo đã công bố.
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Chương 1

TỔNG QUAN

Trong chương này, chúng tôi sẽ tóm tắt một số kết quả trước đây và kết quả mới

thu được trong mỗi bài toán.

1.1 Phương trình vi phân ngẫu nhiên

Cho (Ω,F , P ) là một không gian xác suất đầy đủ với một lọc {Ft}t≥0 thỏa mãn các điều

kiện thông thường. Cho Wt =
(
W 1
t ,W

2
t . . . ,W

m
t

)>
, t ≥ 0 là một chuyển động Brown có

m chiều được xác định trên không gian này. Cho 0 ≤ t0 < T <∞ và x0 là một biến ngẫu

nhiên Ft0−đo được nhận giá trị trong Rd sao cho E
[
‖x0‖2

]
< ∞. Xét phương trình vi

phân ngẫu nhiên d-chiều dạng Itô

dXt = b(t,Xt)dt+ σ(t,Xt)dWt on t0 ≤ t ≤ T (1.1)

với giá trị ban đầu x (t0) = x0. Theo định nghĩa của vi phân ngẫu nhiên, phương trình

này tương đương với phương trình tích phân ngẫu nhiên sau:

X(t) = x0 +

∫ t

t0

b(s,X(s))ds+

∫ t

t0

σ(s,X(s))dW (s) on t0 ≤ t ≤ T. (1.2)

Định lý 1.1.11 Giả sử tồn tại hai hằng số dương K và K sao cho

(i) (Điều kiện Lipschitz)) với mọi x, y ∈ Rd và t ∈ [t0, T ]

‖b(t, x)− b(t, y)‖2 ∨ ‖σ(t, x)− σ(t, y)‖2 ≤ K‖x− y‖2. (1.3)

(ii) (Điều kiện tăng trên tuyến tính)) cho mọi x, y ∈ Rd × [t0, T ]

‖b(t, x)‖2 ∨ |σ(t, x)|2 ≤ K(1 + ‖x‖2). (1.4)

Khi đó, tồn tại một nghiệm duy nhất X(t) của phương trình (1.1) và nghiệm đó thỏa

mãn

E

[∫ T

t0

‖Xs‖2ds

]
<∞. (1.5)
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Theorem 1.1.14. Let p ≥ 2 and x0 ∈ Lp
(
Ω;Rd

)
. Assume that there exists a constant

α > 0 such that for all (t, x) ∈ [t0, T ]×Rd,

x>b(t, x) +
p− 1

2
‖σ(t, x)‖2 ≤ α

(
1 + ‖x‖2

)
. (1.6)

Then

E [|Xt|p] ≤ 2
p−2
2

(
1 + E

[
|x0|p

])
epα(t−t0) for all t ∈ [t0, T ] . (1.7)

1.2 Phương trình vi phân ngẫu nhiên có bước nhảy

Trong phần này, chúng tôi giới thiệu tóm tắt một số kiến thức cơ bản về phương trình

vi phân ngẫu nhiên có bước nhảy được sử dụng trong luận án.

Đầu tiên, chúng tôi trình bày hai biểu diễn quan trọng của quá trình Lévy.

Mệnh đề 1.2.23. (Khai triển Lévy-Itô) Cho Z = (Zt)t≥0 là một quá trình Lévy trên

Rd và ν là độ đo Lévy của nó.

• ν là một độ đo Radon trên Rd
0 và thỏa mãn:∫

Rd
0

(1 ∧ |z|2)ν(dz) <∞.

• Độ đo nhảy của Z, được ký hiệu là N , là một độ đo ngẫu nhiên Poisson trên

[0,∞]×Rd với độ đo cường độ nhảy ν(dz)dt.

• Tồn tại một vectơ γ và một chuyển động Brown d chiều (Wt)t≥0 với ma trận hiệp

phương sai A sao cho

Zt = γt+Wt +

∫ t

0

∫
|z|≥1

zN(ds, dz) +

∫ t

0

∫
|z|<1

zÑ(ds, dz). (1.8)

Các số hạng trong (1.8) là độc lập.

Chú ý rằng, trong trường hợp Z = (Zt)t≥0 là một quá trình Lévy nhảy d chiều mà độ

đo Lévy ν thỏa mãn
∫
Rd

(
1 ∧ |z|2

)
ν(dz) < +∞, thì khai triển Lévy-Itô của Z được xác

định bởi

Zt =

∫ t

0

∫
Rd

0

z(N(ds, dz)− ν(dz)ds).

Mệnh đề 1.2.24. (Biểu diễn Lévy-Khinchin) Cho Z = (Zt)t≥0 là một quá trình Lévy

trên Rd. Tồn tại một hàm liên tục ψ : Rd 7→ R được gọi là số mũ đặc trưng của Z, sao

cho:

E
[
eiuZt

]
= etψ(u), u ∈ Rd. (1.9)
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trong đó

ψ(u) = iγu− 1

2
u · Au+

∫
Rd

(
eiuz − 1− iuz1{|z|≤1}

)
ν(dz)

Bộ ba (A, ν, γ) được gọi là bộ ba đặc trưng hoặc bộ ba Lévy của quá trình Zt.

Tiếp theo, chúng ta phát biểu bất đẳng thức Burkholder-Davis-Gundy cho tích phân

ngẫu nhiên Poisson được bù, bất đẳng thức này sẽ hữu ích trong luận án.

Bổ đề 1.2.25. Cho B(Rd
0) là đại số Borel σ của Rd

0 và P là σ−đại số trên R+ × Ω.

Cho g là hàm P ⊗B(Rd
0)-đo được thỏa mãn

∫ T
0

∫
Rd

0
|g(s, z)|2ν(dz)ds <∞ P-h.c.c. với mọi

T ≥ 0. Khi đó, với mọi p ≥ 2, tồn tại một hằng số dương Cp sao cho

E

[
sup
t∈[0,T ]

∣∣∣∣∫ t

0

∫
Rd

0

g(s, z)Ñ(ds, dz)

∣∣∣∣p
]

≤ Cp

E

(∫ T

0

∫
Rd

0

|g(s, z)|2ν(dz)ds

) p
2

+ E

[∫ T

0

∫
Rd

0

|g(s, z)|pν(dz)ds

] .

Hơn nữa, với bất kỳ 1 ≤ p < 2 nào, tồn tại một hằng số dương Cp sao cho

E

[
sup
t∈[0,T ]

∣∣∣∣∫ t

0

∫
Rd

0

g(s, z)Ñ(ds, dz)

∣∣∣∣p
]
≤ CpE

(∫ T

0

∫
Rd

0

|g(s, z)|2ν(dz)ds

) p
2

 .
Tiếp theo, xét các quá trình X = (Xt)t≥0 có biểu diễn tích phân ngẫu nhiên dưới dạng

Xt = x+

∫ t

0

b(Xs)ds+

∫ t

0

σ(Xs)dWs +

∫ t

0

∫
R0

c(Xs− , z)Ñ(ds, dz). (1.10)

Định lý 1.2.26. Công thức Itô một chiều. Cho X = (Xt)t≥0, là quá trình Itô-Lévy

được đưa ra bởi (1.10) và cho f : (0,∞) ×R → R là một hàm trong C1,2((0,∞)×R) và

định nghĩa

Yt := f(t,Xt), t ≥ 0.

Khi đó, quá trình Y = (Yt)t≥0, cũng là một quá trình Itô-Lévy và dạng vi phân của nó

được xác định bởi

dYt =
∂f

∂t
(t,Xt)dt+

∂f

∂x
(t,Xt)b(Xt)dt+

1

2

∂2f

∂x2
(t,Xt)σ

2(Xt)dt

+
∂f

∂x
(t,Xt)σ(Xt)dWt

+

∫
R0

[
f(t,Xt + c(Xt− , z))− f(t,Xt)−

∂f

∂x
(t,Xt)c(Xt− , z)

]
ν(dz)dt

+

∫
R0

[
f (t,Xt− + c(Xt− , z))− f (t,Xt−)

]
Ñ(dt, dz). (1.11)
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Định lý 1.2.27. Công thức Itô nhiều chiều. Cho X = (Xt)t≥0, là một quá trình

Itô-Lévy d chiều. Cho f : (0,∞)× Rd → R là một hàm trong C1,2
(
(0,∞)×Rd

)
và định

nghĩa

Yt := f(t,Xt), t ≥ 0.

Khi đó quá trình Y = (Yt)t≥0, là quá trình Itô-Lévy một chiều và dạng vi phân của nó

được xác định bởi

dY (t) =
∂f

∂t
(t,Xt)dt+

n∑
i=1

∂f

∂xi
(t,Xt)bi(Xt)dt+

d∑
i=1

d∑
j=1

∂f

∂xi
(t,Xt)σij(Xt)dW

j
t

+
1

2

n∑
i=1

d∑
j=1

∂2f

∂xi∂xj
(t,Xt)

(
σσT

)
ij

(Xt)dt+

d∑
j=1

∫
R0

[
f
(
t,Xt + c(j)(Xt− , z)

)
− f(t,Xt)−

d∑
i=1

∂f

∂xi
f(t,Xt)cij(Xt− , z)

]
νj (dzj) dt

+

d∑
j=1

∫
R0

[
f
(
t,Xt− + c(j)(Xt− , z)

)
− f (t,Xt−)

]
Ñj (dt, dzj) , (1.12)

trong đó c(j) là cột thứ j của ma trận d× d c = [cij ].

Cuối cùng, chúng ta xét một quá trình X = (Xt)t≥0, là nghiệm của phương trình vi

phân ngẫu nhiên có bước nhảy trong Rd:

dXt = b (Xt) dt+

d∑
j=1

σj (Xt) dW
j
t +

∫
R0

c (Xt−, z) Ñ(dt, dz),

với điều kiện ban đầu X0 = x0 ∈ Rd. Các hệ số σj , b : Rd → Rd và c : Rd × R0 → Rd

là các hàm đo được thỏa mãn các điều kiện tăng trên tuyến tính và Lipschitz: với mọi

x, y ∈ Rd,

max
j

{
|σj(x)− σj(y)|2 ; |b(x)− b(y)|2;

∫
R0

|c(x, z)− c(y, z)|2ν(dz)

}
≤ K|x− y|2

và

max
j

{
|σj(x)|2 ; |b(x)|2;

∫
R0

|c(x, z)|2ν(dz)

}
≤ K

(
1 + |x|2

)
.

Định lý 1.2.28. Tồn tại duy nhất một quá trình Markov, càdlàg và tương thích X trên

(Ω,F ,P) thỏa mãn phương trình tích phân

Xt = x0 +

∫ t

0

b (Xs) ds+

d∑
j=1

∫ t

0

σj (Xs) dW
j
s +

∫ t

0

∫
R0

c (Xs−, z) Ñ(ds, dz).

Hơn nữa, với T > 0 bất kỳ, ta có

E

[
sup
t∈[0,T ]

|Xt|2
]
<∞.
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Chương 2

LƯỢC ĐỒ EULER-MARUYAMA TƯƠNG THÍCH

KHỐNG CHẾ CHO PHƯƠNG TRÌNH VI PHÂN

NGẪU NHIÊN CÓ BƯỚC NHẢY VỚI HỆ SỐ KHÔNG

CHÍNH QUY

Chương này trình bày một lược đồ xấp xỉ mới cho một lớp phương trình vi phân

ngẫu nhiên với các hệ số không đều. Chúng tôi xem xét cả trường hợp các SDE được

điều khiển bởi chuyển động Brown (nhiễu liên tục) và trường hợp tổng quát hơn của

các SDE được điều khiển bởi các quá trình Lévy (bao gồm cả các bước nhảy). Vì mô

hình được điều khiển bởi Brown là một trường hợp đặc biệt của mô hình Lévy và các

phương pháp chứng minh song song về mặt logic, nên chương này, vì mục đích ngắn

gọn, sẽ chỉ trình bày phân tích chi tiết cho trường hợp Lévy tổng quát hơn. Các kết

quả tương ứng cho mô hình được điều khiển bởi Brown đơn giản hơn có thể được suy

ra tương tự. Những kết quả này được viết dựa trên các bài báo [1, 2] trong phần Danh

mục công trình khoa học của tác giả liên quan đến luận án.

2.1 Các giả thiết của mô hình

Xét quá trình X = (Xt)t≥0 là nghiệm của phương trình vi phân ngẫu nhiên có bước nhảy

sau

Xt = x0 +

∫ t

0

b(Xs)ds+

∫ t

0

σ(Xs)dWs +

∫ t

0

c (Xs−) dZs. (2.1)

Phương trình tích phân của (2.1) có thể được viết thành

Xt = x0 +

∫ t

0

b(Xs)ds+

∫ t

0

σ(Xs)dWs +

∫ t

0

∫
R0

c (Xs−) zÑ(ds, dz).

Giả sử rằng các hệ số b, σ, c và độ đo Lévy ν thỏa mãn các điều kiện sau:

B1. Tồn tại một hằng số dương L0 sao cho

|c(x)| ≤ L0(1 + |x|), ∀x ∈ R.
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B2. Với một số p0 ∈ [2; +∞), tồn tại các hằng số γ ∈ R, η ∈ [0; +∞) sao cho

xb(x) +
p0 − 1

2
σ2(x) +

c2(x)

2L0

∫
R0

|z|
(
(1 + L0|z|)p0−1 − 1

)
ν(dz) ≤ γx2 + η, ∀x ∈ R.

B3. Hệ số b là Lipschitz địa phương: với mọi R > 0, tồn tại một hằng số dương LR sao

cho

|b(x)− b(y)| ≤ LR|x− y|, ∀|x| ∨ |y| ≤ R.

B4. Hệ số σ là liên tục
(
α + 1

2

)
-Hölder địa phương: với bất kỳ R > 0, tồn tại các hằng

số dương LR và α ∈
(
0, 1

2

]
sao cho

|σ(x)− σ(y)| ≤ LR|x− y|1/2+α, ∀|x| ∨ |y| ≤ R.

B5. Hệ số c là liên tục Lipschitz địa phương: với bất kỳ R > 0, tồn tại một hằng số

dương LR sao cho

|c(x)− c(y)| ≤ LR|x− y|, ∀|x| ∨ |y| ≤ R.

B6.
∫
|z|>1

|z|pν(dz) <∞ với mọi p ∈ [1; 2p0] và
∫

0<|z|≤1
|z|ν(dz) <∞.

B7. Hệ số b là Lipschitz một phía: tồn tại hằng số L1 sao cho

(x− y)(b(x)− b(y)) ≤ L1|x− y|2, ∀x, y ∈ R.

B8. Hệ số b là liên tục Lipschitz địa phương: tồn tại hằng số dương l và L2 sao cho

|b(x)− b(y)| ≤ L2

(
1 + |x|l + |y|l

)
|x− y|, ∀x, y ∈ R.

B9. Hệ số σ là liên tục (α + 1
2)-Hölder địa phương: tồn tại các hằng số dương m,L3 và

α ∈ [0, 1
2 ] sao cho

|σ(x)− σ(y)| ≤ L3 (1 + |x|m + |y|m) |x− y|1/2+α, ∀x, y ∈ R.

B10. Hệ số c là Lipschitz: tồn tại một hằng số dương L4 sao cho

|c(x)− c(y)| ≤ L4|x− y|, ∀x, y ∈ R.

2.2 Phương trình vi phân ngẫu nhiên có bước nhảy với hệ số không
chính quy

Định lý 2.3.1. Giả sử rằng các hệ số b, c và σ thỏa mãn các điều kiện B1–B5. Giả sử

thêm rằng độ đo Lévy thỏa mãn
∫
R0
|z|ν(dz) < ∞ và

∫
R0
z2ν(dz) < ∞. Khi đó, phương

trình (2.1) có duy nhất nghiệm theo quỹ đạo.

Hơn nữa, giả sử rằng tồn tại các hằng số dương C và ` ∈ (0;
p0

4
] sao cho

|b(x)| ∨ |σ(x)| ∨ |c(x)| ≤ C
(
1 + |x|`

)
,
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với mọi x ∈ R, trong đó p0 được định nghĩa trong Điều kiện B2. Khi đó phương trình

(2.1) có một nghiệm mạnh.

2.3 Lược đồ Euler-Maruyama tương thích khống chế

Đối với mỗi ∆ ∈ (0, 1), lược đồ Euler-Maruyama tương thích khống chế của phương trình

(2.1) được định nghĩa như sau
t0 = 0, X̂0 = x0, tk+1 = tk + h(X̂tk)∆,

X̂tk+1 = X̂tk + b(X̂tk) (tk+1 − tk) + σ∆(X̂tk)(Wtk+1 −Wtk)

+c∆

(
X̂tk

)(
Ztk+1 − Ztk

)
,

(2.2)

trong đó

h(x) =
1

(1 + |b(x)|+ |σ(x)|+ |x|l)2 + |c(x)|p0
, (2.3)

Mệnh đề 2.4.1. Giả sử tồn tại các hằng số dương L và β sao cho hệ số b, c, σ, c∆, σ∆

thỏa mãn các điều kiện sau

T1. |b(x)| ∨ |σ(x)| ≤ L
(
1 + |x|β

)
;

T2. x(b(x)− b(0)) ≤ L|x|2;

T3. |σ∆(x)| ≤ L|σ(x)| và |c∆(x)| ≤ |c(x)|;

T4. |σ∆(x)| ≤ L√
∆
; |c∆(x)| ≤ L√

∆
và |b(x)c∆(x)| ≤ L√

∆
;

cho mọi x ∈ R. Giả sử thêm rằng độ đo Lévy thỏa mãn
∫
R0
z2ν(dz) <∞. Khi đó

lim
k→+∞

tk = +∞ h.c.c.

2.4 Các moment nghiệm

Định lý 2.5.4. Giả sử rằng các điều kiện T1–T4 và B6 được thỏa mãn, và với một số

p0 ∈ [2,+∞), tồn tại các hằng số γ ∈ R, η ∈ [0,+∞) sao cho với mọi x ∈ R,

xb(x) +
p0 − 1

2
σ2

∆(x) +
c2∆(x)

2L0

∫
R0

|z|
(
(1 + L0|z|)p0−1 − 1

)
ν(dz) ≤ γx2 + η. (2.4)

Khi đó, với mọi số nguyên dương k ≤ p0/2, tồn tại một hằng số dương C = C(x0, k, η, γ, L, L0, p0)

không phụ thuộc vào t cũng như ∆ sao cho

E
[
|X̂t|2k

]
∨ E

[
|X̂t|2k

]
≤


Ce2kγt nếu γ > 0,

C(1 + t)k nếu γ = 0,

C nếu γ < 0.

(2.5)
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2.5 Sự hội tụ của lược đồ Euler-Maruyama tương thích khống chế

Định lý 2.6.2. Giả sử rằng các điều kiện B2, B6–B10 thỏa mãn và p0 ≥ max{4l; 2 +

4α + 4m}. Giả sử rằng các hàm c, b, σ, c∆, σ∆ và độ đo Lévy ν thỏa mãn mọi điều kiện

của Định lý 3.5.4, và

|c(x)− c∆(x)| ≤ L5∆1/2c2(x)(1 + |b(x)|), |σ(x)− σ∆(x)| ≤ L5∆1/2σ2(x), ∀x ∈ R. (2.6)

Khi đó, đối với bất kỳ T > 0 nào, tồn tại một hằng số dương CT = C(x0, L, L0, L1, L2,

L3, L4, L5, γ, η, T ) sao cho

sup
0≤t≤T

E
[
|X̂t −Xt|

]
≤


CT∆α nếu 0 < α ≤ 1

2
,

CT

log 1
∆

nếu α = 0.
(2.7)

Hơn nữa, cho µ :=
∫
R0
|z|ν(dz) và giả sử rằng L1 + 2L4µ < 0, γ < 0, khi đó tồn tại một

hằng số dương C = C(x0, L, L0, L1, L2, L3, L4, L5, γ, η) không phụ thuộc vào T sao cho

sup
t≥0

E
[
|X̂t −Xt|

]
≤


C∆α nếu 0 < α ≤ 1

2
,

C

log 1
∆

nếu α = 0.
(2.8)

2.6 Mô phỏng số

Xét bốn phương trình vi phân ngẫu nhiên với các hệ số được đưa ra trong Bảng 2.1.

Trường hợp b σ c p0 L1 γ η l m α

1 −1 + x− x3 1 + (1 + x)x2/3 x+ sin(x) 10 1 −1 31873 2 4
3

1
6

2 −1 + x− x3 1 +
√

x4+x4/3

14 x+ sin(x) 10 1 1 957 2 2 1
6

3 −1− x− x7/3 1 +
√

2x2+x10/3+x4/3

14 x+ sin(x) 10 −1 1 1868 4
3 1 1

6

4 −1− x− x7/3 1 +
√

x10/3+x4/3

14 x+ sin(x) 10 −1 −1 1583 4
3 1 1

6

Bảng 2.1: Bốn phương trình vi phân ngẫu nhiên với các tham số của chúng

Hình 2.1: Giá trị log2(me(l)) for l = 2, 3, 4, 5, 6.
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Chương 3

LƯỢC ĐỒ EULER-MARUYAMA TƯƠNG THÍCH

KHỐNG CHẾ CHO PHƯƠNG TRÌNH VI PHÂN

NGẪU NHIÊN DẠNG MCKEAN-VLASOV CÓ BƯỚC

NHẢY VỚI HỆ SỐ KHÔNG CHÍNH QUY

Tiếp theo việc phân tích lược đồ Euler-Maruyama tương thích khống chế cho các

phương trình vi phân ngẫu nhiên có bước nhảy trong Chương 2, chương này trình bày

các kết quả mới về việc xấp xỉ nghiệm cho một lớp phương trình đặc biệt, cụ thể là các

phương trình vi phân ngẫu nhiên dạng McKean-Vlasov có bước nhảy. Sự khác biệt cốt

lõi là các hệ số của phương trình McKean-Vlasov phụ thuộc vào cả trạng thái và phân

phối xác suất của quá trình, tạo ra một cấu trúc tương tác trường trung bình phức tạp.

Trong chương này, chúng tôi tập trung vào trường hợp các hệ số trôi và khuếch tán

không liên tục Lipschitz toàn cục và có sự tăng trưởng trên tuyến tính. Những kết quả

này được viết dựa trên bài báo [3] trong phần Danh mục công trình khoa học của

tác giả liên quan đến luận án.

3.1 Các giả thiết của mô hình

Trên một không gian xác suất đầy đủ (Ω,F ,P), chúng tôi xét quá trình d-chiều X =

(Xt)t≥0 là nghiệm của phương trình vi phân ngẫu nhiên dạng McKean-Vlasov có bước

nhảy sau

dXt = b(Xt,LXt
)dt+ σ(Xt,LXt

)dWt + c
(
Xt−,LXt−

)
dZt, (3.1)

với t ≥ 0, trong đó X0 = x0 ∈ Rd là giá trị ban đầu cố định, LXt
biểu thị luật của quá

trình X tại thời điểm t.

Kí hiệu P(Rd) là không gian của tất cả các độ đo xác suất được xác định trên một

không gian đo được (Rd,B(Rd)), trong đó B(Rd) là σ-trường Borel trên Rd, và kí hiệu

P2(Rd) :=

{
µ ∈ P(Rd) :

∫
Rd

|x|2µ(dx) <∞
}

là tập hợp con của các độ đo xác suất có mômen cấp hai hữu hạn. Như một độ đo trên

không gian P2(Rd), chúng tôi sử dụng khoảng cách L2-Wasserstein. Nghĩa là, đối với
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µ, ν ∈ P2(Rd), khoảng cách L2-Wasserstein giữa µ và ν được định nghĩa là

W2(µ, ν) := inf
π∈C(µ,ν)

(∫
Rd×Rd

|x− y|2 π(dx, dy)

)1/2

,

trong đó C(µ, ν) là tập hợp tất cả các cặp µ và ν. Nghĩa là, π ∈ C(µ, ν) nếu và chỉ nếu

π(·,Rd) = µ(·) và π(Rd, ·) = ν(·).
Phương trình tích phân (3.1) được viết dưới dạng

Xt = x0 +

∫ t

0

b(Xs,LXs
)ds+

∫ t

0

σ(Xs,LXs
)dWs +

∫ t

0

∫
Rd

0

c
(
Xs−,LXs−

)
zÑ(ds, dz),

với bất kỳ t ≥ 0.

Giả sử rằng các hệ số dịch chuyển, khuếch tán và nhảy b, σ, c và độ đo Lévy ν của

phương trình (3.1) thỏa mãn các điều kiện sau:

C1. Tồn tại một hằng số dương L sao cho

2 〈x, b(x, µ)〉+ |σ(x, µ)|2 + |c(x, µ)|2
∫
Rd

0

|z|2ν(dz) ≤ L
(
1 + |x|2 +W2

2 (µ, δ0)
)
,

với bất kỳ x ∈ Rd và µ ∈ P2(Rd).

C2. Tồn tại các hằng số κ1 > 0, κ2 > 0, L1 ∈ R và L2 ≥ 0 sao cho

2 〈x− x, b(x, µ)− b(x, µ)〉+ κ1 |σ(x, µ)− σ(x, µ)|2

+ κ2|c(x, µ)− c(x, µ)|2
∫
Rd

0

|z|2ν(dz) ≤ L1|x− x|2 + L2W2
2 (µ, µ),

với bất kỳ x, x ∈ Rd và µ, µ ∈ P2(Rd).

C3. b(x, µ) là một hàm liên tục của x ∈ Rd và µ ∈ P2(Rd).

C4. Tồn tại các hằng số L > 0 và ` ≥ 1 sao cho

|b(x, µ)− b(x, µ)| ≤ L
(
1 + |x|` + |x|`

)
(|x− x|+W2(µ, µ)) ,

với mọi x, x ∈ Rd và µ, µ ∈ P2(Rd).

C5. Tồn tại một số nguyên chẵn p0 ∈ [2,+∞) sao cho
∫
|z|>1

|z|p0ν(dz) <∞ và
∫

0<|z|≤1
|z|ν(dz) <

∞.

C6. Tồn tại một hằng số dương L0 sao cho

|c(x, µ)| ≤ L0 (1 + |x|+W2(µ, δ0)) ,

với bất kỳ x ∈ Rd và µ ∈ P2(Rd).
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C7. Đối với số nguyên chẵn p0 ∈ [2,+∞) được đưa ra trong C5, tồn tại các hằng số

γ1 ∈ R, γ2 ≥ 0 và η ≥ 0 sao cho

〈x, b(x, µ)〉+
p0 − 1

2
|σ(x, µ)|2 +

1

2L0
|c(x, µ)|2

∫
Rd

0

|z|
(
(1 + L0|z|)p0−1 − 1

)
ν(dz)

≤ γ1|x|2 + γ2W2
2 (µ, δ0) + η,

với bất kỳ x ∈ Rd và µ ∈ P2(Rd).

3.2 Phương trình vi phân ngẫu nhiên dạng McKean-Vlasov có bước
nhảy với hệ số không chính quy

Đầu tiên, chúng ta nhắc lại kết quả về sự tồn tại và tính duy nhất cho nghiệm của

phương trình vi phân ngẫu nhiên dạng McKean-Vlasov có bước nhảy (3.1).

Mệnh đề 3.3.1. Giả sử các điều kiện C1, C3 và điều kiện C2 thỏa mãn với κ1 =

κ2 = 1, L1 = L2 > 0. Khi đó, tồn tại một quá trình càdlàg duy nhất X = (Xt)t≥0 nhận giá

trị trong Rd thỏa mãn phương trình vi phân ngẫu nhiên dạng McKean-Vlasov có bước

nhảy (3.1) sao cho

sup
t∈[0,T ]

E
[
|Xt|2

]
≤ K,

trong đó T > 0 là hằng số cố định và K := K(|x0|2, d, L, L1, T ) là hằng số dương.

Tiếp theo chúng ta sẽ trình bày các ước lượng mômen của nghiệm đúng X = (Xt)t≥0.

Mệnh đề 3.3.2. Cho X = (Xt)t≥0 là một nghiệm của phương trình (3.1). Giả sử các

điều kiện C6, C7, và σ bị chặn trên C×P2(Rd) đối với mọi tập con C của Rd, và C5

thỏa mãn với q = 2p0. Khi đó với mọi p ∈ [2, p0], tồn tại hằng số dương Cp sao cho với

mọi t ≥ 0

E [|Xt|p] ≤


Cp(1 + eγpt) nếu γ 6= 0,

Cp(1 + t)p/2 nếu γ = 0, p = 2 hoặc γ = 0, γ2 > 0, p ∈ (2, p0],

Cp(1 + t)p nếu γ = 0, γ2 = 0, p ∈ (2, p0],

(3.2)

trong đó γ = γ1 + γ2.

Lưu ý rằng nếu γ < 0, ta có supt≥0 E [|Xt|p] ≤ 2Cp.

3.3 Sự lan truyền hỗn loạn

Bây giờ chúng ta xét hệ các hạt không tương tác liên kết với phương trình vi phân ngẫu

nhiên dạng McKean-Vlasov có bước nhảy (3.1), trong đó trạng thái Xi = (Xi
t)t≥0 của

hạt i được xác định bởi

Xi
t = x0 +

∫ t

0

b(Xi
s,LXi

s
)ds+

∫ t

0

σ(Xi
s,LXi

s
)dW i

s +

∫ t

0

c
(
Xi
s−,LXi

s−

)
dZis
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= x0 +

∫ t

0

b(Xi
s,LXi

s
)ds+

∫ t

0

σ(Xi
s,LXi

s
)dW i

s

+

∫ t

0

∫
Rd

0

c
(
Xi
s−,LXi

s−

)
zÑ i(ds, dz), (3.3)

cho bất kỳ t ≥ 0 và i ∈ {1, . . . , N}.
Đối với xN := (x1, x2, . . . , xN ),yN := (y1, y2, . . . , yN ) ∈ RdN , chúng ta có

W2
2 (µx

N

, δ0) =
1

N

N∑
i=1

|xi|2 .

Ở đây, độ đo thực nghiệm được định nghĩa bởi µx
N

(dx) := 1
N

∑N
i=1 δxi(dx), trong đó δx kí

hiệu cho độ đo Dirac tại x. Hơn nữa, một giới hạn chuẩn cho khoảng cách Wasserstein

giữa hai độ đo thực nghiệm µx
N

, µy
N

được xác định bởi

W2
2 (µx

N

, µy
N

) ≤ 1

N

N∑
i=1

|xi − yi|2 =
1

N

∣∣xN − yN
∣∣2 ,

Bây giờ, độ đo thực LXt
tại mỗi thời điểm t được xấp xỉ bằng độ đo thực nghiệm

µX
N

t (dx) :=
1

N

N∑
i=1

δXi,N
t

(dx), (3.4)

trong đó XN = (XN
t )t≥0 = (X1,N

t , . . . , XN,N
t )Tt≥0, được gọi là hệ các hạt tương tác, là

nghiệm cho phương trình vi phân ngẫu nhiên RdN chiều với các thành phần Xi,N =

(Xi,N
t )t≥0

Xi,N
t = x0 +

∫ t

0

b(Xi,N
s , µX

N

s )ds+

∫ t

0

σ(Xi,N
s , µX

N

s )dW i
s +

∫ t

0

c
(
Xi,N
s− , µ

XN

s−

)
dZis

= x0 +

∫ t

0

b(Xi,N
s , µX

N

s )ds+

∫ t

0

σ(Xi,N
s , µX

N

s )dW i
s

+

∫ t

0

∫
Rd

0

c
(
Xi,N
s− , µ

XN

s−

)
zÑ i(ds, dz), (3.5)

cho bất kỳ t ≥ 0 và i ∈ {1, . . . , N}.
Mệnh đề 3.4.1. Cho Xi,N = (Xi,N

t )t≥0 là một nghiệm của phương trình (3.5). Giả sử

các điều kiện C6, C7 thỏa mãn và σ bị chặn trên C × P2(Rd) đối với mọi tập con C

của Rd, và C5 thỏa mãn đối với q = 2p0. Khi đó, với mọi p ∈ [2, p0], tồn tại hằng số

dương Cp sao cho với mọi t ≥ 0,

max
i∈{1,...,N}

E
[
|Xi,N

t |
p
]
≤


Cp(1 + eγpt) nếu γ 6= 0,

Cp(1 + t)p/2 nếu γ = 0, p = 2 hoặc γ = 0, γ2 > 0, p ∈ (2, p0],

Cp(1 + t)p nếu γ = 0, γ2 = 0, p ∈ (2, p0],
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trong đó γ = γ1 + γ2.

Lưu ý rằng khi γ < 0, ta có maxi∈{1,...,N} supt≥0 E
[
|Xi,N

t |p
]
≤ 2Cp.

Mệnh đề 3.4.2. Giả sử rằng tất cả các điều kiện trong Mệnh đề 3.4.1 đều đúng và

Điều kiện C2 đúng với κ1 = κ2 = 1, L1 ∈ R, L2 ≥ 0. Khi đó, chúng ta có

max
i∈{1,...,N}

sup
t∈[0,T ]

E
[∣∣∣Xi

t −X
i,N
t

∣∣∣2] ≤ CTϕ(N), (3.6)

đối với bất kỳ N ∈ N nào, trong đó hằng số dương CT không phụ thuộc vào N .

Giả sử thêm rằng L1 + L2 < 0 và γ < 0. Khi đó, ta có

max
i∈{1,...,N}

sup
t≥0

E
[∣∣∣Xi

t −X
i,N
t

∣∣∣2] ≤ Cϕ(N), (3.7)

đối với bất kỳ N ∈ N nào, trong đó hằng số dương C không phụ thuộc vào N và T .

3.4 Lược đồ Euler-Maruyama tương thích khống chế

Giả sử σ∆ = (σ∆,ij)1≤i,j≤d : Rd×P2(Rd)→ Rd⊗Rd và c∆ = (c∆,ij)1≤i,j≤d : Rd×P2(Rd)→
Rd ⊗ Rd là các xấp xỉ cho các hệ số σ và c tương ứng, sẽ được xác định sau. Đối với

tất cả i ∈ {1, . . . , N}, ∆ ∈ (0, 1) và k ∈ N, chúng tôi định nghĩa lược đồ Euler-Maruyama

tương thích khống chế của phương trình (3.5) bằng
t0 = 0, X̂i,N

0 = x0, tk+1 = tk + h(X̂
N

tk , µ
X̂

N

tk )∆,

X̂i,N
tk+1

= X̂i,N
tk

+ b(X̂i,N
tk

, µX̂
N

tk )(tk+1 − tk) + σ∆(X̂i,N
tk

, µX̂
N

tk )(W i
tk+1
−W i

tk)

+c∆(X̂i,N
tk

, µX̂
N

tk )(Zitk+1
− Zitk),

(3.8)

trong đó

X̂
N

tk =
(
X̂1,N
tk

, . . . , X̂N,N
tk

)
,

µX̂
N

tk (dx) :=
1

N

N∑
i=1

δ
X̂i,N

tk

(dx),

h(X̂
N

tk , µ
X̂

N

tk ) = min
{
h(X̂1,N

tk
, µX̂

N

tk ), . . . , h(X̂N,N
tk

, µX̂
N

tk )
}
,

và

h(x, µ) =
h0

(1 + |b(x, µ)|+ |σ(x, µ)|+ |x|`)2 + |c(x, µ)|p0
, (3.9)

cho x ∈ Rd, µ ∈ P2(Rd) và một số hằng số dương h0. Ở đây, các hằng số ` và p0 lần lượt

được xác định trong Điều kiện C4 và C7.

Bây giờ, chúng tôi cung cấp các điều kiện đủ để đảm bảo tk ↑ ∞ là k ↑ ∞, điều này

cho thấy lược đồ xấp xỉ Euler-Maruyama tương thích khống chế(3.8) được định nghĩa

tốt.
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Mệnh đề 3.5.1. Giả sử rằng Điều kiện C5 đúng với p = 2 và tồn tại các hằng số dương

L, β1 và β2 sao cho các hàm h, b, σ∆ và c∆ thỏa mãn

T1.
1

h(x, µ)
≤ L

(
1 + |x|β1 +Wβ2

2 (µ, δ0)
)
; |b(x, µ)| (1 + |b(x, µ)|)h(x, µ) ≤ L;

T2. 〈x, b(x, µ)− b(0, δ0)〉 ≤ L
(
|x|2 +W2

2 (µ, δ0)
)
;

T3. |σ∆(x, µ)| (1 + |x|) ≤ L√
∆
; |c∆(x, µ)| (1 + |x|) ≤ L√

∆
;

|b(x, µ)||c∆(x, µ)| ≤ L√
∆
;

với bất kỳ x ∈ Rd và µ ∈ P2(Rd). Khi đó, chúng ta có

lim
k→+∞

tk = +∞ h.c.c.

3.5 Các moment nghiệm

Trước tiên, chúng ta sẽ chứng minh rằng các mômen của X̂i,N
t phụ thuộc vào t. Để

chứng minh điều này, chúng ta cần đưa ra điều kiện sau.

T4. Tồn tại một hằng số dương L sao cho |σ∆(x, µ)| ≤ |σ(x, µ)| và |c∆(x, µ)| ≤ |c(x, µ)|
với mọi x ∈ Rd và µ ∈ P2(Rd);

T5. Đối với một số nguyên p0 ∈ [2,+∞), tồn tại các hằng số L̃0 > 0, γ̃1 ∈ R, γ̃2 > 0,

η̃ ≥ 0 sao cho với mọi x ∈ Rd và µ ∈ P2(Rd),

|c∆(x, µ)| ≤ L̃0 (1 + |x|+W2(µ, δ0)) , (3.10)

và

〈x, b(x, µ)〉+
p0 − 1

2
|σ∆(x, µ)|2 + |c∆(x, µ)|2

∫
Rd

0

[
|z|2

2
+

1

L̃0
2

×
((

1 + |z|(L̃0 + ε)
)p0−1

− 1− |z|(L̃0 + ε)

)(
|z|
(
L̃0

2
+ ε
)

+ ε

)]
ν(dz)

≤ γ̃1|x|2 + γ̃2W2
2 (µ, δ0) + η̃,

(3.11)

trong đó ε = 1
2
√
N

max{3L̃0, 1}.

Mệnh đề 3.6.9. Giả sử các điều kiện T1–T5 và C5 thỏa mãn. Khi đó, với bất kỳ

k ≤ p0/2 dương, tồn tại một hằng số dương C = C(x0, k, γ̃1, γ̃2, η̃, L, L̃0, p0) không phụ

thuộc vào ∆ cũng không phụ thuộc vào t sao cho với bất kỳ t ≥ 0,

max
i∈{1,...,N}

(
E
[
|X̂i,N

t |
2k
]
∨ E

[
|X̂i,N

t |
2k
])
≤


Ce2kγ̃t nếu γ̃ > 0,

C(1 + t)k nếu γ̃ = 0,

C nếu γ̃ < 0,

(3.12)
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trong đó γ̃ = γ̃1 + γ̃2.

3.6 Sự hội tụ của lược đồ xấp xỉ

T6. Tồn tại một hằng số dương L3 sao cho

|σ(x, µ)− σ∆(x, µ)| ≤ L3∆1/2|σ(x, µ)|2(1 + |x|),

|c(x, µ)− c∆(x, µ)| ≤ L3∆1/2|c(x, µ)|2 (1 + |x|+ |b(x, µ)|) ,

với mọi x ∈ Rd và µ ∈ P2(Rd).

Nhận xét 3.7.1. Nếu chúng ta chọn

σ∆(x, µ) =
σ(x, µ)

1 + ∆1/2|σ(x, µ)|(1 + |x|)
, (3.13)

c∆(x, µ) =
c(x, µ)

1 + ∆1/2|c(x, µ)|(1 + |x|+ |b(x, µ)|)
, (3.14)

thì các điều kiện T3, T4 và T6 được thỏa mãn.

Định lý 3.7.2. Giả sử các điều kiện C1, C3–C5, T2–T6 thỏa mãn và p0 ≥ 4` + 6.

Giả sử thêm rằng tồn tại một hằng số ε > 0 sao cho C2 thỏa mãn với κ1 = κ2 =

1 + ε, L1 ∈ R, L2 ≥ 0. Khi đó với mọi T > 0, tồn tại các hằng số dương CT =

C(x0, L, L1, L2, L3, γ̃1, γ̃2, η̃, L̃0, T ) và C ′T = C ′(x0, L, L1, L2, L3, γ̃1, γ̃2, η̃, L̃0, T ) sao cho

max
i∈{1,...,N}

sup
t∈[0,T ]

E
[∣∣∣Xi,N

t − X̂i,N
t

∣∣∣2] ≤ CT∆, (3.15)

và với bất kỳ p ∈ (0, 2),

max
i∈{1,...,N}

E

[
sup
t∈[0,T ]

∣∣∣Xi,N
t − X̂i,N

t

∣∣∣p] ≤ (4− p
2− p

)
(C ′T∆)p/2. (3.16)

Hơn nữa, nếu γ̃ = γ̃1 + γ̃2 < 0, và L1 + L2 < 0, thì tồn tại một hằng số dương C ′′ =

C ′′(x0, L, L1, L2, L3, γ̃1, γ̃2, η̃, L̃0), không phụ thuộc vào T , sao cho

max
i∈{1,...,N}

sup
t≥0

E
[∣∣∣Xi,N

t − X̂i,N
t

∣∣∣2] ≤ C ′′∆. (3.17)

Định lý 3.7.3. Giả sử các điều kiện C1, C3–C7, T2–T6 thỏa mãn và p0 ≥ 4`+6. Giả

sử thêm rằng tồn tại hằng số ε > 0 sao cho C2 đúng với κ1 = κ2 = 1 + ε, L1 ∈ R, L2 ≥ 0.

Khi đó, với mọi T > 0, tồn tại hằng số dương CT = C(x0, L, L1, L2, L3, γ̃1, γ̃2, η̃, L̃0, T ) sao

cho

max
i∈{1,...,N}

sup
t∈[0,T ]

E
[∣∣∣Xi

t − X̂
i,N
t

∣∣∣2] ≤ CT (∆ + ϕ(N)) , (3.18)

với mọi N ∈ N, trong đó hằng số CT > 0 không phụ thuộc vào N .

Hơn nữa, giả sử rằng γ = γ1 + γ2 < 0, γ̃ = γ̃1 + γ̃2 < 0 và L1 + L2 < 0. Khi đó, tồn tại
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một hằng số dương

C ′′ = C ′′(x0, L, L1, L2, L3, γ̃1, γ̃2, η̃, L̃0) không phụ thuộc vào T sao cho

max
i∈{1,...,N}

sup
t≥0

E
[∣∣∣Xi

t − X̂
i,N
t

∣∣∣2] ≤ C ′′ (∆ + ϕ(N)) . (3.19)

3.7 Mô phỏng số

Trong phần này, chúng tôi xét tốc độ hội tụ của lược đồ Euler-Maruyama tương thích

khống chế (3.8),(3.9), (3.13), (3.14) trong Định lý 4.7.3 đối với các giá trị lớn cố định

của N . Xét phương trình vi phân ngẫu nhiên dạng McKean-Vlasov có bước nhảy sau

dXt =
(
−1− 3 (Xt + E [Xt])−Xt|Xt|0.3

)
dt+ 0.2

(
1 + |Xt|1.1 + E [Xt]

)
dWt

+ 0.2 (Xt− + E [Xt−]) dZt. (3.20)

Tức là,

b(x, µ) = −1− 3

(
x+

∫
R
zµ(dz)

)
− x|x|0.3,

σ(x, µ) = 0.2

(
1 + |x|1.1 +

∫
R
zµ(dz)

)
, c(x, µ) = 0.2

(
x+

∫
R
zµ(dz)

)
,

với mọi x ∈ R và µ ∈ P2(R). Ở đây chúng ta giả sử rằng Z = (Zt)t≥0 là một quá trình

Gamma có hai tham số là 5 và 1. Có thể dễ dàng chứng minh các hệ số này thỏa mãn

các điều kiện A1–A7 và T2–T6.

Hình 3.1 hiển thị các giá trị của log2MSE(l, T ) được vẽ theo l ∈ {1, 2, ..., 6}. Chúng ta

thấy rằng β ≈ 0.5.

Hình 3.1: Sai số log2MSE(l, 10) với l = 1, ..., 6.
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KẾT LUẬN VÀ KIẾN NGHỊ

Kết luận

Bằng cách kết hợp các công cụ hiện đại trong giải tích ngẫu nhiên, phương trình vi

phân ngẫu nhiên, giải tích số và kỹ thuật xấp xỉ của Yamada-Watanabe, luận án đã xây

dựng được các lược đồ xấp xỉ phù hợp cho một số lớp phương trình vi phân ngẫu nhiên

có hệ số không chính quy. Các kết quả chính của luận án là cả về tính chất định lượng

và định tính của các nghiệm đúng và các nghiệm xấp xỉ của lược đồ Euler-Maruyama

cho phương trình vi phân ngẫu nhiên có hệ số không chính quy và cho phương trình vi

phân ngẫu nhiên có bước nhảy.

Các kết quả chính của luận án bao gồm:

1) Đưa ra một lược đồ xấp xỉ Euler-Maruyama tương thích khống chế hội tụ mạnh trong

cả khoảng thời gian hữu hạn và vô hạn cho một số lớp phương trình vi phân ngẫu nhiên

một chiều với hệ số dịch chuyển liên tục Lipschitz địa phương và hệ số khuếch tán liên

tục Hölder địa phương.

2) Đưa ra một lược đồ xấp xỉ Euler-Maruyama tương thích khống chế hội tụ mạnh trong

cả khoảng thời gian hữu hạn và vô hạn cho các phương trình vi phân ngẫu nhiên có

bước nhảy trong đó b là liên tục Lipschitz địa phương; σ là liên tục Hölder địa phương

và c là liên tục Lipschitz.

3) Đưa ra một lược đồ xấp xỉ Euler-Maruyama tương thích khống chế hội tụ mạnh trong

cả khoảng thời gian hữu hạn và vô hạn cho các phương trình vi phân ngẫu nhiên dạng

McKean-Vlasov có bước nhảy, trong đó b và σ là liên tục Lipschitz không toàn cục và

tăng trên tuyến tính, c là liên tục Lipschitz.

Kiến nghị

Trong quá trình nghiên cứu các vấn đề của luận án, chúng tôi đã nghĩ đến một số

hướng nghiên cứu tiếp theo như sau:

• Các phương pháp xấp xỉ bảo toàn các tính chất hình học và tiệm cận của một hệ

phương trình vi phân ngẫu nhiên có cấu trúc phức tạp, chẳng hạn như hệ các điểm

ngẫu nhiên không va chạm hoặc hệ dương.

• Sự hội tụ yếu của các lược đồ xấp xỉ tương thích khống chế.

• Xây dựng các lược đồ xấp xỉ có sự hội tụ nhanh hơn cho các phương trình vi phân

ngẫu nhiên có hệ số trơn và tăng trên tuyến tính.
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