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MG dau

Luan 4n nay nghién cttu mot s6 phuong phap hiéu chinh gidi bai toin bao
ham thiic bién phan cé cau tric tong sau day.

Bai toan 0.1 (VI - Variational Inclusion) Cho H la mot khong gian Hilbert
thue. A:H — 2" vaB:H — 7—[ lan lugt la cdc todn tit da tri va don tri
tréen H. Bai toan VI dugc phdt biéu nhu sau:

Tim diém x* € H sao cho 0 € A(x*) + B(z*). (VI)

Phuong phap co dién va don gian nhat gidi bai toan nay trong truong hop
B = 0 1a phuong phép diém gan ké, dugc dé xuit bdi B. Martinet nam 1970
trong giai bai toan bat dang thic bién phan va dude nghién cttu mé rong béi
Rockafellar ndm 1976 cho bai toén tim khong diém ctia toan tit A don dieu
cuc dai, c6 dang:

+1:Jf}€xk k=0,1,...,

trong do A, > 0 duoc goi la cd budc va Jy; A 1a giai thic ciia toan tit A tng
v6i tham s6 A, cho béi JA (I + M\ A)~ ¥ trong do6 I 1a toan t1t dong nhat
trén H. Phuong phap dlem gan ké da md ra mot hudng tiép can hieu qua
cho viéc nghién citu thuat giai cho bai toan VI, dé 1 stt dung nguyén ly diém
bat dong dua trén toan ti gidi thic.

Nam 2018, C. Zhang va Y. Wang da dé xuat phuong phap co gan ké sau
day cho bai toan VI:

— J{ (% = \B(2h)),
d(z*, y*) = 2% — y* — N(B(z¥) — B(yY)),
2 = ot — yBud(a, o)

voi v € (0,2), Bk = m, o(xF, y*) = (aF — yF d(2F,y%)), {\} 1a day
cac ¢d buée thod man mot so dieu kién cho trude va li]?i> inf A\, > X > 0. Véi
o0
mot s6 didu kien nhat dinh, cic tac gid da ching minh rang day {«*} sinh
bdi phuong phap dé xuat hoi tu yéu dén mot nghiém clia bai toan VI.
Gan day, dé tang toc do hoi tu clia phuong phap lap, ngudi ta thuong st
dung k¥ thuat quan tinh. F. Alvarez va H. Attouch [4] da de xuat ki thuat
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nay, xuat phat tir hé dong liic bac hai ¢6 tén 1a "qua cau ning c6 ma sat".
Phuong phap nay sau d6 dude stt dung rong rai nham muc dich ting téc do
hoi tu ctia cac thuat toan lap. Nam 2021, B. Jiang va cac cong sit da dya trén
cac phuong phép chinh lap duéi dao ham tang cuong (RSEGM - regularized
subgradient extragradient method) va chinh lip dao ham tang cudng kicu
Tseng (RTEGM - regularized Tseng’s extragradient method) ciia Dang Van
Hiéu va cac cong su dé dé xuat cac thuat toan RSEGM quan tinh da budc
va RTEGM quan tinh da budc.

Trong luan an nay, ta ciing quan tam nghién citu phuong phap giai bai
toan bao ham thtc bién phan tach (SVI - split variational inclusion) trong
hai khong gian Hilbert thuc H; va Ha:

Tim z* € H; sao cho 0 € By(z") va 0 € BT (z7), (SVI)

trong dé By : Hy — 27 va By 1 Ha — 22 13 hai toan tt don dieu cuc dai va
T : Hi — Ho 14 mot toan tu tuyén tinh bi chan. Tap nghiém ctia bai toan
SVI dugce ki hieu 1a Qgyr va luon duge gid thiét khac rong. Bai toan VI c6
thé dua dugc vé bai toan SVI bing cach dat B; = A + B va By 1a toan ti
dong nhat bang 0. Bai toan nay duge dé xuat bdi A. Moudafi nam 2011 va
sau d6 Y. Censor va cac cong su trong nam 2012 da dé xuat va nghién ctu
bai toan bat dang thiic bién phan tach va bai toan khong diém tach (SZP -
split zero problem).

Gan day, C-S. Chuang trong nam 2016 da dé xuat thuat todn gan ké sau
dé giai bai toan (SVI) trong khong gian Hilbert:

Thuat toan 0.1
Khéi tao: Liy x° € Hy va {B} C [B, +00) C (0, +00).

Cac buoc lap:
Bude 1. Tinh y* = Jgj <:1:k — T <[ — J%’) 7'(513’“)) , vdi v > 0 thda

man diéu kién
w7 (1= IE) Tt - T (1= I T < ot - ot 0 <5< 1

Budc 2. Néu x* = y*, ding thudt toin. Néu khong, tdi Budc 3.
Budc 8. Tinh 1 = Jg; (2% — NeD(2%, )] . trong do
Dk ) = o = o = [T (1= J82) T@h = T (1= I5) TWH)]

<:Ck - yk7 D(mka 7k)>
|D (@, )| |2

Budc 4. Cap nhat k := k + 1 va quay tro lai Budc 1.

A =




Day {xk } sinh bdi Thuat toan trén hoi tu yéu dén nghiém ctia bai toan (SVI)
dudi mot vai dieu kien phit hop dude dat len toan ti gid va cac tham so dieu
khién.

Trong luan an nay, ta ciing nghién citu thuat giai cho bai toan can bang
(EP-equilibrium problem). Cho H 1a mot khong gian Hilbert va C' 1a mot
tap con 10i déng khac rong ciia H. Cho f : H x H — R 1a mot song ham
can bang tren C, tic 1a f(x,2) = 0 v6i moi x € C. Xét bai toan sau day:

Tim z* € C sao cho f(z*,y) > 0 v6i moi y € C. (EP(f,C))

Ta ki higu Sol(f,C) la tap nghiém ctia bai toan can bang EP(f, C) va luon
gid sit rang tap nay 1a khac réng. Nam 1992, tén goi Bai toan can bang chinh
thc xuat hién trong cong trinh ctia Lé Diing Muu va W. Oettli.

Nam 2022, Dang Van Hiéu va cac cong su da dé xuat mot phuong phap
chinh lip (IRM - iterative regularization method) hoi tu manh giai bai toan
EP don diéu c¢6 dang: 1y 2°,9° € C, v6i mbi k > 0, tinh 2! va y**! baéi

kE+1 _

= PO, g agtet ) (8, (1)
YT = DroXy, (£ ) targ(at 1) (T7),

trong d6 g : C' x C' — R 1a mdt song ham don diéu manh va A\ € [A, X] C
(0, +00), ag > 0 1a cac tham s6 phtt hgp, con prox; duge cho boi

1
Prox,u = argmin {h(v) + 5 v —ul|*:v e C’} :

Trong nhitng nam tré lai day, phuong phap hé dong luc da duge nghién
citu va ting dung rong rai trong nhieu linh viie nhu t6i wu 161, 1y thuyet tro
choi, I thuyét diém bat dong, phuong trinh dao ham riéng. Nam 2022, Pham
Ky Anh va cac cong sut da trinh bay mot heé dong lic hieu chinh lien két véi
bai toan EP, ¢6 dang

y(t) = pr OXN\®)(f(z (t),-)m(t)g(m(t),-))(l‘(t));
() + x( ) (t), (2)
2(0) = 2°

trong d6 A : [0,400) — (0,400) la mot ham lien tuc, o : [0,+00) —
(0, 400) 1a ham kha vi lién tuc, thod man

. oo Alt) _ d(t)
Hé (2) c6 thé dugce 16i rac hoa dudi dang
yk — prOXAk’(f(xkv')+akg(xkv')) (:Ck)7 (3)
oFH = (1 — hy)2® + hy”,



voi {ag} va {\;} 1a cac day s6 thuc duong dan vé 0. Cac tac gia da chi ra
rang thuat toan (3) 1a hoi tu manh.

Tit cac thuat toan hoi tu yéu da biét, ta cai tién va tich hop nham phat
trien cac thuat toan hoi tu manh méi, khong qua phtic tap nhung hiéu qua. Y
tudng veé giai cac bai toan dat khong chinh trong luan 4n 13 chon mot nghiém
ciia bai toan ban dau thong qua viéc tim nghiém ctia mot bai toan hai cap
dat chinh, ¥ tudng nay bat nguon tit viec tham khio cong trinh clia cac tac
gid Bui Van Dinh, Pham Gia Hung, L.é Diing Muu (2014). Nhing cong cu ma
ching ta quan tam 14 phuong phap co gan ke, ki thuat hiéu chinh, phuong
phap dao ham tang cuong, phuong phap hé dong luc. Bén canh do, ching ta
cling quan tam dén phuong phap chon c¢& bude phit hop cho thuat toan dua
tren dieu kién cd budc du dodn (PSC). Cac thuat toan dé xuat sé dugc ap
dung vao mot sé bai toan cu thé. Cudi cliing, ta thuc hién céc thi nghiem s
dé minh hoa tinh hiéu qua ctia cac phuong phap thu duge va so sanh véi cac
thuat toan da biét.

Ngoai phan md dau, két luan va tai lieu tham khao, luan an dugc chia thanh
ba chuong. Két qua chinh tap chung trong cic Chuong 2 va 3.
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Chuong 1

Kién thiic chuan bi

1.1. Mot sb kién thic co ban

1.1.1. Mot s6 khai niém co ban trong khong gian Hilbert

Pinh nghia 1.1 Cho ham chinh thudng ¢ : H — (—o0,400] va z* €
dom(y). Khi do, vecto y € H duge goi la dudi dao ham cta ham ¢ tai z*
néu véi moi & € H, ta c6 (y,x — x*) < @(x) — p(z*).

Tap hop tat ca dudi dao ham ctia ham ¢ tai z*, ki hieu 1la dp(x*), dugce goi
14 dudi vi phan cia ¢ tai x*. Ham ¢ duge goi 1a khd dudi vi phan tai z*, néu

Op(z") 7 0.

B6 dé 1.1.1 (Quy tac Fermat). Cho ¢ : H — (—o0,+oo] la ham 103,
chinh thuong. Khi dé x* € argming khi va chi khi 0 € Op(x*). Néi cich
khac, ta cé argmin @ = zer(0p) := {z* € H : 0 € Op(z*)}.

Ta c6 hé qua sau day cta Bo dé 1.1.1, ap dung cho ¢ := g + (¢, trong do6
Lo : H — (—o0, +oo] duge goi 1a ham chi ctia C, cho bdi

{0 néu u € C,

+00  néu ngudc lai.

Hé qua 1.1.1. Cho C la tap loi, dong va khdc rong trong khong gian Hilbert
H vah:H — RU{+o0} la ham loi, nia lien tuc dudi, chinh thuong. Gid si
h lien tuc tai mot diém nao dé cia C hodgc ton tai mot diém trong ctia C' ma
h la hitu han. Khi d6, x* la nghiém cia bai todn toi wu loi min {h(x) : x € C'}
khi va chi khi 0 € Oh(x*) + Nc(x*).



1.1.2. Phép chiéu metric, toan t& va giai thitc ctia toan ti
Dinh nghia 1.2 Cho C C H 1a 16i, déng, khac rong. Khi d6, anh xa
PC H—C
x — argmin{||ly — z|| : y € C}

duge goi 1a phép chiéu metric (hay don gidn 14 phép chiéu) tut H len C.

Pinh nghia 1.3 Cho toan tit da tri A : H — 2%, Gidi thic ctia A g véi
s6 A > 0 ki higu 1a Jf‘ (JA trong truong hgp A = 1), la toan tit H — 2% cho
boi J{'z = (I + A\A) "o

Ta c6 cac két qué sau

Bo6 dé 1.1.2. Cho A : H — 2™ la todn ti¢ don diéu cuc dai, khi dé vdi moi
A >0, gidi thic J5' la don tri, dom(J5') = H va khong gian viing (nén hién
nhién la khong gian).

B6 dé 1.1.3. Cho A : H — 2" [a todan tit don dieu cuc dai va B : H — H
la toan ti don diéu va lién tuc Lipschitz. Khi do toan ti¢ S := A+ B la don
diéu cuc das.

B6 dé 1.1.4. Cho A : H — 2™ la todn ti don diéu cuc dai va B : H — H la
toan tit don tri. Vdi moi A > 0, ta xdc dinh todn tii J(z) == J{{(x — \B())
v moi x € H. Khi do

¥ e (A+B)0) & 2" € Fix(7).
Trong do Fix(J) la tap diém bat dong cia J .

Bo6 dé 1.1.5. Cho A : H — 2™ la todn ti don diéu cuc dai, va diem © € H.
Khi d6 A(x) la tap 107 va dong.

Bay gio, ta nhic lai khai niém toan tit gan ké ctia ham 16i, chinh thuong,
nua lién tuc dudi.

Dinh nghia 1.4 Cho ¢ : H — R U {+oc0} 1a ham 16i, chinh thudng, nita
lien tuc duéi tren H. todan ti gan ké (hodc anh xa gan ké ) cua ¢ 1a toan ti
prox, : H — H cho bdi prox,(z) = argmin {¢(y) + 3/|lz — y[|* : y € H}.

Ta c6 cac két qua sau day ve toan tir gan ke.

B6 dé 1.1.6. Cho ¢ la ham 103, chinh thudong, nia lién tuc dudi trén H va
cho w,p € H. Khi do, p = prox,(z) khi va chi khi x —p € dp(p). Noi cach
khac, ta co prox, = (I + 0p)~' = Jo?.
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Cho C' 1a mot tap con 10i, dong, khac rong clia H va ¢ 1a ham 10i, chinh
thuong, nita lien tuc dudi tren H sao cho dom(p) N C £ (). D& thay ¢ + t¢
ciing 14 ham 10i, chinh thuong, nia lien tuc dudi trén H. Khi dé ta ki hieu

3 C
prox,,,, la proxg.

Bo dé 1.1.7. Cho C C H la tap loi, dong, khdc rong va ¢ : C — RU{+o0}
la ham 10i, chinh thuong va nia lién tuc dudi. Khi dé, bit dang thic

(y) — p(prox(z)) > (x — prox{ (), y — prox; (z))

dugc théa man vdi moi x € H va moi y € C.

1.1.3. Mot sb kién thiic co ban vé song ham

Cho C' C H la tap 1oi, déng, khac rong. Xét mot song ham, titc 1a mot anh
xa f: HXH — RU{+oc}. Song ham f thod man f(x,z) = 0 v6i moi
x € C duge goi 1a song ham can bang tréen C.

Dinh nghia 1.5 Cho C C H la tap 16i, dong, khac réng. Song ham [ :
H X H — RU{+oo} duge goi la

(i) thod mdn diéu kién Lipschitz theo Antipin hay thod mdn diéu kién Lip-
schitz manh (SLC - strong Lipschitz-type condition) trén C' néu ton tai
hang s6 L > 0 sao cho véi moi z,y, 2,t € C, ta co

[f(@,y) = f(z,9) = [, ) + f(z0)] < L]z = 2llly —¢f; (1.1)

(ii) thod mdn diéu kién Lipschitz (LC - Lipschitz-type condition) tréen C
néu ton tai hing s6 L > 0 sao cho véi moi x,y, 2z € C, ta ¢

f(x,y) + f(y,2) > f(z,2) — Lllz — ylllly — z; (1.2)

(iii) thod man diéu kién Lipschitz theo Mastroeni (MLC - Mastroeni’s Lipschitz-
type condition) trén C néu ton tai hai hang s6 ¢, ca > 0 sao cho

F@y)+ [y, 2) = f(@,2) — aille = ylI* = eally — 2|

Dé cho ngén gon, ta sé goi viec mot song ham thod méan diéu kién Lipschitz
theo Antipin v6i he s6 L 1a L-(SLC), thod man diéu kien Lipschitz v6i he s6
L 1a L-(LC) va thoa man diéu kién Lipschitz theo Mastroeni la (MLC).



1.2. Bai toan dat khong chinh va phuong phap hiéu chinh

Khai niém bai toan dit chinh va dit khong chinh lan dau tien duge dua ra
vao dau thé ki 20 bdi J. Hadamard (1932) nhu sau:

Dinh nghia 1.6 Cho F'la mot anh xa tit khong gian topo X vao khong gian
topo V. Xét phuong trinh:

F(x)=uy. (1.3)
Ta n6i rang phuong trinh trén 1a dat chinh néu
(i) v6i mdi y € Y, nghiem x € X clia phuong trinh F(x) = y ton tai;
(ii) ting v6i mdi y € Y, nghiem x € X 1a duy nhat;
(iii) # phu thudc lién tuc vao y.

Bai toan 1.3 dugc goi 1a dat khong chinh néu it nhat mot trong ba dieu kién
(1), (ii) hoac (iii) bi vi pham.

Trong sb cac phuong phap da dudce nghién ctiu va ing dung dé giai bai toan
dit khong chinh, ta c6 thé ké dén céc phuong phéap hieu chinh. Y tudng chinh
ciia phuong phéap hiéu chinh 1a thay bai toan dat khong chinh ban dau bang
mot ho cac bai toan dat chinh ma nghiém ctia bai toan dat chinh doé hoi tu
vé nghiém ctia bai toan ban dau, khi tham s6 hiéu chinh dan t6i khong.

1.3. Mot s6 tinh chit ctia cic bai toan dugc nghién citu trong

luan an

1.3.1. Bai toan bao ham thiic bién phan

Cho khong gian Hilbert H, A va B lan lugt 1a cac toan tit da tri va don tri
tréen H. Xét bai toan bao ham thiic bién phan

Tim 2* € H sao cho 0 € A(z") + B(z"). (VI)

Goi 2 1a tap nghiém ciia bai toan VI. Xét truong hop Q # 0 va toan ti
A+ B 1a don diéu cyc dai. Khi d6, toan tit (A+ B)~! cling don diéu cuc dai
nén theo B6 dé 1.1.5, ta c6 Q = (A + B)71(0) 1a tap 18i va déng. Néi rieng,
néu A don diéu cuc dai va B don diéu va lién tuc Lipschitz thi theo B dé
1.1.3, A+ B 1a don diéu cyc dai nén Q 1a tap 1oi va dong.

Bo dé 1.3.1. Néu A la don diéu cuc dai va B la v-don diéu manh va L-lién
tuc Lipschitz thi bai todn (VI) ¢ duy nhdt nghiém.
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1.3.2. Bai toan bao ham thiic bién phan tach

Xét bai toan bao ham thitc bién phan tach sau day:
Tim 2" € Hy sao cho 0 € By(z") va 0 € BT (z7), (SVI)

trong d6 By : Hy — 2" va By : Hy — 272 13 hai 4nh xa da tri don dieu cuc
dai va T : H1 — Ho 1a mot toan tit tuyén tinh bi chian. Cho 8 > 0, ta xét
anh xa S : H1 — H; cho béi

Sa) =T (1= J5) T(x)
v6i moi x € Hy. Ta c6 két qua sau day.

BS 8 1.3.2. (i) (S(x) = S),w — ) = ||(1 = J5) T(2) = (1= J§?) T(y)H2
vdi moi x, y € Hi.

(ii) |S(x) = S < ITI*(S() — S(y), x — y) vdi moi x, y € M.

1.3.3. Bai toan can bang

Xét bai toan EP trong truong hop song ham f théa man cac diéu kien sau
day:
(A1). f 1a song ham can bing va gia don dieu;
(A2). f 1a (MLC);
(A3). f(-,y) nita lien tuc trén yéu theo day trén C véi mdi y € O, tic la,
lim sup f(z",y) < f(z,y)

n—o0
v6i méi day {z*} C C va 2% — 1
(A4). f(x,-) 16i va kha dudi vi phan trén C v6i mdi 2 € C ¢b dinh.
Ta c6 két qua sau day ve tinh 16i déng ctia tap nghiem Sol(f,C) cho bai
toan EP gia don diéu.
B6 dé 1.3.3. Néu song ham f théa man cdc dicu kien (A1) — (A4), thi tap
nghiém Sol(f,C') loi va dong.
Ta cling c6 két qua sau day vé su ton tai duy nhat nghiém ctia bai toan
EP(f. )
Bo dé 1.3.4. Cho C C H la tap loi, dong, khic rong, f : OxC — RU{+o0}
la song ham can bang, gid don diéu manh va théa man dicu kién: vdi moi
x € C, ham s f(-,x) hemi-lién tuc va ham so f(x,-) 101, nia lien tuc dudi

tréen C va khd dudi vi phan tai mot diém nao dé thuoc H. Khi do, bai todn
EP(f,C) c¢é ding mot nghiém.



Chuong 2

Cac phuong phap hiéu chinh giai bai
toan bao ham thic bién phan va bao

ham thitc bién phan tach

2.1. Phuong phap co gan ké hiéu chinh giai bai toAn bao ham
thitc bién phan

Cho H 1a mot khong gian Hilbert thite v6i tich vo huéng (-, -) va chuan cadm
sinh || - ||. Cho A : H — 2% 1a toan tit da tri va B : H — H la toan tit
don tri. Trong muc nay, ching ta xét bai toan bao ham thic bién phan (VI-
variational inclusion) sau day:

Tim =" € H sao cho 0 € A(x*) 4+ B(z"). (VI)

Gié sit tap nghiém €2 ctia bai toan VI la khac rong. Ching ta nghién cttu bai
toan VI vé6i toan ti A : H — 27 va toan tit B : H — H thoa méan cac gia
thiét sau:

(A1) Toén tit A don diéu cuc dai;

(A2) Toan ti B don diéu va lién tuc Lipschitz;

(A3) Tap nghiém €2 cta bai toan VI khac rong.

2.1.1. Bai toAn bao ham thidc hiéu chinh va tinh chat cta day

nghiém hiéu chinh

Dé giai bai toan VI va chon mét nghiém cu thé trong €2, ching ta quan
tam dén viéc giai bai toan bat dang thitc bién phan hai cap (BVIP- bilevel
variational inequality problem) sau day:

Tim z' € Q sao cho <]-"(33T), ¥ —a"y >0, Va* € Q, (BVIP)
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trong d6 F : H — H la mot toan tit y-don diéu manh va L-lién tuc Lipschitz.
Do € 1a tap 16i, dong va khac rong (da gia thiét ¢ trén) nén bai toan BVIP
¢6 duy nhat nghiem z7.

Dé thiét lap st hoi tu ctia phuong phap dude trinh bay, ching ta st dung
ki thuat hiéu chinh. Cu the 1a, véi mdi a > 0, ta lien két bai toan VI véi
bai todn bao ham thiic bién phan hiéu chinh (RVI- regularized variational
inclusion) sau day:

Tim x € H sao cho 0 € A(x) + B(z) + aF(x). (RVI)

Dudi cac gid thiét da xét, véi moi o > 0, bai toan RVI c¢6 nghiém duy nhat
phu thuoc vao tham s6 hi¢u chinh «, ki hiéu bdi z,. Luéi nghiem {z,} 6
cac tinh chat sau day.

Bo dé 2.1.1. (i) Day {x.} bi chan.

(ii) Ton tai mot so thuc M > 0 sao cho, vdi moi a; > 0, ag > 0, ta ¢

las —anf,

||x051 T $a2|| < ay

(iii) w(wa) C Q, trong dé w(xy) la tap cdc diem tu yéu cia day {xa}.

i lim z, = x'.
(1V) a—0t @

2.1.2. Phat biéu thuat toan va sy hoi tu

Cho F : H — H la toan ti y-don diéu manh va L-lien tuc Lipschitz. Ngoai
ra, ta lay mot day {ax} C (0,4+00) sao cho

k—o00 k—00

(C1) : lim oy = 0; (C2) :Zozk = +00; (C3) : lim (ag—ag_1)a, > = 0.
k=1

Day a; = 75 v6i 0 < p < 1 thod man céc diéu kien (C1)-(C3). V6i méi
k €N, dat B, = B+ o F. Dé giai bai toan VI, chiing toi dé xuat phuong

phap sau day.

Thuat toan 2.1 (Phuong phéap co gan ke hiéu chinh (RPCM - regularization
proximal contraction method))
Khdi tao: Cho 2° € H, r € (0,2), B8 > 0.
Cac budc lap:
Budc 1. Tinh y* = Jj\‘]t(xk — NeBL (%)), vdi A > 0.

11



Buée 2. Tinh 281 = 2% — rBrd(2*, y*), trong do

d(at,y") = a* —y* = M(B(a") = B(y")),
ot y*) = (a* — " d(a¥, ")), (2.1)
i = min {8, g}

Budc 3. Tang k lén 1 don vi va quay trd lai Budc 1.

Ta n6i rang {\} trong Thuat toan 2.1 thod man diéu kién cd budc du dodn
(PSC - predicted stepsize condition), néu ton tai hai s6 thuc ¢; > 0, ¢y > 0,
va mot so6 nguyeén kg sao cho

oz, y") = eilla® — yF[IP va By = eo, VR = ko (2.2)
va day c¢d bude {\;} thod man diéu kién sau:
0< A< N <A< +4oo, VEk> k. (2.3)

Bay gio chung ta sé trinh bay ba phuong an Iiya chon Ay thod man cac dieu
kién (2.2) va (2.3).

B6 dé 2.1.2. Cho L la hé s6 Lipschitz cia B. Néu {\;} C [a,b] C (0,7),
thi cic dieu kién (2.2) va (2.3) duge théa man.

Bo dé 2.1.3. Choo > 0,1 € (0,1), u € (0,1). Vi méi k € N, cho \;, la
gid tri X lon nhat trong tap {J, al, ol?, .. } sao cho

MlIB(ah) = ByM)| < plla® = y*|l. (2.4)
Khi dé, cac dieu kien (2.2) va (2.3) dugc théa man.
dé 2.1.4. Cho € (0,1), \g > 0. Vi méi k € N, ta cdp nhit

plla® — o }
1B(z*) = Byl )

(@)Y

B

Ak+1 = min {)\k,

Khi dé cdc dieu kién (2.2) va (2.3) duoc théa man.

Bay gis, ching ta phat biéu dinh 1y chinh ctia muc nay

Dinh 1y 2.1.1. Gid st cdic gid thiét (A1)-(A3), (C1)-(C3) va cdc diéu kién
(2.2)-(2.3) dugc thod man. Khi do, day {o*} sinh bdi Thuat todn 2.1 hoi tu
manh dén nghiem x7 € Q0 cia bai todn VI va dong thoi cing la nghiém duy
nhat cia bai toan BVIP.
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2.1.3. Ap dung cho bai toan téi wu
Trong muc nay, ta xét bai toan téi wu clia tong hai ham s6 sau day

min(I(z) + A(z)), (OP)

trong d6 I' : H — R la ham 16i va kha du6i vi phan, con A : H — R
13 mot ham 156i kha vi c¢6 gradient lién tuc Lipschitz. Bai toan (OP) c6 thé

dugc dua vé bai toan VI véi A = OI' va B = VA. V6i mdi o > 0, ta dat
VAJr VA + aF.

2.1.4. Ap dung cho bai toan bit ding thic bién phan

Bat dang thic bién phan la mot truong hgp rieng ciia bai toan VI. Cho C 1a
mot tap 10i déng khac rdng trong H. Néu A = N¢, 1a nén phap tuyén cta
(', bai toan bao ham thtc bién phan

Tim z* € C sao cho 0 € Ne(x*) + B(x™¥)
sé trd thanh bai todn bat dang thitc bién phan (VIP) sau day:

Tim 2" € C sao cho (B(z"),u —2") >0, Vu € C. (VIP(f,C))

2.2. Phuong phap quan tinh da buéc hiéu chinh giai bai toan bao
ham thic bién phan

Trong muc nay, ching ta dé xuat phuong phap quan tinh da buéc hiéu chinh
giai bai toan bao ham thitc bién phan ctia tong hai toan ti trong khong gian
Hilbert. Phuong phap nay c6 thé duge xem nhu la st két hop gitta phuong
phap co gan ke, phuong phap hiéu chinh va ki thuat quan tinh da budc.
Cac gia thist vé A: H — 2% B:H — Hva Q= (A+ B)~1(0) duge gitt
nguyén nhu trong muc 2.1. Phuong phép trong muc nay dudc phat trien tit
phuong phap RPCM trong Thuat toan 2.1 cia Muc 2.1 két hop vdéi ki thuat
quéan tinh da budc. Cu thé, cho trudc s6 nguyén duong N va diém xuat phét
2" € H, gia sit ta da tinh duge cac xap xi 2!, --- , 2% ctia phép lap, ta st
dung mot t6 hop trung gian

min{k,N}
b=k 4 Z 0; 1 (zF =T — b0, (2.5)
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2.2.1. Thuat toan chinh lip gan ké quan tinh da buéc

Trong phan nay, ching ta trinh bay mot phuong phap hiéu chinh-lip vdéi
hiéu tng quan tinh da buéc. Dé thiet ke thuat todn, ta can mot toan ti
F :H — H v - don dieu manh va L - lién tuc Lipschitz.

Thuat toan 2.2 (Phuong phap gan ké quan tinh da budc hiéu chinh (RMSIPM-
regularization multi-step inertial proximal method))

Khdi tao: Liy 2°, xt € H bat ki, v € (0,2), 6y > 0, 0 > 0 va mot s6
nguyén duong N > 0. Voi méi i = 1,2,..., N, chon mot day cdc so duong
i) sao cho

400
Wi &
4) : lim 22F —
(C4) : : lim - 0 wva ;u7k<—|—oo

Cac bude lap: Tinh 2 vdi k > 1 nhu sau
Buéc 1. Tinh

min{k,N}

Z —ZC + Z 9 k i+l —i)’

trong do

i & P k—it1 k—i
e B
=

0o néu nguoc lai.
Buéc 2. Tinh y* = JA(Z — )\k(B(zk) + apF(27))), trong dé N, > 0.
Buéc 3. Tinh 2%t = 28 + ronq(y, 2

trong do
%), trong

q(y",2") =y — 2" = M(B(y") — B(z"))
D4t |

7= mm{"’ I/ — 22

B6 dé 2.2.1. Cdc diéu kien PSC dugc thod man, néu mot trong cdc truong
hop sau day xdy ra:

i) {\} Cla,b] C (0,%), trong d6 L la hé s6 Lipschitz ciia B.

(ii)) Cho 0 > 0, 1 € (0,1), p € (0,1). Vi moi k > 0, A\ la gid tri A €
{0, ol,ol?, .- } l6n nhat sao cho

AllB(y*) = BN < plly™ = 2"l
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(iii) Cho Ao > 0, u € (0,1), {kx} C [0,+00) la mot day khd tong. Vdi méi
k>0, ta lay

pllgt = =) 3 20

w0+ ey

Dinh ly 2.2.1. Gid st rang cic diéu kien (C1)-(C4) dugc thod man va day
{\i} thod man cic dieu kien PSC. Khi do day {x*} sinh bdi Thuat todn 2.2
hoi tu manh dén mot nghiém ' € Q cia bai toan VI, dong thoi cing la
nghiém duy nhat cia bai todn BVIP.

2.2.2. Mot vai ing dung

Trong muc nay, ta ap dung Thuat toan 2.2 cho Bai toan t6i uu (OP) va Bai
toan t6i uwu hai cap (BOP - bilevel optimization problem).

2.3. Phuong phap hiéu chinh kiéu gan ké giai bai toan bao ham
thitc bién phan tach

Trong muc nay ta xét bai toan bao ham thtc bién phan tach trong hai khong
gian Hilbert thuc H, va Hs sau day:

Tim 2" € H; sao cho 0 € By(z*) va 0 € BT (z*), (SVI)
trong do By : Hi1 — 27 va By : Ho — 272 1 hai anh xa da tri don dieu cue
dai va T : H1 — Ho 14 mot toan ti tuyén tinh bi chan. Tap nghiém clia bai
toan SVI dugc ki hieu béi Qgyr va sé luon duge gia thiét rang khac rong. Dé
giai bai toan SVI va chon mot phan tit cu thé trong tap nghiem Qgyr, ta xét
bai toan bat dang thic bién phan sau day:

Tim x' € Qgyr sao cho (F(z1),2* — 2Ty > 0 Va* € Qgyr, (BVIP2)
trong do F : Hy — Hi la y-don diéu manh va L- lien tuc Lipschitz.
2.3.1. Moi lién hé giita hai bai toan bao ham thitc bién phan (VI)
va bao ham thitc bién phan tach (SVI)

C6 dinh mot s6 3 > 0, xét bai toan bao ham thic bién phan:

Tim = € Hy sao cho 0 € By(z) + T* <[ — ng) T (x), (VI2)
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v6i I 14 anh xa dong nhat trong Ho. Do By 1a don diéu cic dai nén theo
B6 dé 1.1.2, toan ti JEQ don diéu va khong gian viing, tit do suy ra toan tit

T (I —J ? 2) T 1a don diéu va lién tuc Lipschitz. Ta c6 két qua sau day:

B6 dé 2.3.1. Hai bai todn SVI wva VI2 tuong duong vdi nhau theo nghia
nghiém cua bai todn nay cung la nghiém cua bai todan kia va ngugc lai.

Tiép theo, ta lay mot s6 5 > 0 va lién két bai toan SVI véi bai toan bao ham
thttc bién phan RVI2 sau day:

Tim @ € Hy sa0 cho 0 € By(w) + T (1 = J5) T(x) + aF(2), (RVI2)

trong do o > 0 1a mot tham s6 hiéu chinh, I la anh xa dong nhat trong Ho,
va F : Hy — Hi la y-don diéu manh va L- lién tuc Lipschitz. Bai toan RVI2
c6 duy nhat nghiem v6i mdi o > 0. Ta goi nghiém duy nhat nay 1a z,. Ludi
nghiém hiéu chinh {z,},-, cling c6 céc tinh chat tuong tu nhu trong Bo dé
2.1.1.

2.3.2. Phat biéu thuat toan va sy hoi tu

Trong muc nay ching ta trinh bay thuat toan kicu gan ké giai bai toan SVI
trong khong gian Hilbert v phat biéu dinh 1§ vé sy hdi tu manh ctia phuong
phap. Thuat toan dugc phéat biéu nhu sau.

Thuat toan 2.3 [Thuat toan kiéu gan ké hiéu chinh (RPA- regularization
proximal-like algorithm)]
Khdi tao: Lay 2° € Hi, > 0, Ao > 0, r € (0,2), va mot day {ag} C
(0,400) thod man cic diéu kien (C1)-(C3) cho trong Thudt todn 2.1.
Cac budc lap:

1. Tinh y* = ij (xk — T (I — Jég?) T (2%) — Vkozk}"(xk)) , vdi Y >

0 thda man

il T (1 _ J§2) T(ab) =7 (I _ J?Z) T < 8)|z" — ¥, 0<8 < 1.
(2.7)
2. Tinh 2" = 2% — \prD(a%, ), trong doé

Db ) = 2 — o = [T (1= I8) T(h) = T (1= J5) T
(2.8)

(2.9)

<xk — ¥, D(a*, ’yk)> }
D (", )12 ’

A = min {Akm + Dr-1,
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@]
vdi {pr} C [0,+00) sao cho Y pp < +o0.
k=0

3. Tang k lén 1 don vi va quay trd lai Budc 1.
Nhan xét 2.3.1. Néu ta chon ~y; sao cho 0 < 7 < W, thi diéu kien (2.7)
duge thod man. Trong trudng hop ||A[? khong thé tinh hoac ude lugng dugc,

talidy s > 0va 0 << 1. O budc lap thi k, sau khi tinh ¥, ta chon ~ la
gia tri 16n nhat ctia tap {s, sl, sl?, ...} sao cho

VAL = J5) Az — A1 — J5) AYY| < 6lla" — ¥, 0 <6 < 1. (2.10)
Khi d6 ta lay v = 7.

Dinh 1y 2.3.1. Cho Hi, Hs la hai khong gian Hilbert thuc, cho A : Hi —
Ho la mot todn t tuyén tinh bi chan vdi todn t lién hop A*, va cho By :
Hi — 2™ wa By He — 22 14 hai todan tid da tri don diéu cuc dai. Cho
F : Hi — Hi la mot todn ti y-don diéu manh va L-lién tuc Lipschitz. Gid
st rang {vx} la mot day trong [’ymm, W} C (0, +00) hodc dugc chon theo

(2.10). Khi do day {z*} sinh bdi Thudt todn 2.3 hoi tu manh dén mot nghiem
z1 cida bai toan SVI, la nghiem duy nhat cia bai toan BVIP2.

2.3.3. Mot s6 tng dung

Trong muc nay ching ta trinh bay mot sé tng dung clua cac két qua da
dat duge 6 Muc 2.3.2 cho cac bai toan chap nhan tach (SFP - split feasible
problem) va bai toan tdi wu tach (SOP - split optimization problem).

2.4. Thit nghiém sb

Trong phan nay ta thuc hién mot thit nghiém sé dé so sanh Thuat toan 2.1
va Thuat toan 2.3 v6i mot s6 thuat toan hoi tu manh da biét. Két qua sé cho
thay tinh uu viét ciia cic thuat toan dude dé xuat véi cac thuat toan con lai.

Két luan chuong

Trong chuong nay, ta da trinh bay mot s6 phuong phap méi cho sy hoi tu
manh trong khong gian Hilbert dé giai bai toan bao ham thitc bién phan
(VI), ciing nhu bai toan bao ham thitc bién phan tach (SVI). Cac phuong
phap nay dua trén ki thuat hiéu chinh, két hop véi cac phuong phap phit hop
nhu chiéu, co gan ke, quan tinh va phuong thic chon tham s6 diéu khién phit
hop. Hiéu qua tinh toan cua cac phuong phap cing duge minh hoa bdi mot
vai vi du s6 trong cac khong gian Hilbert, cd hitu han chiéu va vo han chiéu.
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Chuong 3

Phuong phap hé dong luc hiéu chinh

e 0

giai bai toan can bang

3.1. Bai toan can bang hiéu chinh va tinh chat ctia diy nghiém

hiéu chinh

Cho H 1a mot khong gian Hilbert va C' 1a mot tap con 16i déng khac rong
cia H. Cho f: H x H — RU {400} 1a mot song ham can bang trén C. Ta
x6ét bai toan can bang EP(f, C') sau day:

Tim z* € C sao cho f(x*,y) > 0 véi moi y € C.

Sau day, tap nghiém clia bai toan can bang Sol(f,C') sé luon dugc gia thiét
13 khéc rong.

V6i moéi o > 0, bai toan EP dudc lien két v6i bai toan can bang hiéu
chinh (REP - regularized equilibrium problem) sau day:

Tim = € C sao cho f(x,y) + ag(z,y) >0, Vy € C. (REP)

Chu ¥ rang, néu f don di¢u tréen C' x C, g don diéu manh tren C' x C, f(x,-)
va g(,-) 1a ham 161 va nita lien tuc dudi yéu véi moi x € C, f(-,y) va g(-,y)
1a cAc ham ntia lién tuc trén yéu véi moi y € C, thi bai toan hiéu chinh
(REP) ¢6 duy nhat nghiem v6i mdi o > 0. Ta goi nghiem nay la x,,.

Tiép theo, ta trinh bay mot vai tinh chat cia ludi nghiem {z,} khi «
thay doi. Dau tien, cho g : H X H — R U {+oo0} 1a mot song ham don diéu
manh va ton tai mot ham khong gidm va lien tuc ¢ : RT — R™ sao cho

lg(z, 9)| < elllz[llz —yll, Vo,y e C. (3.1)

Bo dé 3.1.1. Gid st f va g la cdc ham can bing tit H x H dén RU {+o0}
sao cho f la don diéu trén C x C wva g la y-don diéu manh trén C' x C. Ta
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cting gid st rang vdi moi x,y € C, ta 6 f(x,-), g(x,-) la cic ham 1oi va nia
lien tuc dudi yéu; f(-,y) va g(-,y) la cac ham nia lién tuc trén yéu. Ngodai
ra, g thod man dicu kien (3.1). Khi do

(i) Ludi {z,} bi chan.
(ii) Ton tai mot so duong M > 0 sao cho, vdi moi ag > 0, ag > 0,

g —
831

”xal - 37042” < M.

(iii) w(xy) C Sol(f,C), trong dé w(xy) la tap cic diém tu yéu cia diy {x,}.
(iv) lim x, = z', trong dé =¥ € Sol(g, Sol(f,C)).

a—07t

Cudi cling, ta xét truong hop ma diéu kien (3.1) duge thay biang mot gia
thiét khac. Bay gio, ta gid st rang g(x, ) 1a mot ham kha dudi vi phan trén
C v6i moi x € C. Ta gia st them rang cac ham s6 dg(x, )(x) va g(-,y) bi
chdn trén cac tap con bi chin ctia C' v6i moi z,y € C. Khi d6 ching ta c6
két qua sau day (Anh P.K., Hai T.N, Dung V.T. (2022), Qual. Theory Dyn.
Syst. 21(160)).

B6 dé 3.1.2. Gid st song ham can bang f la don diéu, song ham can biang
g la do’n diéu manh trén C' x C. Ta cung gid s mng vl Mot T,y € C, cdc
ham so f(x,-), g(x,-) la loi va nia lien tuc dudi yéu; cic ham so f(-,y) va
g(-,y) la m?a lien tuc trén yéu. Gid thiét théem rang véi moi x,y € C, ham
g(x,-) khd dudi vi phan trén C; anh za Og(x,-)(x) cing nhu ham sé6 g(-,y)
deu bi chan trén tap bi chan cia C. Khi dé cdc khang dinh cia Bo dé 3.1.1
van dung. Hon nia, néu a(t) : [0,00) — (0,00) la mot ham khd vi thod man
limy o (t) = 0, ta co

4
dt alt

3.2. Phuong phap hé dong luc hiéu chinh kiéu dao ham ting

& (?)]
<M vzo (3.2)

cuong
Ta xét he dong Iuc lien hét v6i bai toan EP sau day:

Z(t) — prOX)\(t)(f(as(t),-)+a(t)g(ac(t),-))(x(t))v

y(t) = PTOX)\ () (f (= (t),-)m(t)g(:c(t),-))(ﬂf(t))a
E >) +(0) = (0 (3:3)

trong d6 a(t) > 0 va A(t) > 0 véi moi t > 0.
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3.2.1. Su ton tai va duy nhat nghiém manh toan cuc
Mot nghiém manh toan cuc cia hé (3.3) 1a mot ham z : [0, +00) — H thoa
man
(i) € AC)c([0, +00), H), nghia 1a, ham x(t) lien tuc tuyét doi trén moi
doan [0,T7], v6i moi 0 < T < +o0;
(ii) He (3.3) ding v6i hau khap moi ¢ € [0, +00);
(iii) z(0) = zy.

Gid st o va \* 1a hai s6 thyc duong, su ton tai v duy nhat nghiém manh
toan cuc ciia he dong lyc (3.3) sé dat duge véi gia thiét sau day.

Gia thiét 3.1
(A1) f la mot song ham L-(SLC) trén H;
(A2) g la mot song ham mot song ham K-(SLC) trén H;

(A3) Véi moi v € H, cic ham so f(x,-), g(x,-) la loi, chinh thuong, nia lien
tuc dudi, va kha dudi vi phan trén C'. Hon nita, cic ham nay bi chan
trén cac tap con bi chdin cia H;

(A4) a(t) : [0,+00) — (0,a*) C (0,+00) va A(t) : [0,400) — (0,\") C
(0, +00) la cac ham lién tuc.
Bay gio ta phat biéu sy ton tai vi duy nhat nghiem manh toan cuc.

Dinh 1y 3.2.1. Gid su rang Gid thiét 3.1 dugc thod man va bai todn
Sol(g, Sol(f,C)) cé duy nhat nghiem. Khi dé vdi méi xg € C, hé dong lic
(3.3) co duy nhat nghiém manh toan cuc.

3.2.2. Su hoi tu manh ctia quy dao

Ta xét gia thiét sau:
Gia thiét 3.2
(B1) Song ham can bang [ don diéu va L-(LC) trén C;
(B2) Song ham cdan bang g la - don diéu manh va K-(LC) trén C;
(B3) Vé&i moi x,y € C, ham g(x,-) la 101, chinh thuong, nia lién tuc dudi, va
khd dudi vi phan trén C, dnh xa Og(x,-)(x) va ham g(-,y) bi chan trén
cac tdp con bi chan cia C, ham s6 f(x,-) la 101, chinh thuong, nia lién

tuc dudi, va kha dudi vi phan, cac ham f(-,y), g(-,y) la nia lién tuc trén
yéu tren C';

20



(B4) Ham a(t) di tw [0, +00) vao (0,400), la khd vi lién tuc va thod man cac
diéu kién
a(t)

+00
tggrnooa(t) = 0; /0 a(t)dt = +o0; tl}inoo 20 = 0;

ngoai ra, \(t) la ham lién tuc di ti [0, +00) vao doan hiu han [\, A] C
(0,7)-

Dinh ly 3.2.2. Gid st rang gid thiét 3.2 duoc thod man va hé (3.3) c6 mot
nghiém manh toan cuc duy nhat x(t). Khi dé limy_,, xz(t) = Z, trong dé T
la nghiém duy nhat cia bai toan can bang hai cip EP(g, Sol(f,C)).

3.3. Phuong phap chinh lap kiéu dao ham tiang cudng

Dé giai bai toan EP, ta xét cac dicu kien sau dat len céc song ham f va g di
tt H X H vao RU {400}

Gia thiét 3.3
(H1) f don dieu va f(z,x) =0 vdi moi x € C;
(H2) g la ~v-don dieu manh va g(x,x) = 0 vdi moi x € C;
(H3) g bi chan deu;

(H4) f(x,-), g(x,-) la cdc ham 101 va nida lién tuc dudi yéu, cic ham f(-,y),
g(+,y) la nia lien tuc trén yéu véi moi x,y € C;

(H5) Tap nghiem Sol(f,C) khdc rong.

Thuat toan 3.1 (Phuong phép kicu dao ham ting cuong hiéu chinh néi
16ng (RREM - relaxed regularized extragradient-type method))

Khdi tao: Lay 2° € C tuy 4. Cho {1}, {au.} va {\¢} la cdc day s6 duong
sao cho {m,} Ca,b] C (0,1).

Cdc budc lap: Vdi méi k > 0, tinh x**' bdi

Zk - prOX)\k(f(.??k,')‘i‘akg(mk»')) (.Z'k>,

Y" = Prosy, (k) tang(et ) () (3-4)
"t = (1 — 7)2b + 7
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Dé dam bao st hoi tu ctia Thuat toan 3.1, sau day, ta gid thiét rang f la
(MLC) véi cac hé sb 1, ¢o. Ta lay day {ax} C (0,4+00) thod man cac dicu
kien (C1)-(C3) nhu ¢ Chuong 2. Trong trudng hop cac he s6 (MLC) 1a ¢; va
o clia f da biét, ta c¢6 thé chon mot day {\} sao cho

— 1
€ AT e (0. gm=r) (sT1)
véi moi k > ko, trong do kg 1& mot s6 nguyén duong nao dé. Ngude lai, khi
gap kho khan trong viec tinh toan cu thé hodc tim cac xap xi cho céc hé s6
1 VA Co, ta can mot phuong thic khac dé xay chon day c& budc. Xuat phat
tit mot s6 Ag > 0 bat ki, day {\;} c6 thé dudc cap nhat tai méi bude lap
bang cong thitc sau day

pllle® = 251> + 1% = y*11%)
z[f(xka yk) - f(ka Zk) - f(zkv yk)]-i-

trong d6 p € (0,1), {rr} C RT thod man >~ rp < 400 va [a]y =
max{a,0}.

Akr1 = Mmin {/\k + 7, } (ST2)

B6 dé 3.3.1. Gid st ring gid thiét 3.3 duogc thod man. Hon nia, f la (MLC)
vdi cac hé so duong c1, ¢ va g la K-(LC). Khi dé day {\} sinh bdi phuong
thiic (ST2) ¢6 cdc tinh chat sau day:

(i) Ton tai hai s6 duong A, X sao cho vdi moi k,

A< <A (3.5)
(ii) Day {\r} hoi tu.
(iii) Vai moi k, ta co
(=% = 2% + 112* — »*[I*)

F(akyF) = f(aF, ) — f(2F 0 < B . (36)
2541

Bay git ta phat bieu dinh 1§ chinh ctia muc nay.

Pinh 1y 3.3.1. Gid st cic diéu kién cia Bo dé 3.3.1 duge thod man. Hon
nita, cic day {7} C [a,b] C (0,1), {ax} C (0,+00) thod man cdic diéu
kien (C1)-(C3). Day { ¢} dugc chon theo mot trong hai phuong thic (ST1)
hodc (ST2). Khi dé, day {x*} sinh bdi Thudt todn 3.1 hoi tu manh dén mot
nghiem x' ciia bai todn EP thod man x' € Sol(g, Sol(f,C)).

3.4. Th& nghiém sb

Trong phan nay ching ta thuc hién mot thit nghiém s6 dé so sanh Thuat
toan 3.1, ¢6 day ¢d buée {\r} duge tinh theo ca hai phuong thic (ST1) va
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(ST2), v6i mot s6 thuat toan hoi tu manh kiéu dao ham tang cusng da biét.
Trong ba vi du dau, két qua s6 cho thay tinh wu viét ciia thuat toan duge dé
xuat véi cac thuat toan con lai. Tuy nhién, 6 vi du cudi, Thuat toan 3.1 véi
day cd budc tinh theo (ST2) khong cho két qua toét hon so véi cac phuong
phap dugc so sanh.

Két luan chuong

Trong chuong nay, dua trén mot phuong phap hée dong luc kiéu dao ham ting
cuong két hop véi ki thuat hiéu chinh, ta da trinh bay mot he dong luc lien
tuc giai bai toan EP. V6i cac diéu kién kha chat dat léen song ham f clia bai
toan ban dau va song ham ¢ ctia thanh phan hiéu chinh, ta chitng minh dudc
he dong Ic c6 duy nhat mot nghiém manh toan cuc. Trong truong hop céac
diéu kien dat len f v g nhe hon va véi gid thiét he dong Iuc da c6 nghiem
manh toan cuc duy nhat, ching ta chi ra ring quy dao ctia hé dong lyc (hay
chinh la nghiém manh toan cuc) hoi tu theo chuan dén mot nghiem ciia bai
toan EP.

O phan tiép theo ctia chuong, ta trinh bay mot phuong phéap lap hieu
chinh néi 16ng (RREM) la phién ban roi rac hoa cua phuong phap hé dong
lige ké trén. Day cd bude {\,} dude chon theo mot trong hai phuong thiic
(ST1), (ST2) va ciing thod man diéu ki¢n bi chin. Phuong phap nay dugc
chiing minh 13 hoi tu theo chuan dén mot nghieém cla bai toan EP véi day
tham s6 ndi long hy € (0,1). Cudi cung, ta trinh bay mot vai thit nghi¢m
s6 dé minh hoa su hdi tu ctia phuong phap duge dé xult va so sanh véi cac
phuong phap da biét.
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Két luan chung

Luan an dé xuat mot s phuong phap hiéu chinh gii cic bai toan bao ham
thitc bién phan c¢6 cau tric tong (VI), bao ham thitc bién phan tach (SVI)
va mot s6 truong hop rieng clia bai toan VI bao gom bai todn bat dang thic
bién phan (VIP) va bai toan can bang (EP).

Cac két qua chinh thu dugc ctia luan 4n bao gom:

1. Phuong phap co gan ké hiéu chinh (RPCM) gii bai toan VI va sy hoi

tu;

2. Phuong phép gan ké quan tinh da budc higu chinh (RMSIPM) giai bai
toan VI va sy hoi ty;

3. Phuong phéap kiéu gan ké hiéu chinh (RPA) gii bai toan SVI va sy hoi
tu;

4. Phuong phép hé dong lyc kicu dao ham tang cudng cap mot hiéu chinh
giai bai todn EP va su hoi tu manh ctia quy dao. Roi rac phuong phap
nay, ta duge phuong phap chinh lap kiéu dao ham ting cusng (REM)
giai bai toan EP hoi tu manh.

Mot s6 van dé cé thé tiép tuc nghién ciu:

1. M6 rong cac phuong phap gidi bai toan bao ham thitc don diéu cé cau
tric tong cho trusng hgp tong quat hon 1a bao ham thitc gid don dieu
c6 cau tric tong.

2. M& rong cac phuong phap lap duge nghién cttu trong luan an cho trucng
hop cac bién 13 ngau nhien.

3. Nghién cttu phuong phap danh gia téc do hoi tu clia cdc phuong phap
lap duge trinh bay trong luan an.

4. Dé xuat phuong phap ty thich nghi dé ham c¢& bude A(¢) st dung trong
phuong phap hé dong lue 1a bi chan trong truong hop khong biét hang
s6 kiéu Lipschitz clia song ham f.

24



Danh muc cac cong trinh khoa hoc

cua tac gia lién quan dén luan an

1. Hieu D.V., Anh P.K., Ha N.H. (2021), "Regularization proximal method
for monotone variational inclusions", Networks and Spatial Economics
21, pp. 905-932 (SCIE).

2. Hieu D.V., Reich S.; Anh P.K., Ha N.H. (2022), "A new proximal-like
algorithm for solving split variational inclusion problems", Numerical
Algorithms 89, pp. 811-837 (SCIE).

3. Hieu D.V., Cho Y.J., Quy P.K., Ha N.H. (2022), "An effective iterative
projection method for variational inequalities in Hilbert spaces", Soft
Computing 26, pp. 10207-10221 (SCIE).

4. Ha N.H., Hieu D.V., Muu L.D. (2024), "An accelerated regularization
method for variational inclusions", Journal of Applied and Numerical
Optimization 6, pp. 97-113 (SCOPUS).

5. Hieu D.V., Ha N.H. (2024), "The relaxed regularized method of extragra-
dient type for equilibrium problems", Applied Set-Valued Analysis and
Optimization 6, pp. 385-412 (SCOPUS).

25



