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11. Tóm tắt các kết quả mới của luận án:  

Luận án tập trung nghiên cứu cấu trúc của các không gian bất biến trong vành đa 
thức modulo lũy thừa Frobenius ( )m n  dưới tác động của các nhóm con của nhóm tuyến 
tính tổng quát GL ( )n q , trong đó trọng tâm là các nhóm Borel và các nhóm parabolic. 
Mục đích của luận án là xây dựng cơ sở tuyến tính và hệ sinh tường minh cho các không 
gian bất biến này, qua đó kiểm chứng các giả thuyết về cấu trúc và chuỗi Hilbert do 
Lewis-Reiner-Stanton đề xuất. Phương pháp nghiên cứu sử dụng bao gồm kỹ thuật của 
lý thuyết bất biến modular, các tính chất của toán tử Steenrod, phân tích cấu trúc 
parabolic, ánh xạ chuyển (transfer) cùng với việc khai thác các đặc trưng của hàm Schur 
và bất biến Dickson. 

Các kết quả chính của luận án: 
  (1) Xây dựng và phát triển toán tử   như một biến thể của hàm Schur: 

Luận án định nghĩa toán tử   như một mở rộng tự nhiên của hàm Schur và thiết 
lập các tính chất cơ bản của nó. Cụ thể: 

- Chứng minh công thức tổng quát cho các toán tử   lặp; 
- Mở rộng công thức này cho trường hợp tổng quát hơn. 
Dựa trên các tính chất này, luận án xây dựng được cơ sở tuyến tính tường minh 

cho không gian bất biến của nhóm Borel B( ) n
m n . Từ đó, chúng tôi chứng minh được 

giả thuyết của Lewis-Reiner-Stanton về chuỗi Hilbert của không gian trên. 
(2) Xây dựng và kiểm chứng các giả thuyết cho không gian bất biến của các nhóm 

parabolic và nhóm GLn . 
Luận án đưa ra hai giả thuyết về cơ sở tuyến tính cho không gian bất biến: 

P GL( ) và ( ) ,n
m mn n   dựa trên cơ sở đã xác định cho B( ) n

m n . Các giả thuyết này được 
chứng minh là đúng hoàn toàn cho các hạng 2  và 3 . Cụ thể: 

- Với hạng 2 , hai trường hợp xét đến là nhóm Borel và nhóm tổng quát 2GL ; 
- Với hạng 3 , chúng tôi xử lý đầy đủ các nhóm parabolic: (2,1) (1,2) 3 3P , P , B , GL  



 
Kĩ thuật chính được sử dụng là ánh xạ chuyển để xây dựng hệ sinh và thu gọn 

chúng sao cho khớp với các dạng cho trước trong giả thuyết. 
 (3) Giả thuyết về lọc ,n k  và môđun trên đại số Dickson, đại số Steenrod. 

Luận án phát biểu và chứng minh giả thuyết về cấu trúc lọc ,n k , chứng minh tính 
đúng đắn của nó với các hạng không vượt quá 3 , và mô tả cấu trúc này như một môđun 
trên đại số Dickson và đại số Steenrod.  

Kết quả này cho thấy sự tương tác sâu sắc giữa toán tử Steenrod, các bất biến 
Dickson và cấu trúc lọc của không gian bất biến. 
 Kết luận và ý nghĩa: 

- Phát triển toán tử   như công cụ mạnh để mô tả bất biến; 
- Xây dựng cơ sở tuyến tính cho B( ) n

m n  và chứng minh giả thuyết Hilbert của 
Lewis-Reiner-Stanton; 

- Xác lập tính đúng đắn của các giả thuyết về P( )m n   và GL( ) n
m n  với hạng 3 ; 

- Góp phần mô tả đầy đủ cấu trúc bất biến. Những kết quả này mở đường cho 
việc hiểu sâu hơn về lý thuyết bất biến trên trường hữu hạn, đặc biệt ở chiều cao hạng 
lớn hơn. 
12. Các hướng nghiên cứu tiếp theo: 

Từ các kết quả đạt được, luận án định hướng một số hướng phát triển mới như 
sau: 

- Chứng minh giả thuyết của Lewis-Reiner-Stanton đúng với nhóm tuyến tính 
tổng quát. 

- Mở rộng các giả thuyết và chứng minh cho các hạng lớn hơn 4n   và hướng 
tới việc chứng minh tổng quát với hạng n  bất kỳ. 
  - Chứng minh cấu trúc của lọc ,n k  cho trường hợp tổng quát và nghiên cứu tính 
môđun của nó trên đại số Steenrod và Dickson. 

- Dựa trên kết quả về cơ sở tuyến tính của không gian bất biến đã biết, nghiên 
cứu và xác định không gian đối bất biến tương ứng. 
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11. Summary of the new findings of the thesis 
 This dissertation investigates the structure of invariant spaces in the polynomial 
rings modulo Frobenius powers under the action of subgroups of the general linear group 
GL ( )n q , with a primary focus on the Borel subgroup and parabolic subgroups. The aim 
is to construct explicit linear bases and generating sets for these invariant spaces and to 
verify a series of conjectures concerning their structure and Hilbert series proposed by 
Lewis-Reiner-Stanton. The methods include techniques from modular invariant theory, 
the algebra of Steenrod operations, parabolic subgroup analysis, transfer maps, and 
structural properties of Schur functions and Dickson invariants. 
 The main results of the thesis are as follows: 
 (1) Construction and development of the operator ࢾ as a variant of the Schur 
function 
 The thesis defines the operator ߜas a natural extension of the Schur function and 
establishes its fundamental properties. Specifically: 

- A general formula for iterated ߜ-operators is proved; 
- This formula is extended to more general settings. 

 Using these properties, an explicit linear basis of the invariant space 
࣫௠(݊)୆೙  under the action of the Borel subgroup B௡ is constructed. From this, we prove 
the conjecture of Lewis-Reiner-Stanton on the Hilbert series of this invariant space. 
 (2) Construction and verification of conjectures for invariants of parabolic 
subgroups and ۵࢔ۺ 
 The thesis proposes two conjectures on linear bases for the invariant spaces 
࣫௠(݊)୔ഀ and ࣫௠(݊)ୋ୐೙, derived from the explicit basis already established for 
࣫௠(݊)୆೙ . These conjectures are completely verified for ranks 2 and 3. Specifically: 

- For rank 2, the only subgroups considered are the Borel subgroup and the 
general linear group GLଶ; 
- For rank 3, all parabolic subgroups are treated, including P(ଶ,ଵ), P(ଵ,ଶ), and the 
full general linear group GLଷ. 

 The main technique is the use of transfer maps to construct generating sets and 
reduce them so that they match the predicted forms in the conjectures. 



 
 (3) The conjecture on the filtration ऐ࢑,࢔ and its structure as a module over 
the Dickson algebras, Steenrod algebras 
The thesis formulates and proves the conjecture describing the filtration ℱ௡,௞, showing 
its validity for all ranks up to 3, and describes this filtration as a module over the Dickson 
algebras and Steenrod algebras. These results reveal a deep interaction between 
Steenrod operations, Dickson invariants, and the filtered structure of invariant spaces. 
 Conclusion and significance 

- Develops the operator ߜ into a powerful tool for describing modular invariants; 
- Constructs an explicit linear basis for ࣫௠(݊)୆೙  and proves the Hilbert-series 
conjecture of Lewis-Reiner-Stanton; 
- Confirms the conjectures for ࣫௠(݊)୔ഀ  and ࣫௠(݊)ୋ୐೙ in ranks ≤ 3; 
- Contributes to a more complete description of invariant theory over finite fields 
and opens directions for studying higher-rank cases. 

12. Further research directions 
 Based on the obtained results, several directions for future work are proposed: 

- Proving the Lewis-Reiner-Stanton conjecture for the full general linear group 
GL௡; 
- Extending the conjectures and their proofs to higher ranks and ultimately to 
arbitrary rank ݊; 
- Establishing the structure of the filtration ℱ௡,௞in general and investigating its 
module structure over the Dickson and Steenrod algebras; 
- Using the known invariant bases to study and characterize the corresponding 
coinvariant spaces. 
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