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MG DAU

Ly thuyét bat bién nghién citu tac dong ctia nhém, céc diem bat dong va cac quy
dao. Thong thuong, nhém tac dong trén cadc khong gian vécto (phén bac), hoac céic
dai s6 trén mot truong. Day 1a mot trong nhitng linh vuc nghién ctu trung tam clia
dai 6, v6i lien hé va tng dung trong nhiéu nhanh nghién ctu khac ctia todn hoc nhu
td hop, 1y thuyét nhém, déi dong diéu ciia nhom, topd dai sd va 1y thuyét biéu dién.

Déi tuong nghién ctu ¢6 dién va quan trong nhat 1a tédc dong tuyén tinh ciia cac
nhém hitu han trén vanh da thitc. Ky hiéu V 13 mot khong gian vécto n chiéu trén
truong k nao do, va z1,...,x, la mdt co sé cia V. Ky hiéu GL(V) 1a nhém cac phép
bién doi tuyén tinh kha nghich ctia V. Ta c6 thé dong nhat GL(V) v6i nhém nhan
céc ma tran kha nghich cip n v6i hé s6 trong k. Ky hiéu S 1a dai s6 da thttc theo cac
bién z1,...,x, vi hé sb trong k,

S =klxy, ...,z

Do dé khong gian cic dang tuyén tinh trong S chinh 1a V. Tac dong ctia mot tu dong
cau o € GL(V) trén V md rong mot cdch duy nhat thanh mot tu dang cau dai sb
cua S bdi cong thic

(cf)(x1,...,xn) = floxy,...,00,),
6 d6 oxj = Y 0;;2;. Ta can tim tat cd cac da thic f € S sao cho of = f v6i moi o
thuéc mdt nhém con hitu han G nao d6 cia GL(V).
Mot vi du quen thuoc 1a cdc bat bién clia nhém déi xtimg X, tac dong theo cach
thong thudng nhu 14 nhém hodn vi clia cdc bién z1, ..., 2.

]{7[5171, . ,xn]z”’ = ]{?[61, <y 6n]7

G dé ey, 1a cdc da thitc d6i xiing so cap thit k, 1 < k < n. Céc da thitc déi xing 1a céc
déi tuong todn hoc quen thude trong nhiéu linh vue khac nhau ctia todn hoc.

Trong 1y thuyét bat bién, ciing nhu 1y thuyét bicu dién, c¢é su khac biét rat 16n
gitt trudng hop modular va non-modular. Trong trudng hop non-modular, dic sb clia
truong k bang 0, hodc nguyén t6 cling nhau véi cap ciia nhém. Khi d6, I3 thuyét tré
nén tuong tu nhu bat bién trén truong sd phtc. Tt quan diém @ng dung trong topd
dai s6, va doéi dong diéu ctia nhom, 1y thuyét bat bién modular cé vai trd quan trong
hon, nhiéu van dé tré nén tha vi hon va 1a chia dé ctia cic nghién citu thoi su.

Luan an nay sé chi quan tam t6i tac dong nhém hitu han trén cac khong gian vécto
phan bac trén truong hitu han c6 ¢ phan tit, ky hiéu 1a F,, 6 d6 ¢ 1a luy thia cta dic
s6 p 1a mot s6 nguyén t6 nao doé.

Ddi voi céc vanh giao hoén trén truong F,, dnh xa lay luy thita ¢, thuong dugce
biét dén dudi tén goi dong cau Frobenius, déng vai tro vo cling quan trong. Ngudi ta
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thuong tim cac cach thitc khic nhau dé khai thac su ton tai ctia dong cau Frobenius.
Mot trong nhitng ky thuat dé 1a todn tit Steenrod P!, i > 0, va dai s6 Steenrod .A.
Mac dit c¢6 ngudn goc tit topo dai s6, véi vai trod 1 cdc toan ti dbi dong dicu ciia céc
khong gian t6pd, dai sb Steenrod cé thé duge xdy dung mot céch hoan toan dai sb.
Céc khong gian bat bién thuong sé c6 cau tric clia mot modun trén dai s Steenrod,
va vi thé viéc st dung céc hiéu biét vé dai s6 Steenrod trong ly thuyét bat bién
modular tré nén hoan toan tu nhién. Huéng nghién ctu vé cac cau tric ctia vanh bat
bién xem nhu modun trén dai sb Steenrod da dudc nghién ctu rong rai. Céc tai liéu
tham khéo tiéu bicu la cdc cong trinh ctia Boardman, Meyer va Smith, ciing nhu ctia
Walker va Wood cung cac tai liéu tham khao lién quan.

Vanh da thiic modulo luy thira Frobenius

V6i mbi s6 nguyén duong m, ky hiéu I,,, 1a idéan ciia vanh da thitc S sinh béi céc

luy thita Frobenius thtt m, I, = (¢ ,...,29"). Ddt Q,,(n) la vanh thuong
Qm(n) = S/1,.

Do I,,, 6n dinh duéi tac dong ciia G = GL,(F,), vanh thuong Q,,(n) c6 tadc dong cdm
sinh ctia G. Cau tric G-mddun ctia Q,,(n), va dic biét 1a khong gian G-bat bién cia
né6 1a déi tuong nghién citu chinh ctia ludn 4n nay.

Tt cdch x4y dung, ta thiy Q,,(n) 1a mot dai s6 hitu han chiéu. O béc cao nhat
n(g™ — 1), ta c6 mot khong gian vécto mot chieu, sinh béi don thiic

q7n_1

'ITI,_
Zq ol

’

véi tac dong tam thuong ciia GL,. Ta cé thé dinh nghia mot dang song tuyén tinh
khong suy bién trén Q,,(n) béi cong thiic

(f;g) _ {f97 néu deg(fg):n(qm_l)a

0, trong cac truong hop khéc.

Vi véy, ton tai mot dang ciu gitta cdc khong gian vécto

Qm (n)GLn = Qm (n)GLn .

Do dbi ngau Poincare, thong tin vé khong gian bat bién Q,,(n)S" sé cho thong tin

ve khong gian dbi ¢d dinh Q,,(n)qL,, va khi cho m dén vo cling, ta thu duge thong
tin vé khong gian doéi ¢d dinh Sqr, clia vanh da thttc. Mot diéu ddng ngac nhién 13
trong khi khong gian bat bién S hay con goi l1a dai sé6 Dickson, da dudc x4c dinh
hoan toan tit nam dau thé k¥ 20, trong khi dé gan nhu khong cé hiéu biét nao ve
Sar, cho dén céc cong trinh clia Lewis-Reiner va Stanton.

Vanh da thtic modulo Frobenius ciing cho thong tin ve dai s6 d6i bat bién'. Nhic
lai rang néu GL,, (F,), vanh dbi bat bién ctia GL,, 1a vanh thuong clia dai s6 da thiic
S bdi idéan sinh béi cac da thitc bat bién SG khéng chita hang (ttic 1a khong chita
cdc thanh phan bac 0).

S ®gara k = S/(SEM),

Lcoinvariant algebra



& d6 k duge hiéu la SCM-modun tam thuong. Luu ¥ rang Sqr, van con tac dong
cam sinh cia GL,. Chevalley, dua trén cac nghién cttu truéc doé ctiia Shephard va
Todd phén loai cic nhém phan xa phitc chting minh rang khi & = C 1a truong sb
phtic, dai sb ddi bat bién Sgr, dang cAu véi bidu dién chinh quy C[GL,,], xem nhu 1a
GL,-modun. Piéu thd vi la ddng cdu nay giip tao nén mot phan bac cho biéu dién
chinh quy, v& nhiéu nghién cttu sdu sic vé lién hé gitta phan bac nay va cac biéu dién
bat kha quy ctia GL,,.

Déi tuong nghién cttu chinh ctia ludn 4n 1 cdc vanh bat bién Q,,(n) dudi tac dong
clia nhém tuyén tinh téng quit GL, (F,) va cdc nhém con parabolic. Trong cong trinh
rat sdu sac cta minh, Lewis, Reiner va Stanton da dua ra mot loat cac gid thuyét
ve chudi Hilbert ctia cdc vanh bat bién néi trén ctia vanh da thic modulo liy thita
Frobenius, va cidc hé qui. Day la két ctia clia mot chudi cdc cong trinh nghién citu
tit hon 20 ndm nay vé hién tugng sang xyclic? trong dai s6 t6 hop va cic g-phién
ban cua Reiner, Stanton va cac cong su. Trong do, vanh da thitc modulo 1y thira
Frobenius déng vai tro nhu la mot phién ban tuong tu cia khong gian ¢-W Fuss
Catalan, Cat(m)(W, q) khi nhém phan xa hitu han W dugc thay thé béi nhém tuyén
tinh tong quat GL, (F,).

Céc nghién cttu ve hién tugng CSP tit nhém doéi xtng sang cdc nhém phén xa da
dan dén bai todn tu nhién can khio sat ciu tric ctia vanh bat bién Q,, (n). Ciing dua
trén cac két qua thu dude trude dé d6i voi nhém phan xa co dién, Lewis, Reiner va
Stanton da dé xuat mot chudi cic gia thuyét ve chudi Hilbert ctia cidc vanh bat bién
nay théng qua cac hé sé nhi thiic tong quat (¢, t), 1a phién ban phan béc clia cic ¢-hé
s6 nhi thitc & trén.

Nhém G = GL,(F,) mudn lam nhém Coxeter

Ta da biét tit dinh 1y ciia Dickson rang vanh bat bién S 13 mot dai sé da thic
sinh béi cdc bat bién Dickson Q,;, 0 < i < n — 1 véi bic 16n nhat ¢" — 1. Nhu vay
G = GL,(F,) cling la mét nhém phan xa. Tuy khong phai la mdt nhom phéan xa thuec
(nhém Coxeter), nhung né cé nhiéu tinh chat va thé hién khd tuong tu. Vi thé c6 thé
dit cau hoi ve tuong tu ciia cac két qua trén cho G. Néu dit

©=(0,...,0,) :(az({m,...,x%m)

thi chiing déu thuan nhat bac (¢" — 1) + 1, 1ap thanh mot hé tham s6 cho S va khong
gian ciing béi ching dang ciu véi khong gian cing boi x4, . .., z,. Nhu vAy, khi tim
kiém phién ban tuong tu ciia Cat(W,q) tit nhém Coxeter c¢o dién sang cho nhém
GL,(F,), ta thu dugc vanh da thiic modulo lay thita Frobenius Q,,(n).

Céc nghién cttu vé hién tuong CSP tit nhém déi xiing sang cidc nhém phan xa da
dan dén bai todn tu nhién can khio sat cau triic ctia vanh bat bién Q,, (n). Ciing dua
trén cac két qua thu dugce trude dé ddi véi nhém phan xa co dién, Lewis, Reiner va
Stanton da dé xuat mot chudi céc gia thuyét ve chudi Hilbert clia cdc vanh bat bién
nay thong qua cic hé s6 nhi thitc tong quat (g, t), 1a phién ban phan béc ciia cic g-hé
s6 nhi thitc & trén.

Dé phat biéu gia thuyét clia Lewis, Reiner va Stanton, ching ta gi6i thiéu thém

2¢yclic sieving phenomena - CSP



mot s6 ky hiéu va dinh nghia. Mot hop thanh yéu?® 5 = (81, ..., 3) 1a mot day céc
s6 nguyen khong am. Ta dat B; = Z§:1 B va |f| = Z§:1 B;. Tap hop cac phan hoach
yéu cé thé dude trang bi mot thit tu cuc bo, § d6 3 < B’ néu f; < B! v6i moi i.

Gid st o = (o, ...,ay) 1a mot hop thanh ctia s6 nguyén duong k, theo Reiner-
Staton, (g,t)-hé s6 nhi thitc tong quat ctia k bdi a dudc cho béi cong thiic

i (1 - )
o - H§:1 H?il (1 . thi_in*j)a

k

«

trong d6 A; = 23‘21 Q.

Lewis, Reiner va Stanton da dé xuat mot chudi cidc gid thuyét ve chudi Hilbert
clia khong gian vécto phan bac cdc bat bién Q,, (n) dudi tic dong clia cic nhém con
parabolic ciia nhém tuyén tinh téng quat GL, nhu sau:

Gia thuyét 1.4.1 (Gia thuyét 1.1, Lewis-Reiner-Stanton) Chuéi Hilbert-Poincaré
ctia Fy-khong gian vécto phan bic ciia cdc GLy,-bat bién Q,, (n)GL” la chuoi luy thia
Chm (t) zdc dinh bdi cong thic

min{n,m} -
Hilb (Q () 1) = Co (t) = > W) lﬂk’t
k=0 q7t

Gia thuyét 1.4.2 (Gia thuyét Parabolic 1.5, Lewis-Reiner-Stanton). Cho n
la s6 nguyén duong, o = (o, ..., qp) la mot hop thanh cia n va goi Py la nhém con
parabolic cia GL,,. Chuoi Hilbert-Poincaré cia Fy-khong gian vécto phan bic cia cdc
Po-bit bién Q, (n)™ ld chudi liy thita Cyp, (t) zdc dinh bdi cong thic

Hilb (@ (0™ 1) = Cam ()= X ptmen [ ]
( ) B<a,|Bl<m B,m — Bl a.t
G dée(m,a,B)=3", (qm—qBi) va B =014+ ...+ 5;.

( )
Chang han, khi m > n = 2 vd o = (1,1) thi P, 1a nhém con Borel clia GLy
va 3 € {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)}. Theo gid thuyét thi chudi Hilbert-Poincaré clia
Q. ()™ 1a

271 | ga ,
+ 1— ¢! + 1 —te! + (1-— tq—l) (1 — tqQ—q)

Lewis, Reiner va Stanton da chimg minh cho gid thuyét ctia ho trong trudng hop
m = 1, n bat ky. Trong cong trinh ctia minh, Goyal thu duge mot sd két qua ve gia
thuyét Parabolic déi v6i nhém Borel trong trudng hop m = n = 2 va xay dung dudc
mot s6 bat bién cho trudng hop m = 2 va n bat ky. Goyal da xay dung mot cich
cu thé mot s6 cdc ho bat bién "ddc biét', khong phai 1a cic da thic bat bién thong
thudng. Mot phién ban ciia gia thuyét Parabolic da dugc nghién cttu béi Drescher va
Shepler nghién citu. Gan dy, Taiwang Deng trong cong trinh ctia minh da xéc dinh
dugc cac bat bién va dbi bat bién ctia vanh da thttc rit gon, ting dung vao nghién
cttu céc 16p xoan trong déi dong didu ctia nhém SLy (7).

3
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Chuong 1

Kién thirc chuan bi

Trong chuong nay, ching toi trinh bay mét s6 kién thitc chuan bi ¢é lién quan dén
céc noi dung chinh 6 cac chuong tiép theo ctia luan an.

1.1 Ly thuyét bat bién modular
1.1.1 Gidi thidu

Dinh 1y 1.1.1 (Ménh dé 4.5.5 Neusel M.D.). Gid st G la mot nhém con hitu han cia
GL, (F,), vaF,[V] la vanh cdc da thiic bt bién dudi tac dong tuyén tinh tu nhién cia
G trén khong gian vécto V = Fy. Néu ton tai cdc phan i bat bién fi, ..., fn € F,[V]¢
sao cho:

i) Cdc da thite f1,..., f, doc ldp dai so trén F,,
ii) Tich cdc bic théa man deg(f1)-deg(f2) - --deg(fn) = |G|, thi F,[V]Y la mét vanh
da thic tu do trén cdc phan ti¢ sinh f;,1 < i < n, tic la:

Fo[V1© = Flfi, ..., fal-

1.1.2 BAt bién Dickson

Dai s6 con S% gébm céc da thiic trong S bat bién dudi tac dong ciia GL,,, duge
xéc dinh lan dau tién béi L. Dickson vao nhimg nam dau thé k¥ 20. Cu thé, Dickson
chiing minh dugc rang

SGL"’ = Fq[Qn,o, RN Qn,n—l]‘
Trong d6 Qn; v6i 0 < i <n — 114 cdc da thiic clia cac bién z1,. .., z,, xac dinh bdi
ddng thitc sau

n—1

Q)= T (H+ovm++om) =t + 3 (1" Quat?.

v=(v1,...,0n)EFY =0

T dé, chimg ta c6 két qua sau.



1.1.3 Bt bién Mui
Dinh nghia 1.1.6. V6i moéi i = 1,...,n, cdc da thitc V; dudc dinh nghia nhu sau

Vi= II (zi + Nic1zio + -+ M)
A1y Ai—1€Fy

Dinh 1y 1.1.8 (Dinh Iy 3 Minh P.A. - Tung V.T.). Vanh cdc bat bién cia S dudi tdc
dong ctua nhém Borel B, la dai so da thic

SBr =, [V vt v

1.2 Pai sé Steenrod

Dai s6 Steenrod xuat hién nhu mot cong cu quan trong trong t6 pod dai s6 va cé
nhitng ng dung sau rong trong 1y thuyét bat bién. V4i nén tang tit dong cau Frobenius
va cac phép todn Steenrod, dai s6 nay cung caAp mot cach tiép can dé nghién cttu céc
16p dong diéu trong khong gian t6 po va Iy thuyét dai sd ctia cdc nhém hitu han.

1.2.1 Toan tit Steenrod va Pai sb Steenrod

Dinh nghia 1.2.2 (Toan tit Steenrod). Cac toan tu P dugc goi 1a céc todn tid lug
thia rit gon Steenrod trén IF, khi ¢ = 2, todn tit Sq" dugc goi la todn ti Steenrod binh
phuong. Toan ti P* va Sq* dudc goi chung la toan ti Steenrod.

Cong thic Cartan
Ph(u-v)= Y P'(u)-P'(v), Vk>O0.
i+j=k

Xét mot phan tit z ¢ bac 1 trong F[V] = Flay, 29, ..., x,]. Khi d6, véi moi sb mi
jJ >0, ta co6 cong thiic

P (a7) = (Z) jHia=1)

Pai sb Steenrod

DPinh nghia 1.2.4. Xét ham tit

F[—]: Vectp — Algy,
ti pham tri cidc khong gian vécto trén F sang pham trit cic dai sé6 phan béac giao
hoan trén F.

Dinh nghia 1.2.5 (Dai s6 Steenrod). Dai s6 Steenrod trén truong IF, ky hidu 1a A,
13 dai s6 con clia dai s6 phan bac clia cac tu dong cau ctia ham tit F[—] tit khong gian
véctd sang cac dai s phan bac giao hodn trén F dugc sinh béi céc toan tit Steenrod.



Quan hé Adem
Mot hé day di cadc quan hé gitta cic todn tit Steenrod trén trudng cé dic sd6 nguyén
t6 da dugc xay dung bang su két hop gitta cadc phuong phép dai sé va t6pd. Cac quan
hé nay ducc goi la quan hé Adem.

e Khi g =2 thi S¢'S¢’ = ZEO (jl.__g;l)Sq”j’kqu, v6i moi ¢, § > 0 sao cho i < 2j.

e Khig#2th PP/ = 5,0 (—1)* (41U P piti=k Pk v6i moi 4, j > 0 sao

. i—qk
cho i < ¢j, trong d6 [a/b] 1a phan nguyén cta a/b.

Pon thitc chip nhan dugc o '
Cho mot day I = (iy,is,...,1ix), ta viet PL = PuPiz... P Céc phép lap clia cic
phép toan Steenrod nay ducc goi la cac don thic co ban.
Dinh nghia 1.2.6 (Larry Smith). Mot don thitc co ban dugc goi 1a chdp nhan duge
néu iy > qisyq vOi moi s > 1.

C6 mot toan dnh tu dai s6 két hop tu do dugc sinh béi céc toan tit Steenrod
{771|7j eN } modulo idéan sinh béi cdc quan hé Adem sang dai sb Steenrod. Thuc ra,

dnh xa nay 1a ding ciu, va do d6 cdc quan hé Adem 14 mot tap hop day di cdc quan
hé xéc dinh cho dai s6 Steenrod. Cu thé,

Ménh dé 1.2.7 (Hé qua 3.3 Larry Smith). Cdc don thiic chdp nhin dugc tao thanh
mot F-co sd ciia dai s6 Steenrod A.

1.2.2 Ung dung ciia Pai sb Steenrod trong Ly thuyét Bit bién

Mot trong nhitng tng dung chinh ctia dai s6 Steenrod 1 trong 1y thuyét bat bién,
cic toan tit Steenrod déng vai trd quan trong trong viéc tinh toan cic idéan bat bién
dudi tac dong cua cac nhém hitu han.

Cu thé, khi lam viéc trén mét trudng cé diic s6 p, cac todn tit Steenrod PP (véi
p > 2) va Sq¢' (véi p = 2) déng vai trd quan trong trong viéc nghién citu céc da thitc
bat bién dudi tdc dong ctia mot nhém hitu han.

Pinh nghia 1.2.8 (Dong cau chuyén). Dong cau chuyén la dnh xa
¢ - F[V] — F[V]¢
duge dinh nghia bai TrY(f) = Syeqg-f,  fEFV].

1.3 Hé s6 nhij thiic

1.3.1 ¢-hé sb nhi thic

Dinh nghia 1.3.1 (Reiner-Stanton, Dinh nghia 1.1). g-hé s6 nhi thtic ctia cap s6
nguyén k va n sao cho 0 < k < n va hé so bat dinh ¢ dugc xac dinh bdi cong thitc
[n _ (@,

k q (Q)k: (q)n—k’

§dé (), =(1—q)(1—¢*) - (1—q").




1.3.2 (g¢,t)-hé sb nhi thiic

Dinh nghia 1.3.3 (Reiner-Staton, Dinh nghia 1.1). (g,t)-hé s6 nhi thtic clia cip sb
nguyén k va n sao cho 0 < k < n va hé s6 bat dinh ¢ dude xéc dinh béi cong thirc

m - =
- )
Bl Ky (n— k)l

Vil = (1— 1) (1= 4" 0) oo (1 — g0,

1.3.3 (g,t)-da hé sb nhi thiic

Dinh nghia 1.3.5. Cho a = (aq,..., ) va a1 + ...+ a; = n 1a mét hgp thanh cua
n, (q,t)-da hé s6 nhi thitc ctia n vd a duge xdc dinh béi cong thiic

n M= (1 — "~ N i
LJ T 04]11—1( A ?“i—lﬂ' ; VOl Ai = Z Q..
q,t Hizl Hj:o (1 — 11 q ) k=1

I

1.4 Gia thuyét ctia Lewis - Reiner - Stanton vé chudi Hilbert-
Poincaré ctia khong gian bat bién Q,, (n) dudi tic dong cua
nhém con parabolic

Gia thuyét 1.4.1 (Gia thuyét 1.1, Lewis-Reiner-Staton). Chuéi Hilbert-Poincaré ciia

F,-khong gian vécto phan bic cia cic GL-bat bién Q,, (n)GL la chuoi luy thia Cyp, (t)
xdc dinh bdi cong thic

min{n,m} .
Hil (Qun ()% 8) = Cop (1) = > 1R =0") m
k=0 gt
Gia thuyét 1.4.2 (Gia thuyét Parabolic 1.5, Lewis-Reiner-Staton). Cho n la s6
nguyén duong, o = (aq,...,0q) la mot hop thanh cia n va goi P, ld nhém con

parabolic tuong ing cia GL,, (F,). Chuoi Hilbert-Poincaré cia F,-khong gian vécto
phdn bdc cia cdc Py-bat bién Q,, (n)P“ la chuoi luy thia Cyy (t) xdc dinh bdi cong

thic
Hilb (Qm (n)Pa ) = Ca,m (t) = Z el [ " 1 )
S e’ 1B =18l,

G dée(m,a,B) = (o — ) (qm_qu’) va By =6+ -+ ;.



Chuong 2

Bat bién ctia vanh da thic modulo liy
thira Frobenius dudi tac dong cua
nhém con Borel

Trong chuong nay chiing toi gi6i thiéu toan tit 6, mot bién thé ctia ham Schur theo
Macdonald I.G., 14y cadm hiing tit cdch xdy dung cac da thitc Dickson. Todn t& nay
cho phép tao ra cac bat bién béc cao tit cdc bat bién bac thap da biét, md rong kha
nang xdy dung bat bién ctia vanh da thtic Q,,(n) dudi tdc dong ctia nhém con Borel.

Trén co s6 toan tit §, chiing t6i dinh nghia cdc ham hitu ty Y'(I;J) gn véi hai day
I, J cho trude. Bang viéc phéan tich cic tinh chat ciia §, chiing t6i chi ra rang céc ham
Y (I;J) 1a da thitc va hon nita cdc da thtic nay bat bién duéi tdc dong ctia nhém con
Borel B,,. Pay 1 budc trung gian quan trong dé két néi gitta viec xay dung toan tit
§ va viéc hinh thanh céc hé co s6 ctia khong gian bat bién Q,, (n)™"

Tiép theo, chiing t6i xay dung hé B,,(1") theo phuong phidp quy nap, trong do6
bao ham céc da thiic Y (I;J) v6i I, J théa man nhiing diéu kién xac dinh. Ching toi
chting minh rang hé B,,(1") tao thanh mot co sé tuyén tinh ciia khéng gian bat bién
Qun(n)Br.

Cubi clng, dua trén co s6 nay, ching toi xdc dinh chudi Hilbert-Poincaré ctia
Q,n(n)B" va chimg minh gia thuyét clia Lewis-Reiner-Stanton trong trudng hop nhém
con Borel.

2.1 Toan t& § va mot sé tinh chét

Pinh nghia 2.1.1. Cho a,b,c 1a ba s6 nguyén duong sao cho 1 < a < ¢+ 1, dinh
nghia todn tu 0, x4c dinh bdi cong thitc

dap : Fglz1, .. 2] = Fy (21, ..., Teq1),



sao cho véi f € Fy [x1,...,x.] thi

X1 Lq
q
T xl
—2 _
q‘l a—2
Ty T
b
5 o Ty f('rlwr?a 7$6+1) xg (xlv 7xa7"'7xc+l)
ab (f) - T T
a
q
xq xd
1 1
q" a
xq xd

Ching t6i mo ta tac dong lap ciia todn tit 8, qua dé cho phép biéu dién mot cach
tuong minh " 1(f) theo céc tap con clia tap chi sd va cac dnh xa Frobenius tuong
ing.

Ménh dé 2.1.4. Véi f la ham hiu tj ¢6 v dn, v > r, h la mot s6 nguyén duong.
Khi do, ta co

h SO
5T+1 (f) (xla X2, ... 7xr’+h) - Ic%h] v (Y’ ])
I|=h

d dé I la phan bu cia I trong [r+h], @ ld dnh xa Frobenius, khi I = (i1 < is < ... < i)
tha

f(j) = f(xla"'7fi\17"'7@7"'7x7‘+h9x7"+h+17"‘7'r7“’+h)‘
Pinh nghia 2.1.5. Vi méi ham hitu ty g gom ' > 7 an va T € T (s, h) ta xédc dinh
g(I)ar(I)
PR T S A Al
cpin=n vV (I,1)

6 d6 ar(I) = ar (ziy,...,v;,) khi I = (z;; <...<ux;). I 1a phan bu cta I trong
[r + h] va

Y

g(j) = g(xla s 7fi\17"' 7@7' o 7$T+h7$7”+h+17-"7x7"+h) .
Vi du sau minh hoa mot trudng hop dac biét cia dinh nghia trén, trong dé tac
dong lap clia todn tit 6 chinh la trudng hop riéng clia toan tit A,.7(g).
Vidy 2.1.6. V6is=bvarT=(10=0,...,7_1 = 0,7, = h), theo Ménh dé 2.1.4, ta

CO
AT,T (g> = 57}}—1—1 (g) .

Tiép theo, chiing t6i dua ra mot két qua ky thuat, giup lam 16 cich todn tit 6 téc
dong 1én cac biéu thic dai s6. Két qua nay sé déng vai tro quan trong trong viéc thiét
1ap co sé tuyén tinh cho khong gian cdc bat bién & cdc phan sau.

Ménh dé 2.1.7. Cho r,s,k ld cdc s6 nguyén duong sao cho r < s+ k. Gid st

f(x1,...,xs) va g(x1,...,2) ld cdc ham hau ty vdi v’ > r, s > s. Khi do,
(905 ()= X Aur(9) okt (Brf)
TeT (s,h)
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2.2 Xay dung hé B, (1")

Trong phan nay, ching t6i xdy dung mot hé cidc phan tit tao nén cd sé tuyén tinh
cho khong gian bat bién Q,, (n)B" trong truong hop nhém con Parabolic dac biét
P, = B,,. Truéc hét, ching t6i dinh nghia céc bicu thitc dang Y; (I;J) déng vai tro
¢d ban trong qua trinh xay dung hé co sé.

Dinh nghia 2.2.1. Véi hai day I = (i1,...,i;) va J = (j1,...,jr) cac sd nguyén
khong am, dinh nghia ham htu ty

Yy (1;) = 61y (D163, (DE ... 6% (DIF) )
3 d6 Dy = 840 (1) va OY}, (1; J) = Y1 (0,1;0, ), tirc 1a
Yy (13 J) = 0314 (Dﬁ 3ib+1 ( Df ... 5lii1;b+1 (Dﬁi—l) o )) ,

Tiép theo, ching t6i xay dung tap hop By, (1) gom cac phan tt dude tao thanh
tit cac bieu thufc Y, (I; J) nhu trén, bang cach stt dung phuong phap quy nap.

Pinh nghia 2.2.2. Vi n > 1 va m > 0, tap hop B, (1") dugce xac dinh bang cach
quy nap nhu sau.

i) By (1") = {1} v6i moi n > 1.
i) By, (1) = { la< [m]q}, v6i moi m > 0.

i) By (1") = {01 (Y) | Y € Bu(1" D} U{D{R(Y) | a < [m]y, YV € Bpa (1"}

O do, [a], = £=L.

q q—1

Tit dinh nghia trén, chiing tdi mo ta cu thé hon ciu tric ctia tap hop B,, (1) thong
qua phan hoach rdi rac thanh céc 16p con BF (1) nhu sau.

Ménh dé 2.2.3. B, (1”) la hop roi rac I_IZMT (nm-+1) Bt (1), ¢ d6 cdc tap hap Bk (1)
la tdp hop chita tat cd cdc phan i Yy, (I,J) ma hai day I = (i1,... i) va J =
(1, -+, Jx) théa man cdc diéu kién

n+...+i=n—=k,
j1<[m]q,...,jk,1<[m—k+2]q,jk§[m—k+1]q.

2.3 Tinh da thitc cua Y

Trong phan nay, chiing t6i sé chting minh rang ho cic ham hitu ty Y,, (I, .J) thuc
chat 1a céc da thitc. Trude khi di vao chitng minh chinh, ching t6i thiét lap mdt s6
khai niém trung gian va két qui hd tro nham mo ta chinh xéc tic ddng ciia cic toan
tit trong vao dinh nghia cta Y,, (1, J).

bau tién, ching t6i md rong khai niém tac dong clia todn tit § thong qua viéc dinh
nghia mét tich chdp hai ham hitu ty, cho phép biéu dién céc tdc dong lap ctia todn
t & dudi dang dai s6 thudn tién hon.
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Dinh nghia 2.3.1. V6i hai ham huu ty f (z1,...,2,) va g (z1,...,xp), tich chap cia
f va g dugc dinh nghia béi cong thic
fI)g(J)

feg=
rwi=prnti=rgi=n V(L)

Tiép theo, ching t6i minh hoa cidch ma céc toan tit nhu (57}}+1 va Ay cd thé dugc
biéu dién thong qua tich chdp qua cac vi du sau.

Vi duy 2.3.2. i) Theo Ménh dé 2.1.4, ta c6

F(I) ¢ (D)
57]}+1 (f) (z1, 29, T gn) = > =
1cpamri=n V (1,1)
V1 vay,
57’}_1_1 (f) ($17 372, s 7x7”/+h) = f hd 90?7,
0 dé, ¢y, 1a anh xa liiy thita Frobenius véi h an.

ii) Theo Dinh nghia 2.1.5, ta ¢6

A (g) = %QQSZQ)
7 (9) IC[r—i—%]:JI:h V(1.1)

V1 vy,
AT;T (g) =gear.

Trong ménh dé tiép theo, chiing t6i dua ra céc diéu kién cu thé ctia f va g dé dam
bao rang tich chap gitta hai da thiic nhu vay la da thiic.
Ménh dé 2.3.3. Néu da thic f (xq, ... ,Ts) la GLg-bat bién va g (z1,...,xk_s) ld da
thite doi zing, da tuyén tinh va chia hét cho z1...x,_s thi f @ g la da thic trong
Folz, ..., zx].

Cudi cling, ching t6i 4p dung ménh dé trén dé chtng minh rang céc biéu thiic
Y, (I, J) thue su 13 da thite. Két qua nay duge trinh bay trong hé qua quan trong sau.

Hé qua 2.3.4. Vi hai day I va J thi Yy, (I, J) duoc zdc dinh trong Dinh nghia 2.2.1
la da thic.

2.4 Tinh bat bién ctiia YV

Trong phan nay, chiing tdi sé chitng minh rang cac da thiic Y;,(I; J) dudc xay dung
tit cac todn tit § va céc da thite Dickson 1a bat bién modulo (2§ ..., 2¢") dudi téc
dong ctia nhém con Borel B,,. Truée tién ching toi sé gidi thiéu khai niém mot 16p
da thitc méi duge goi 1a (k, m)-bat bién, déng vai trd trung gian quan trong trong 1ap
luan quy nap.

Dinh nghia 2.4.1. Da thic f (z1,...,2;) € Fylzy, ...,z duge goi 1a (k, m)-bat bién
néu né théa man cic dieu kién sau day.
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) f(\z, . kxg) = f(xq,...,x,) v6i moi \; € [F;. N6i cach khéc, f bat bién
dudi tac dong ciia nhém con ma tran dudng chéo chinh.

ii) f(a:l,...,:(:i,...,:cj—i—xi,...,xk):f(xl,...,xk)+(:c§m) véimoi 1 <7< j<k.

Ménh dé dudi day cho thiy rang toan tit d,.,, bao toan tinh (k,m)-bat bién trong
truong hgp tac dong ctia toan tit d,., bdo toan tinh da thitc. Két qua nay déng vai
tro then chot cho phép ta 4p dung lap ludn quy nap trong phan con lai.

Ménh dé 2.4.3. Véir < k+1, f(z1,...,7x) la (k,m)-bat bién va 8., (f) la da
thite. Khi d6, Op.m ld (k + 1,m)-bat bién.

Bing cach 4p dung Ménh dé trén theo phuong phip quy nap, ching toi thu duge
hé qué sau, khang dinh rang Y,,,(1; J) la mét da thiic.

m

Hé qua 2.4.4. Moi da thic Yy, (1;J) la By-bit bién modulo (2 ... z1").

2.5 Cd s8 tuyén tinh ctia khong gian bit bién Q,, (n)""

Trong phan ndy, ching toi sé thiét ldp mot co sd tudng minh cho khong gian
F,-vécta cdc B,-bat bién trong Q,,(n). Cu thé, ching tdi chimg minh rang tap hop
B,,(1") gom cac da thtic Y,,(I;.J) tao thanh mot co s tuyén tinh ciia khong gian nay.

Gid stt F(xy,...,7,) 1a mot da thitc B,-bat bién trong Q,,(n). Do cc sb mii xuat
hién trong F déu 1a boi clia ¢ — 1, ta c¢6 thé khai trién F theo bién z; va phan tich
s6 hang c6 bac thap nhat. Trudng hop s6 mil ctia z; bang ¢™ — 1 sé dude xi 1y dau
tién thong qua bo dé sau.

Bé dé& 2.5.1. Vdim > 0,n > 2 vd F(21,...,2,) = 2% 'f (z9,...,2,) la By-bat
bién cia Q,, (n) thi f (xa2,...,x,) la B (z2,...,x,)-bat bién modulo (:Ug ,H.,:r:%m).

Truong hop khi sé mit ctia 2; nhé hon ¢™ — 1 v6i m > 1 thi ta biéu dién F duéi
dang

F(xy,...,2,) = :qufl)if (r2,...,2n) + mgqfl)(iﬂ)f' (x1, 29, ...,Tp) .

Tiép theo, chiing toi xét truong hop s6 mi Sﬁa x1 trong da thic F(xq,...,z,) nho
hon ¢ — 1. Khi dé, F' c6 the dude khai trién theo x; v6i s6 hang bac thap nhat 1a
xgq_l)if(:l:Q, coey ) VOLE < [m]. Dé hiéu r6 hon ciu tric ctia thanh phan f(zo, ..., z,)
trong khai trién nay, ching toi dua ra bo dé sau, cho thay f 1a liy thita bac ¢ cta
mot da thitc bat bién & chieu thap hon.

B6 dé 2.5.2. Da thiic f (xa, ..., ) trong biéu dién trén la liy thiia vdi s6 ma bang

q ctia da thiic g (xa, ..., z,) ndo dé. Hon nita, g (x2,...,1,) ld B (xa, ..., z,)-bat bién
m—1 m—

modulo (x4 ... x% '

Tit cau tric dic biét ctia f(xs, ..., x,) trong Bo dé 2.5.2, chiing t6i khai thac thém
mbi lien hé gitta cdc toan tit d,p va phép nang liy thita trong truong hop f 1a liy
thita bac ¢ clia mot da thic g. Bo dé sau mo ta tac dong ctia todn tit § trén cac da
thitc nhu vay khi thay thé bién dau tién bang 0, dong thdi cung cdp cdng cu quan
trong cho phép xac dinh céch toan tit ® tdc dong lén cdc phan tit trong B, 1(1"71).
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B6 dé 2.5.3. Néu da thic f (x1,29,...,x.) théa man
f(07x27"'7xc) = g(-r?a"'axc)qa
VG Oar1p+1 (f) la da thitc thi Sav1p41 (f) (0,22, .. @er1) = (Gap (9) (22, ..., Ter1)) ™
Vi vy, néuY € Bp_y (1"71) thi
DY (0,29,...,2,) =Y (29,...,2,)".
Tt cde bo dé trén, ching toi thu duoe két qué téng quét sau, khing dinh rang tap
B,,(1") tao thanh mot co sé ciia khong gian cac B,,-bat bién trong Q,,(n).

Dinh 1y 2.5.4. Hé B, (1") la mot co sd cia Fy-khong gian vécto cic B,-bat bién
Q,, (n)"".

2.6 Chudi Hilbert-Poincaré ciia khong gian bat bién Q,, (n)""

Sau khi da thiét 1ap co sd tuyén tinh cho khong gian bat bién Q,,(n)B", ching toi
khao sat chudi Hilbert-Poincaré tuong tng. T d6, chiing t6i chting minh Gia thuyét
Parabolic 1.5 ctia Lewis, Reiner va Stanton déi véi trusng hdp nhém con Borel clia
GL,.

Chudi Hilbert-Poincaré ctia khong gian bat bién Q,, (n)"" la ham Fom (t) duge
xac dinh nhu sau

an t) = te(m,ln,ﬂ)[ " ] )
MOEESS somal]

A1 |Bl<m
G do
« e(m, 1" 8) =51 (1= 8) (¢ — ¢%) v6i 8= (B1,..., Ba) V& B; = S ),
[ m ] _ H‘Jilfl(l—tqm—qj)
6; m — |5| ot I, Hf;?)l (1_thi_qBi,1+j) .

Tiép theo, chiing ta c6 tinh chat don gidn sau vé ham F),,, (t). Két qua nay cho thay
ham F,, ,, (t) duge xdy dung mot cdch quy nap tuong tu nhu tap B, (1").

Bé6 dé 2.6.2. Ta c6
1 — ¢!

Fon (8) = 77 P () + 71

Fn—l,m—l (tq) .

Dua vao két qué trén, ching ta c6 thé chimg minh duge Gid thuyét 1.5 ciia Lewis,
Reiner va Stanton cho truong hop nhém con Borel cia nhém tuyén tinh téng quét.

Pinh 1y 2.6.3. Chudi Hilbert-Poincaré ciia khong gian bat bién Q,, (n)" la Fom (1).
Vay gid thuyét 1.5 ciia Lewis - Reiner - Stanton ding cho truong hop nhém con Borel.

Mdi s6 hang trong tong dinh nghia F), ,,(t) déu tuong tmg v6i cac phan tit trong
cd 6 By, (1") clia khong gian bat bién Q,,(n)B». Nhan xét sau md ta rd cau tric clia
cdc phan tit Yy, (I, J) tuong ting véi titng chi sé ciia 3.
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Chuong 3

Bat bién ctia vanh da thic modulo liy
thira Frobenius dudi tac dong cua cac
nhém con Parabolic chiéu thip

Gia thuyét Parabolic 1.5 ctia Lewis, Reiner va Stanton dua ra mot cong thitc du
dodn cho chudi Hilbert-Poincaré ctia khong gian bat bién Q,,(n)Fe, trong dé P, 1a
md6t nhém con Parabolic ctia nhém tuyén tinh tong quat GL,.

Dua trén gid thuyét vé chudi Hilbert-Poincaré, ching to6i dé xudt mot gid thuyét
manh hon, khéng chi xac dinh kich thuée ctia khong gian bat bién ma con cung cap
mo ta tuong minh vé mot hé co sé tuyén tinh cu thé ciia khong gian Q,,(n)Fe.

Gia thuyét tong quat ciia ching toi vé hé co s§ tuyén tinh ctia khong gian Q,, (n)Pe
duoc trinh bay cu thé nhu sau.

Gia thuyédt 3.0.1. Mot co s6 cho khong gian bat bién Q,, (n)"™* 1a tap By, (o) gdm
céc phan tit ¢c6 dang

S (F052 02, (o o8, (1) --2)) 0 < s < min (ar,m),
v6i B < a, |B] <m, B; =1 +...+ B (quy wbc By = 0) va

fi c @Bi—1AT£—BFl C ATgi_Bi-

Véi trudng hop ddc biét clia nhém Parabolic 1a nhém tuyén tinh tong quat GL,
tmg v6i nhém P, = (n), chiing t6i c6 gid thuyét.

Gia thuyét 3.0.2. Tap hop B,, (n) gdom cac phan tit c6 dang
Sm (f), fEAT, 0<s<min(m,n)

tao thanh moét co sé cho khong gian vécto 9,, (n)GL" trén IF,.

3.1 Toan ti 6 va tap A

Trong 1y thuyét bat bién trén trudng hitu han, cdc da thtic Dickson git vai trd
trung tam trong viéc xdy dung va mod ta cic khong gian bat bién dusi tic dong clia
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nhém tuyén tinh tong quat GL, va cdc nhém con Parabolic ciia né. Khong chi cung
cap mot hé sinh cho khéng gian bat bién, cdc bat bién Dickson con 1a nén tang cho
viée phét trién cdc cau tric dai s, dac biét 1a trong dinh nghia va vin dung cac toan
tit § cling nhu tap A™, déng vai tro thiét yéu trong viéc xay dung cic co s tuyén
tinh cho cac khong gian bat bién.

3.1.1 Toan tit 6 va vai tro két hop véi A

Tiép theo, chiing t6i trinh bay dinh nghia va tic dong clia todn tit §, cling véi cach
thitc két hop né véi cdc don thitc trong A7 dé tao nén céc bat bién Parabolic. Noi
dung ndy s& lam sdng té vai tro cia A™ nhu mot khéi xdy dung quan trong trong
cau tric cia khong gian bat bién.

Trudce khi gisi thiéu dinh nghia vé tdp A™, chiing t6i nhic lai khai niém don thic
Dickson c¢6 kiéu phan hoach.

Dinh nghia 3.1.1. Vi mot s6 nguyén duong s va phan hoach (A1, Xg, ..., \s) sao cho

M > A > 0> A >0, mot don thite Dickson Q¢ -+ Q% trong dai sd Dickson
D, dudc goi la c6 kieu (Mq, ..., \s) néu titng phan tit e; thod man dicu kién
q)\i _ q)\i+1 q>\i+1 _ q)\i+1>
e; € ,
qg—1 q—1
voi 1 <17 <s.

Dinh nghia 3.1.2 (Dinh nghia 5.4 Reiner - Staton). Khong gian con A™ ciia dai so
Dickson duge xdc dinh 1a hgp rdi rac ctia cdc tap con Ay, . »,) trong do

« Mobi phan hoach (A1, ..., ;) théa man diéu kién m — s > ;.

o A, la tap hop tat ca cac don thitc Dickson cé kiéu tuong tmg.

o Néu s > m thi quy uwéc A7 = ().

Céac don thic Dickson trong A" v6i s < min(m,n), cung véi cic toan tir § déng
vai tro quan trong dé xay dung co sé ctia khong gian bat bién. Ta goi mét don thic
Dickson trong A™ 1a mot don thiic cot yéu.

Pinh nghia 3.1.3. Ching ta goi cac don thic bién la cac don thiic Dickson khong
nam trong A™ nhung c6 tinh chat "bién' thod man

o c q)\q‘, _ q)\7:+1 q)\H-l _ q)\i+1
i q—1 )

v6i moi @ # 7,
q—1
va
q)\j-l—l _ q)\j+1
ej = —""7—"
q—1
v6i chi s6 j ¢b dinh trude.

Theo Dinh nghia toan tit d, néu f(x1,z2) € Fylx1, zo] thi

I I9 T3
xf 3 x4
o I(f f(x27$3) I’g f(-f(f],l’:;) '1:% f(xlv-r?)
d3(f) = I, :
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Trong Chuong 2 chiing ta da chimg minh téng quat hon rang 6,(f) théng thuong
khong phai 1a da thitc, nhung trong nhiéu trudng hop né khong nhitng 14 mot da thitc
ma con 1a mot da thitc bat bién ctia Q,,(s + 1) dudi tic dong ctia nhém Borel By, .
Ménh dé tiép theo, ching t6i dua mot phéat biéu chinh xac cho trudng hop riéng ciia
toan tit d3 va trinh bay mot chiing minh "co ban" hon vé tinh da thtic ctia d3(f), dong
thoi stt dung két qua nay dé chi ra tinh GL3-bat bién ctia d3(f) khi f 13 GLy-bat bién.
Ménh dé 3.1.4. Néu f la mot da thitc GLy-bat bién thi 63(f) la mét da thic va la
mot GLg-bat bién ciia khong gian Q,(3).

3.1.2 Toan ti § va Pai sé Dickson

V6i moi hop thanh o clia n, khong gian bat bién Q,,(n)F* 14 mot moédun trén dai
s6 Dickson D,,. Két qua sau dady mo td cich todn t& J tuong tac véi dai s6 Dickson
trong trudng hop hang thap.

Ménh dé 3.1.6. Ta ¢6 cdc ddang thic sau trong Q,,.

(1) Quoby(f) = 0 vdi moi f.

(2) Q2105(f) = 62 (Q1 o f) vdi moi f € Dy.

(3) Q3305(f) = 05 (Q%, 1 f) vdii =1 hodc 2 vi moi f € D;.

(4) Qu203(f) = 53 (Qtof ) vdi moi f € Di.
(5) Qs103(f) = 0 vdi moi f € Di.

3.2 Chan trén ctia tong so chiéu cua cac khong gian con bat bién

Gié thuyét Parabolic du doan rang chudi Hilbert-Poincaré cho khong gian bat bién
Qm(n)Fe, trong d6 o 1a mot hgp thanh ctia n, 1a da thitc (hitu han) C, () c6 cong
thitc tudng minh duge nhac lai trong Gia thuyét 1.4.2. Dic biét, gid tri ciia Cym(t)
khi ¢t = 1 1 tong s6 chiéu clia cac F,-khong gian vécto phan bac Q,,(n)F=. Ching téi
chi ra két qua sau.

Ménh dé 3.2.1. Vi méi m,n > 1 vd hop thanh o bat ky ciia n, tong sé chiéu cia
khéng gian vécto phan bic Q,,(n)P~ khéng nhé hon Cy pn(1).

Tiép theo, chiing t6i c¢é két qua sau ve chudi chudi Hilbert-Poincaré sinh béi tap
B ().
Bo6 dé 3.2.2. Vi méi hop thanh o ciia n, chuéi Hilbert-Poincaré ciia Fy-khong gian
vécto sinh boi tap By,(a) khong lon hon Cyp(t).

Nhin xét 3.2.3. i) Gia sit ching ta cé thé xdy dung mot hé sinh cho khong gian
bat bién Q,,(n)F* sao cho sau khi tinh todn sé chiéu thi chudi Hilbert-Poincaré
Ch, o(t) clia Qp(n)F khong 16n hon Cpp(t) (6 d6, f(2) < g(t) néu g — f 1a mot
da thitc v6i cac hé sb khong am). Sau do6, vi c6 mot bat déng thic nguoc lai
Chna(l) = Com(1) khi xét tai t = 1, ching ta c6 thé két ludn rang hai chudi nay
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1a dong nhat vi ca hai déu la cac da thtic ¢6 bac hitu han v6i hé s6 khéng am.
Do d6, hé sinh ctia chiing ta thitc chat 1a mot co s6 cho Q,,(n)te.

3.3 Co sé ciia khdng gian bét bién ctia 9,,(2) dudi tac ddng ctia cac

nhém con Parabolic

Truong hop hang 2 thi nhém tuyén tinh tong quat GLo chi ¢ hai nhém con 13
chinh né va nhém Borel By. Khéng gian bat bién dudi tac dong ctia nhém con Borel
B, 1a truong hop riéng ctia Dinh 1y 2.5.4, theo dé ching ta c6 két qua sau.

Hé qua 3.3.1. H¢ gom 2 ho cdc phan tii ldp thanh mot Fy-co sd ciia ©,,(2)B2 (m > 1).

(1) 61.m (DY) = 61 (Q%) . a < [m],.
(2) DSDS = Q4 0@51, a<[m],,b<[m—1],.

Tiép theo, ching tdi trinh bay mot nhan xét quan trong lién quan dén cac don thic
q7YL—17q’L' 4

Dickson c6 dang (Qy;""
trong viéc x4c dinh hé sinh ctia khéng gian bat bién Q,,(2)%2.

Ménh dé 3.3.2. Vi mdéi 0 < i <m — 1, ta cé phép phin tich trong Q,,(2)

i1 .
(@5 nam & "bién" ctia AY'. Két qua nay rat quan trong

mfliqz‘ qi71 qi71

ngf_l 2‘{? = 09 f?) + don thic cot yéu chia hét cho Q2,0
Ménh dé 3.3.3. Tip hop Bn(2), bao gom 3 ho phan ti

m—1

m—1
(1) 61(01(1)) =2t a3
(2) o2(AT"),
(3) A
ldp thanh mot Fy-co s ciia khong gian con bat bién Q,,(2)C2.
3.4 Co sé ciia khodng gian bat bién ctia Q,,(3) dudi tac ddng ctia cac
nhém con Parabolic

Truong hop hang 3 thi nhém tuyén tinh téng quat GL3 ¢6 bdén nhém con gom

nhom Borel B3 = P(1 1), nhom con Parabolic P (), nhém con Parabolic P o) va

nhém tuyén tinh tong quat GLs = P(3). Khong gian bat bién dudi tic dong clia nhém
con Borel Bs 1a truong hop riéng ctia Dinh 1y 2.5.4, theo dé ching ta c¢6 két qua sau.

Hé qua 3.4.1. H¢ gom 4 ho phan ti sau tao thanh mot Fy-co sd cia Q,(3)Bs
(m>2).

(1) 63 (D) =62 (Q%,), a<[m],
(2) 61 (D§D}) = 61 (Q10Q%,) . a<[m],,b<[m—1],.
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(3) D16y (D8) = Q1002 (Q%1), a<[m],,b<[m—1],
(4) DID3D5 = Q@5 ,Q52,  a < [m],,b<[m—1]gc<[m—2],

3.4.1 Débi v6i nhém con Parabolic P

Trong phan nay, ching t6i phat biéu va chting minh Gia thuyét 3.0.1 cho truong
hgp nhom con Parabolic P (g ).

Ménh dé 3.4.2. Tap hop B, (2,1) bao gom 6 nhém dudi day tao thanh mot Fy-co sd
cho khong gian bat bién Q,,(3)Fev.

(1) Q31Q%0Q5 2, (i1, i2) € AY, i < [m — 2],
(2) Q31Q%003(1), (i1,12) € AY".

(8) 62 (Q10Q5,) » i1 < [m],, i < [m—1],.
(4) 62 (Q1 1)) i < [m],.

(5) 61 (61(Q1)) , i

(6) 61 (d1(61(1)))-

3.4.2 Débi v6i nhém con Parabolic P

Trong phan nay, ching t6i phat biéu va chimg minh Gia thuyét 3.0.1 cho trudng
hgp nhom con Parabolic Py o).

Ménh dé 3.4.4. Tap hop B,,(1,2) bao gom 6 ho dudi ddy tao thanh mét co sé cho
khong gian con bat bién Q,,(3)F02.

(1) QLoQ3:Q%1, g1 <[ml,, (ir,i2) € AP
(2) Q{f053( %%1), g1 <[ml,, J2<[m—1],
(3) Q102 (52(1)),  jr < [ml,.

(4) 61 (Q41@Q%), (i1,i2) € AF.

(5) 61 (52(Q1F0))» 1 <[m

(6) 61 (d1(01(1)))

3.4.3 DAbi v6i nhém tuyén tinh tdng quat Gl

Trong phan nay, ching t6i sé chitng minh Gia thuyét 3.0.2 cho trudng hop nhém
tuyén tinh tong quat hang 3. Cu thé, ching t6i sé chi ra ,,(3) 14 mot hé sinh ciia
Q,n(3)953 tit d6 suy ra né ciing 1a mot co s ciia Q,,(3)%. Phuong phép chitng minh
dugc tién hanh tuong tu nhu trong trudng hop hang 2. Ching minh dudc chia thanh
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ba buéc. Dau tién, sit dung anh xa transfer va xdy dung mot hé sinh B’ 16n hon so
v6i hé sinh mong mudn 14 B,,(3) ma trong B’ khong han ché cdc da thitc Dickson

B =67 (A7) [103 (A7) [T 03 (D) 1 s
Sau d6, chiing ta chting minh rang d3(D;) thudc trong khéng gian sinh béi
01 (Ag) 1103 (AT) [T 05 (A3,

titc 14 Dy ¢6 thé duge thay thé bang tap con nhé hon A, Cudi ciing, chiing ta chiing
minh rang khi giéi han trong Q,,(3) thi dai sé Dickson hang 3 thudc khong gian con
sinh béi B,,(3). Di¢u nay dugc chimg minh bang cich chi ra rang tat ca cic don thic
'bién" ctia AP déu thudce vao trong khong gian nay. Do d6, khong gian con sinh béi
B,,(3) 13 mot D3-modun con clia Q,,(3)M. Vi né chita AJ nén né sé chita toan bo
Ds. Trude hét, ching ta c6 két qua sau.

Bo6 dé 3.4.6. Tip B gom 4 ho phan ti sau la mot hé sinh cilia Q,,(3)%.

(1) 63(A )= of e ey

(2) 63(A {am73,8,0 <s < [m]q}.
(3) 93(D 2)-

(4) Ds.

Tiép theo, ching to6i trinh bay mot két qua k¥ thuat ho trg viéc mo ta tuong minh
cic phan tit trong khong gian bat bién.

Hé qua 3.4.8. Vi g € Dy vi i >0, thi 65 (962 (Qlp)) la t6 hap tuyén tinh ciia cdc
ho sau.

i) 03 (@), 0<s<[m],.

. m_1 gm_1 -1
i) 20 ey e 0<s < [m], -

T két qua trén, ching t6i thu dugc moé ta tudng minh vé hé sinh ctia khong gian
con ciia khong gian bat bién Q,,(3)%", dugc trinh bay trong ménh dé sau.

B6 dé 3.4.9. Khong gian con ciia Q,,(3)% dudc sinh bdi ba ho phan ti gom

chita khong gian con bat bién d3(Ds).

Cubi cling, ching ta sé thay thé toan bo dai s6 Dickson Dy bang cac tap hop duoc
tao ra tit cac todn tit § tdc dong 1én cic khong gian A, cu thé 1a 63(AM), 62(A1),
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Hé qua 3.4.13. Cdc don thic Dickson ¢ bién cia A sau cung thuoc trong khong
gian sinh bdi By, (3).

gm— 2 1

(1) Qi ™
223 A3

(2) leql 5o vdim—3> ;.
22 Ao s A371

(3)6232“ Q:n_1 QR3f ' wdim—32> X > As.

Ménh dé 3.4.14. Tap hop B,,(3) gom 4 ho phan tii sau la mot co sd ciia khong gian
bat bien Qp,(n)Shs.
(1) (AR =i 2 2
(2) 03(AT").
(3) d5(AZ").
(4) Ag".
T d6, ching t6i c6 két qua sau.

Dinh 1y 3.4.15. Cdc gid thuyét vé co sé cia khong gian bat bién 3.0.1 3.0.2 va cdc
Gid thuyét 1.4.1, 1.4.2 vé chudi Hilbert-Poincaré cia khong gian bat bién ding vdi
hang khong vuot qua 3.

3.5 Loc ctia cac m6dun con

V6i moi s6 nguyén duong n, 0 < k < n, goi Fy, x 1a F,-khong gian con ctia Q,, (n)%Ln

dugce xac dinh
Foke = Span{ vi(f) s feAl,0 < s < min(m, k)}
Chiing tdi ¢ gia thuyét tong quat sau.
Gia thuyét 3.5.1. Véi 0 < k < min(m, n), cic khong gian con
Fnk = Span {627(f) : f € AT, 0 < s < min(m, k)}

14 mot A-modun con va ciing 1a mot D,- moédun con ctia Q,,(n)%". Hon nita, F, x
bi triét tiéu bdi cac bat bien Dickson Q. 0, @n1s- .-, Qnn—k—1-

Tiép theo, chiing t6i mo ta cach cic toan tit Steenrod tdc dong lén toan tit 4.

B6 dé 3.5.3. Néu f la mét da thie GL;i-bat bién theo an dau tién va 1 < k <
deg(%5(f)) = g™ — q + deg(f) thi

P (02f) + QuaP* " (02) + QoPH 7 (02f) =
02 (QuoP ™ f) + 82 (PFS) + Saums (QuoP ™77 f) + baimys (P f).
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Hé qua 3.5.4. Vdi moi 0 < k < 2 thi Fo la mot modun con cia Q,,(2)C™2 trén dai
50 Steenrod A.

Hé qua 3.5.5. F31 la mot modun con cia Qp,(3)915 trén dai s6 Steenrod A.

Tiép theo, ching t6i trinh bay mdt sb két qua lién quan dén su tuong tac gitta cac
toan tit Steenrod va toan tit 3. Nhitng két qua nay lam co s6 cho viée thiét 1ap céc
hé thiic tuong tu trong khong gian con Fs .

Bé dé 3.5.6.

1 T2 x3
Pk N x] xd x3
. o o o
X PEiLs _ i f(w2,73) x5 f(z1,23) @3 f(21,22)
P (63f)+27L3 P (0sf) = I :

i<k

Hon nita, vé phdi ciia ddng thite trén bing 63:m(F') hodc 63.my1(F), trong dé F' la
mot to hop tuyén tinh cia cdc da thic cé dang gP'f, vdi g € Dy va 0 < i < k.

Tiép theo, chiing t6i phan tich trudng hop d3.,11(f) tuong ting véi ¢ = m+1 trong
B6 dé trén. Két qua thu dude duoc trinh bay trong Bo dé sau.

B dé 3.5.7. Néu h € Dy vi q > 3 thi ta ¢6 ddng thite sau trong Qm,
0 néu q > 3
I3:mt1(h) = hodc g = 3 va deg(h) >0
(53;m(ngil) néuq=3 vah=1.
Vdi q = 2 thi 53,m41(h) € Span {63, (A7), &3, (1)} .
Tu céc két qua trén, ta cb

Dinh 1y 3.5.9. Gid thuyét 3.5.1 ding vdi truong hop n < 3. Tic la, vdin < 3 va
0 < k < n, cdc khéng gian con ciia khong gian Q,,(n)Sn

Fn,k:Span{ g;f(f):fEAT,Ogsgmin(m7k)}.

la mét A-modun con va ciing la mot Dy,- médun con cia Q,,(n)%. Hon nia, Fok
bi triét tieu bdi cdac da thicc Dickson Qno, Qn1, - Qnn—k—1-
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KET LUAN

Trong ludn 4n nay ching t6i da thu dugc nhitng két qua sau.

Thtt nhat, ching toi dinh nghia todn tit § nhu la moét bién thé ctia ham Schur
(Macdonal I.G.) va trinh bay mot sé tinh chat quan trong ciia né. Cu thé, ching téi
dua ra cong thiic tinh céc todn tit § lap (Ménh dé 2.1.4) v md rong né trong céc
truong hop tong quat hon (Ménh dé 2.1.7). Dua trén céc tinh chat ctia todn tit 4,
chiing t6i x4y dung cd s6 tuyén tinh cho khéng gian bat bién Q,,(n)B" dudi tac dong
ctia nhém Borel trong trudng hop tong quat (Dinh ly 2.5.4). T dé, ching téi da
chitng minh dudc gid thuyét ctia Lewis - Reiner - Staton vé chudi Hilbert ctia khong
gian bat bién Q,,(n)®" (Dinh ly 2.6.3).

Thit hai, ching t6i xdy dung céc gia thuyét vé co sé tuyén tinh cho cac khong gian
bat bién, cu thé 1a khéng gian Q,,(n)’* va Q,,(n)% dua trén co s tuyén tinh da
biét ctia khong gian Q,,(n)B" (Gid thuyét 3.0.1 va 3.0.2). Ching toi chiimg minh céc
gid thuyét nay dang véi hang 2 va hang 3, bang cich sit dung tdc dong cia dnh xa
chuyén dé xdy dung cac hé sinh va thu gon ching sao cho phi hop véi céc hé sinh
trong gia thuyét. Cu thé, ddi véi hang 2, chi ¢6 hai nhém con parabolic 14 nhém Borel
va nhém tuyén tinh tong quat GL, (Ménh dé 3.3.3). Déi v6i hang 3, cdc nhém con
parabolic bao gom nhém Borel va ba nhém khac nhu P11y, P,2), cung véi nhom
tuyén tinh tong quat GL3 (Ménh dé 3.4.2, 3.4.4, 3.4.14 va Dinh Iy 3.4.15). Ching tbi
cling trinh bay va chiing minh gid thuyét vé loc F, x (Gid thuyét 3.5.1), chitng minh
rang gia thuyét nay ding véi hang < 3, va xem xét né nhu mot moédun trén dai sb
Dickson va Steenrod (Dinh 1y 3.5.9). Céc két qua ndy da xac dinh 16 rang cic co s6
tuyén tinh ctia khong gian bat bién tng véi cdc nhém parabolic va nhém tuyén tinh
téng quit GLs, qua d6 gép phan khéng dinh tinh Gid thuyét 13 ding véi trudng hop
hang khong vugt qua 3.
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