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LGi cam doan

T6i xin cam doan day la cong trinh nghién cttu cta cd nhan t6i, duéi su huéng
dan ctia PGS. TS. Ta Cong Son va PGS. TS. Tran Manh Cudng. Céc sb liéu, két qua
néu trong ludn 4n 1a trung thuc va chua ting dudc ai cong bd trong bat ky cong trinh
nao khic. Dong thai, t6i xin cam doan cdc dong téc gid trong nhiing cong trinh cong

b6 chung da dong ¥ cho t6i stt dung céc két qua dé dua vao luan an.

Nghién citu sinh

Buii Khanh Hing



LJi cam on

Truée khi trinh bay noi dung chinh ciia ludn 4n, t6i xin bay toé long biét on sau
sac t61 PGS. TS. Ta Coéng Son va PGS. TS. Tran Manh Cudng - hai ngusi Thay kinh
mén da luén dong hanh, danh nhiéu thoi gian va tAm huyét dé huéng dan va cho t6i

nhitng 161 khuyén bo ich trong sudt qua trinh thuc hién va hoan thanh ludn 4n nay.

Bén canh dé, t6i ciing xin giii 16i cAm on t6i cdc Thay C6 trong Hoi dong Seminar
téng thé ludn 4n tai don vi chuyén mén va Hoi ddng dénh gid ludn 4n vé nhimg 15i
nhan xét va gép ¥ dé ludn 4n cta t6i thém hoan thién.

Cubi cling, t6i xin giti 10i cAm on t6i toan thé cac Thay C6 trong Bo moén Xac
suat - Thong ké va Khoa Toan - Co - Tin hoc, Trusng Dai hoc Khoa hoc Tu Nhién -
Dai hoc Qudc gia Ha Noéi da goép ¥, dong vién va tén tinh ho trg trong suét qua trinh

hoc tap nghién citu sinh ctia toi.

Kinh chic toan thé quy Thay C6 luon ddi dao sitc khoe, hanh phic va dat duge
nhi¢u thanh tuu trong su nghiép!

Ha Noi, ngay thing nam 2026
Nghién cttu sinh

Buii Khanh Hing
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DANH MUC CAC Ki HIEU VA CHU VIET TAT

ap ~ by, nh_)rgo b =1

an = o(b,)  lim % =0

an, = O(b,) Ton tai hang s6 C sao cho a, < Cb, v6i moi n > 1
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Mé dau
1. Ly do chon dé tai

Céc dinh 1y gi6i han 1& mot trong nhitng nén tdng quan trong cia ly thuyét xéc
suat, déng vai tro then chdt trong nhiéu linh vic khoa hoc va tmg dung thuc tién.
Chiing dudc xem 13 nhitng vién ngoc clia Iy thuyét xdc suat bdi cac dinh 1y nay
khong chi 1a céng cu nghién citu 1y thuyét ma con 1a co sé cho cic ting dung trong
théng ké sinh hoc, y hoc, kinh té va nhiéu nganh khéc. Dac biét, Ludt s6 16n 1a mot
trong nhiing dinh ly héi tu noi bat, lien quan dén su hoi tu clia trung binh mau. Noi
dung nay dudce xay dung va phét trién bdi cdc nha toan hoc vi dai nhu Kolmogorov,
Khinchin, Chebyshev va nhiéu tdc gida khac. Khi nghién cttu cdc dinh ly gi6i han
dang luat s6 16n, nhiéu dang hoéi tu da dude xét: hoi tu theo xdc sudt, hoi tu hau chic
chan, hoi tu day di. Luat yéu s6 16n duge Bernoulli thiét 1ap nam 1713 (xem [9]). Sau
dé, két qua nay dude Poisson, Chebyshev, Markov, Liapunov mé rong. Tuy nhién,
phai dén nam 1909 Luidt manh s6 16n mdéi duge Borel phat hién (xem [12]). Tiép
dén, Kolmogorov da phat trién két qué ctia Borel vao nam 1926 (xem [60]), thudng
goi 1a Luat s6 16n Kolmogorov. Dong thdi, Kolmogorov [61] ciing chi ra rang: Néu
{X,X,,,n > 1} 1a mot day bién ngau nhién doc 1ap cling phan phdi thi dieu kién
can va du dé % héi tu hau chac chan vé 0 1a mémen tuyét dbi cAp mot hitu han
E|X| < oo, trong d6 S, = Y, X;, EX = p. Marcinkiewicz va Zygmund [70] da
md rong két qua nay (thuong goi 1a Ludt s6 16n dang Marcinkiewicz-Zygmund) véi
moémen bic cao hon. Tiép tuc, Brunk [13] va Prokhorov [80] da khéi quét dieu kién
da dang Kolmogorov v6i mémen béc cao hon va thu duge dinh 1y hoi tu hau chic
chén dang Brunk-Prokhorov cho day bién ngau nhién doc 1ap khong nhat thiét cling
phan phéi. Nam 1947, Hsu va Robbins [45] da dua ra khai niém hoi tu day di: Mot
day bién ngau nhién {X,,n > 1} dudc goi la hdi tu day di vé hang s6 C néu

Y P(|X,—C|>¢e) <oco véimoic>D0.

n=1
Két hop véi bo dé Borel-Cantelli, st hoi tu day du suy ra su hoi tu hau chic chén,
nhung diéu ngude lai khong phai lic nao cling ding. VAy dudi nhiing dicu kién nao
thi @ héi tu day da ve 0?7 Truong hop {X, X,,,n > 1} 1a mot diy bién ngau nhién
doc 1ap cting phan phdi, Hsu va Robbins [45] da chi ra diéu kién di 14 EX? < co va
sau d6 Erdés [30] da chi ra chiéu ngugc lai. Céc tac gid Baum va Katz [8] tiép tuc md
rong két qua Hsu-Robbins-Erdos cho day bién ngau nhién doc 1dp ciing phan phoi
dé dua ra téc do hoi tu cho ludt manh s6 16n Marcinkiewicz-Zygmund: Véi r > 1,
1<p<2 EX =0va E|X|"” < oo khi va chi khi

[e.e]
> nT_QP(|Sn —npl > 5nl/p) < oo v6oimoie>0.
n=1
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Céc két qua nay tiép tuc duge md rong theo cde hudng khdc nhau, ching han mé
rong cho cdc tong trung binh trugt duge nghién ctru bdi Li va céc cong su [64]; mot
s6 mé rong véi cac diéu kién mémen bac cao hon, c6 thé ké dén nhu Lanzinger [62],
Gut va Stadtmiiller [38], Sung [100], v.v. Mot s6 khac tap trung vao su hdi tu ctia day
bién ngau nhién trong khong gian Banach, dién hinh 1 cdc cong trinh ctia Ahmed va
cong su [2], Hu va cong su [49], Sung [96], Wang va cong su [112], v.v.

0 mdt khia canh khéc, dé phit hop véi céc cAu tric dit liéu phite tap, nhiéu nha
nghién cttu gan day da mé rong va phat trién cac khai niém vé day bién ngau nhién
phu thudc. Cac khai niém nay cé nhiéu tng dung trong ly thuyét do tin cay cua
hé thong (Statistical theory of reliability, xem Barlow va Proschan [7]). Nam 1966,
Lehmann [63] da gi6i thiéu khai niém bién ngau nhién phu thudc géc phan tu am
(negatively quadrant dependent, NQD). Theo dé, hai bién ngau nhién X va Y dudc
goi 1a NQD néu

PX <z Y <y < P(X<z)PY <y),

v6i moi z, y € R. Mot day bién ngau nhién dude goi 1a phu thuoc géc phan tu 4m ting
cap (pairwise negatively quadrant dependent, PNQD) néu moi cip bién ngau nhién
trong day déu 1a NQD. Ké tit d6, da c6 nhiéu bai bdo viét vé chit dé nay (xem [33,
48,99], v.v.). Khai niém day bién ngiu nhién lién két Am (negative association, NA)
duge dua ra dau tién bai Alam va Saxena [56], sau d6 duge nhém tdc gid Joag-Dev
va Proschan [55] nghién cttu sdu hon: Mot ho bién ngau nhién { X, ..., X,,} dudc goi
1a lién két Am néu véi moi tap con 16i nhau A, B C {1,...,n} va v4i moi ham thuec

khong giam theo timg toa do f trén R va g trén RIBI,
COV(f(X]ﬁk € A)ag(lek € B)) < 07

trong d6 gid thiét hiép phuong sai Cov (covariance) ton tai, |A| 1a Iuc lugng ctia tap
hop A. Ro rang, day bién ngau nhién doc 1ap 1& mot trudng hop dac biét ciia ca day
NA va PNQD. Tu dinh nghia, ching ta thy ring khai niém NA manh hon khai
niém PNQD, béi vi mét diay NA luon 1a mot diy PNQD, nhung diéu nguge lai thi
khong ding. Joag-Dev va Proschan [55] ciing chi ra nhieu vi du vé day NA, ching
han phan phéi hodn vi (permutation distributions), phan phéi dong thoi ctia hang
(rank) céc bién ngau nhién, phan phéi chuan dong thdi cé tuong quan am. Do dé,
viéc mé rong cac két qua ctia day bién ngau nhién doc 14p sang day NA hoac sang
day PNQD la mot huéng nghién citu rat tiém nang, c6 ¥ nghia ca ve 1y thuyét 1lan
tmg dung. Dé tim hiéu thém vé cac két qua ctia day NA, ching ta c6 thé tham khao
cac tai lidu [14, 54,66, 86,107] v.v. Ngoai ra, cidc nha nghién citu ciing quan tdm dén
nhiéu cau tric phu thudce khac, bao gom: NOD (negatively orthant dependent), NSD
(negatively superadditive dependent), day (p-mixing, day p-mixing, day p*-mixing,
day hiéu martingale, xem [22,57,58,77,78,92,93,111,116], v.v.
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Nam 2011, Sung [97] da dua ra két qua vé su hoi tu day di cho tong trong sb
tat dinh ctia day bién ngau nhién lién két Am cting phan phdi. Cu thé, éng da chiing
minh rang véi {X, X,,n > 1} 1a mdt day bién ngdu nhién lién két Am cting phan
phdi va {a,;, 1 <i<n,n > 1} 1a mdt day hang sé thoa man X7, |a|* = O(n) véi
l<a<2.

Néu
E|X|* < oo, voi o > 7,
EX =0 va E|X|*log(1 + |X]|) < o0, v6ia =",
EIX|" < oo, Vi a < 7,
thi

k
Z Ui X
i=1

trong d6 v > 0. Bén canh d6, Chen va Sung [14] ciling chi ra khi o < y thi diéu kién
E|X|" < 0o 1a tbi wu, con khi o > v thi F (|X\CY log' ~/7(| X | 4 2)) < oo la dieu kién

gan nhu t6i wu dé thiét 1ap két qua (1). G6p phan vao chudi nghién cttu trén, nim

[ee]
Z n P | max
1<k<n

n=1

> ent/e logl/v(n)> < oo v6imoie >0, (1)

2019, stt dung tinh chat ctia ham bién déi chinh quy, Anh va cong su [5] da dua ra

diéu kién can va du dé thiét 1ap su hoi tu

oo
Z n~'P | max
1<k<n

n=1

k
Z i X
i=1

> 6nl/a€#(n1/a)> < 00 v6i moi € > 0, (2)

cho mét day bién ngau nhién lién két Am cting phan phdi {X, X,,,n > 1}, trong d6
¢#(-) 1a lién hop de Bruijn ctia ham bién déi cham /() xdc dinh trén tap [A, oo) véi
A > 0. Lay ((z) = log " (x),z > 2 thi (#(z) = log""(x), ta thu dugce diéu kién
moémen t6i uu cho két qua (1), con khi £(x) = 1 thi ¢#(x) = 1, ta thu duge Dinh
Iy Baum-Katz cho tong trong sb ciia day bién ngau nhién lién két Am. Dic biét, tai
thoi diem Ay, két qua (2) van 1a méi ngay ca khi day bién ngau nhién 1a doc 1ap cing
phan phéi.

Xuat phat tit cac két qua trén, mot cau héi tu nhién dude dat ra la lidu céc két qua
nay c6 thé lam téng quat hon duge khong, chang han nhu thay diéu kién day trong
s6 tat dinh bang day trong sé ngau nhién hodc thay day chuan hoa b, = n'/®¢#(n'/)
hodc b, = n'/® logl/“’(n) bang moét 16p ham ¢(n) tong quat hon. Ngoai ra, litu cic
dinh 1y hdi tu tuong tu ¢ thé duge thiét 1ap cho cdc ciu tric phu thude khic ngoai
lién két Am hay khong. Mic du da cé nhicéu cong trinh nghién ctu nhung viéc mé
rong cac dinh 1y hoi tu cho tong c6 trong sb ctia day bién ngau nhién phu thudc van
con nhiéu thach thitc. Piéu nay da tao dong luc dé ching téi tim kiém céc diéu kién
téng quéat nghién citu Ludt sb 16n théng qua su hoi tu day di cta day bién ngau nhién

¢ cau tric phu thude véi day ham chuan hoéa tong quat.

X



2. Muc tiéu nghién cttu

Muc tiéu I thuyét ctia ludn 4n 1a tim céc diéu kién dé thiét 1ap su hoi tu day du

c6 dang

00 k
> nP (1%?’3)% Z;(’wiXi — a;)

n=1

> ebn> < 00,

hoac

(wiXi - @i)
1

Z n*P (
n=1

cho day bién ngdu nhién phu thuoc {X,,n > 1}, trong d6 € > 0, a la m6t hang sd,

n

> sbn> < 00,

)

{wy,,n > 1} 14 mot day trong s6 (ngdu nhién hoic tat dinh), {a,,n > 1} 1A mot day
s6 thuc va {b,,n > 1} 1a mot day s6 thuc duong khong giam.

Bén canh d6, muc tiéu ting dung ctia ludn 4n 1a 4p dung cic két qud 1y thuyét
vao mot s6 mo6 hinh théng ké (mo6 hinh hoi quy, V-théng ké, ... ) khi ma gia thiét ve

tinh ddc lap ctia cac quan sat khong duce thoa man.

3. Pbi tuwgng nghién cttu

Déi tugng nghién citu clia ludn 4n 1a day bién ngau nhién phu thudc nhan gia tri

thuc va day vécto ngau nhién phu thuoc nhan gid tri trén khong gian Hilbert.

4. Pham vi nghién ctu

Pham vi nghién cttu ctia ludn 4n 1 céc dinh 1y hoi tu cho day bién ngau nhién phu
thudc nhan gid tri thuc va day vécto ngau nhién phu thudc nhan gid tri trén khong

gian Hilbert.

5. Phuong phap nghién citu

Luan 4n stt dung céc k¥ thudt clia giai tich va xéc sudt dé chiing minh céc dinh
1y hoi tu. Ngoai ra, ching t6i cling sit dung céc két qui va bat ddng thitc quan trong
khéc nhu bé dé Borel-Catelli, bit ding thic cuc dai Kolmogorov, bit dang thic cuc
dai Rosenthal, bat dzamg thitc C,., bat déng thitc momen, v.v.

6. Y nghia khoa hoc va thuc tién

Két qud clia ludn 4n gép phan lam phong pht thém céc két qua veé su hoi tu cta
day bién ngau nhién phu thudc trong khong gian thuc va khong gian Hilbert. Ludn
an c6 thé duge st dung dé tham khdo trong cic nghién ctu lién quan cia sinh vién

va cdc nha khoa hoc trong linh vuc 1y thuyét x4c suat va théng ké toan hoc.



7. Cau trac cua luan an

Ngoai phan Mé dau, Két ludn, Danh muc cong trinh khoa hoc clia téc gid lién

quan dén luin 4n va Tai lidu tham khao, ludn 4n dugc trinh bay trong 4 chuong.
« Chuong 1 nhic lai mot s6 kién thiic co ban clia gidi tich va x4c suat.
o Chuong 2 trinh bay vé luit s6 16n cho day bién ngau nhién lién két Am.

« Chuong 3 trinh bay vé luat s6 16n cho day bién ngau nhién lién két am va

phan phdi dudi ning.

« Chuong 4 trinh bay vé luit s6 16n cho day vécto ngau nhién nhan gié tri trong
khong gian Hilbert phu thudc géc phan tu am ting cap.

Kinh mong nhan dugc nhitng nhén xét, gép ¥ va phan bién tit quy Thay C6 cling

ban doc dé ludn 4n ducc hoan chinh hon.

T6i xin chan thanh cdm on!
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Chuong 1

Kién thitc chuan bi

Chuong nay sé trinh bay mot s6 kién thitc co ban clia gidi tich va x4c suat cé
lién quan dén ndi dung ludn an. Ching t6i sé lan luot nhac lai mét sé kién thitc co
ban ctia 16p ham bién déi chinh quy, vécto ngadu nhién nhan gid tri trén khéng gian

Hilbert, mot s6 dang phu thudc va hoi tu ctia day bién ngau nhién.

1.1 Ham bién déi chinh quy

Tam quan trong ctia ham bién d6i chinh quy trong xéc suit ducc dé cap dén
trong tai lidu ctia Seneta [85], Bingham va cong su [10] va bai bao gan day ctia Jessen
va Mikosch [53]. Ngoai ra, tinh chat ctia ham bién déi chinh quy ciing 14 mot trong
nhitng ¥ tudéng chinh dé mo6 hinh héa hoat dong ctia cdc mang vién thong 16n (Heath
va cong su [41], Mikosch va cong su [75]). Trong phan nay, ching ta sé nhac lai khai
niém va cac tinh chat co ban ctia ham bién doi chinh quy duge viét trong cuén sich

cia Bingham va cong su [10].

Dinh nghia 1.1 ([10], trang 1, 6) (Ham bién doi chinh quy)
Cho f(+) & mot ham duong do duge, xac dinh trén [A, 00) v6i A > 0 va thda man

lim f(Ax)
v=oo f(z)

Khi d6 f duge goi 1a ham bién ddi chinh quy (tai vo cting) véi chi s6 p. Khi p = 0, ta

=\ v6i moi A > 0.

néi f 1a mot ham bién d6i cham (tai vo ciing).
Theo dinh nghia,

1
a?, 2P logz, 1”log(log ), xpk)g((jligx)7

13 nhitng ham bién ddi chinh quy v6i chi s6 p. Ngoai ra,
log(log ), log®z v6i moi a € R, €'8" % véi a € (0, 1),
14 cdc ham bién d6i cham.

Dinh Ij biéu dién 1a mét trong nhiing két qua quan trong ctia 1y thuyét ham bién
d6i chinh quy, duge phat biéu nhu sau:



Dinh ly 1.2 ([10], Dinh 1y 1.3.1) Cho £(-) la mot ham duong do duge xdc dinh trén
[A, 00) vdi A > 0. Khi dé, {(-) la ham bién doi chdm khi va chi khi né dugc biéu dién

dudi dang v e(w)du
f(m)-c(z)exp(/ ), x> B,

B u

trong d6 B > A, ¢(+) la ham duong do dugc bi chan trén [B,o0) théa man lim c(x) =

¢ € (0,00) wvd &() la ham lién tuc zdc dinh trén [B,o0) théa man lim e(x) = 0.

Nam 1973, Seneta [84] da chimg minh rang: Néu £(-) 13 mot ham bién ddi cham
x4c dinh trén [A4,00) v6i A > 0, thi ton tai B > A sao cho £(-) bi chin trén moi
khoang déng hitu han [a,b] C [B,o0). Ngoai ra, f(-) 14 mdt ham bién doi chinh quy
v6i chi s6 p khi va chi khi né cé dang

f(x) = 2"l(z),

trong d6 £(-) 13 mot ham bién ddi cham.
K{ hiéu RV, 14 16p cdc ham bién doi chinh quy véi chi s6 p, SV 1a 16p cdc ham
bién ddi cham.
Ménh dé 1.3 ([10], Ménh dé 1.3.6) Cho £,y 05 la cdc ham bién doi cham. Khi do:
i) (logf(z))/logz — 0 khi z — oo,
it) ({(x))* € SV vdi moi a € R,
i) l1ly € SV, 1+ Uy € SV,
) Vi moi a > 0,
lim () = o0, lim - (x) =0. (1.1)
Ménh dé 1.4 ([10], Ménh dé 1.5.7) Cho fi € RV,,, f» € RV,,. Khi dé:
i) i € RVap, vl moi o € R,
i) 1+ f2 € RV, vdi p = max{pi, p2},
iii) f1fo € RV pi4pos
i) Néu fo(x) = 00 khiz — oo thi (fio f2)(x) = fi(f2(x)) € RV ps-

Dinh 1y dudi day cung cap thong tin vé ddng diéu tiém cin ctia tich phan cdc ham

bién ddi chinh quy, thudng dude goi 1a Dinh 1y (tich phan) Karamata.

Pinh 1y 1.5 ([10], Binh ly 1.5.11) Cho f € RV, bi chdn dia phuong trén [A, co).
Khi do:



(i) Véio>—(p+1),

lim M —o4p+1,
T Tt f(t)dt
A
(ii) Véio < —(p+1),
o+1
lim O‘fif(x) =—(c+p+1).
T e f()dt

xT

. - . (o]
(Khi o = —(p+ 1), két qud trén van ding néu [ t~PHD f(t)dt < 00.)

Két qua dusi day dudc suy ra truc tiép tit Pinh 1y 1.5.

Nhén xét 1.6 Cho /(-) la m6t ham bién déi cham. Khi d6 v6i moi r > 0,

> i) < Cn'l(n),

=1

> i () < Ol (n).
Dinh Iy 1.7 ([10], Pinh 1y 1.5.12) Néu f € RV, vdi p # 0 thi ton tai g € RVy, sao

cho
i W@ o 9(f(@)

T—00 x T—00 €x
Khi dé, ham g duoc xem la ham nghich ddo ctia ham f va dudc zdc dinh duy nhat
(theo nghia tuong duong tiém cdn).

Dinh nghia 1.8 ([10], Dinh 1y 1.5.13) (Lién hop de Bruijn)
Cho /(-) 1& mdt ham bién d6i cham. Khi dé ton tai duy nhat (theo nghia tuong
duong tiém can) mot ham bién d6i cham ¢#(-) théa man
lim £(x)¢* (zl(x)) =1 va  lim 0% (2)f(xl®(z)) = 1.

T—00 T—r00

Khi d6, ¢# duge goi 1a 14 lién hop de Bruijn ctia £ va (¢, £#) dugdc goi 1a mot cap lién
hop.

Ménh dé 1.9 ([10], Ménh dé 1.5.14) Néu (¢,¢%) la mét cdp lién hop thi
(tlax), #(bx)), (al(z),a "0 (x)), ()M, (0F(22)"),
cung la mot cap lién hop, trong do a,b,a > 0.

Ménh dé 1.10 ([10], Ménh dé 1.5.15) Cho a, 8 > 0 va f(x) = 2*#(*(2?), trong do
0(+) la mét ham bién doi cham. Khi dé ham nghich ddo g cia f duoc viét dudi dang

g(x) ~ xfﬁﬁ#%(:cé) khi x — oc. (1.2)
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Nhém tac gia Bojanic va Seneta [11] (xem Dinh 1y 1, trang 304) da ching minh

rang neu £(-) la mot ham bien doi chdm théa man

lim ( e 1) log(£(x)) =0, Ao > 1, (1.3)
thi v6i moi a € R ta c¢6
lim el (@) =1

7o ()
Do d6, c¢6 thé chon (#(x) ~ 1/¢(z) (sai khac tuong duong tiém can). Truong hop dac
biét, néu £(x) = logx thi (#(z) = 1/logz. Khong mat tong quat, ching ta cé thé
gid st rang (#(x) cling xdc dinh trén [A, 0o), cd £(x) va £#(x) déu bi chan trén cic

khoang déng hiru han.

1.2 Vécto ngiu nhién nhan gia tri trong khoéng gian
Hilbert

Néu khéng néi gi thém, trong toan bo ndi dung clia luan an, ta déu xét H 1a mot
khong gian Hilbert thuc tach duge véi véi chuan ||-|| duge sinh béi tich vo hudng (-, -).
Ki hi¢u Z(H) la o-truong Borel sinh béi cac tap mé trén H va {e;,j € B} la mot co
s& truc chuan trén H, B 1a mot tap chi s6.

Xét (Q,F, P) 1a mot khong gian xdc suat va (H, Z(H)) 1a mot khong gian do.

Dinh nghia 1.11 ([101], Dinh 1y 7.1.2) (Vécto ngau nhién H-gid tri)
Anh xa X : Q — H duoc goi 1a mot vécto ngdu nhién nhén gid tri trong khong

gian Hilbert H (hodc vécto ngau nhién H-gia tri), néu
VAec BH): X HA)={weQ : X(w)e A} eF.
Dinh nghia 1.12 ([101], Dinh 1y 7.1.2) (Phdn phéi zdc sudt cia vécto ngau nhién
H-gid tri)
Phan phoi x4c suat clia mot vécto ngau nhién H-gié tri 14 mot do do xac suat Fy
trén H duge xéc dinh bai

Fx(A)=P(X7(A4)) = P(w: X(w) € A) VA € B(H).
Truong hop H = R, ta néi X 1a mot bién ngau nhién thuec.

Nhan xét 1.13 ([101], Dinh Iy 2.4.13) Véi méi j € B, dit X7 = (X, e;). Khi d6, X7

la mot bién ngau nhién thuc va

X =3 (Xe)ej=3 Xe;

JjEB JjEB



Ménh dé 1.14 Cho X ld mét vécto ngau nhién H-gid tri va h : H — R ld mét dnh
za do duge. Khi dé h(X) : Q — R la mot bién ngau nhién thuc.

Ky vong vA Phuong sai cia mot vécto ngau nhién H-gia tri
Nhéc lai rang néu X 1a mot bién ngau nhién thuc thi ky vong ctia né chinh 1a tich

phan Lebesgue dugce tinh béi
[ X(w)dP(w)
Q

Bay gio, xét X 1a mot vécto ngau nhién H-gia tri, khi d6 X dudc goi 1a don gian néu
w) = in]Ai(w), A, e F, x;, e H, neN,

( [101], Dinh nghia 2.6.1). Néu P(A;) < oo, ta néi vécto ngau nhién don gidn X khd
tich Bochner ( [101], Dinh nghia 2.6.2), ki hiéu béi

/QXdP - f:xiP(Ai). (1.4)

Ta c6 thé kiém tra rang gid tri ctia tich phan dude dinh nghia nhu trén khong
phu thudc vao biéu dién ctia X. Bay gio ching ta sé dinh nghia tich phan Bochner
cho mot vécto ngau nhién H-gia tri bat ky.

Dinh nghia 1.15 ([101], Dinh nghia 2.6.3) (T%ich phan Bochner ciia mot vécto ngau
nhién H-gid tri bat ky)

Cho X 1a mdt vécto ngau nhién H-gid tri. Khi d6, X duodc goi 1a kha tich Bochner
néu ton tai mot day vécto ngau nhién don gidn va kha tich Bochner {X,,,n > 1} sao
cho
lim /Q||Xn—X||dP:(). (1.5)

n—o0

Khi dé, tich phan Bochner cia X dugc dinh nghia la

/QX dP = lim / X, dP. (1.6)

n—oo /O

Nhéan xét 1.16 Tu (1.4), v6i moi ham don gian X, ta c6

H/X )AP(w H/Z@IA )AP(w)

<Z||xz||P D= anlnu JaP(w)
- / | Xa(w) | dP(w).




Gi4 st X 14 kha tich Bochner. Khi d6, 4p dung bat ding thitc trén cho hiéu hai vécto

ngau nhién don gidn X,, — X,, ta ¢é

/XndP—/ dePH g/ 1X,, — X dP
Q Q Q
< [IX = Xl dP+ [ X = Xl P
Q Q
— 0 khi n,m — oc.

Diéu nay chimg t6 day { [, X,,dP,n > 1} 1a mot day Cauchy trong khong gian Hilbert
H va do dé gi6i han trong (1.6) ton tai do tinh day du ctia H.

Tich phan Bochner ¢6 thé xem 1 sy md rong tu nhién ciia ky vong ctia mot bién

ngau nhién thuc cho trudng hop vécto ngau nhién H-gia tri.

Dinh nghia 1.17 ([101], Dinh nghia 7.2.1) Cho X la mot vécto ngau nhién H-gid
tri va gia st E||X|| < co. Ky vong cta X, ki hi¢u la EX, duge dinh nghia béi tich
phéan Bochner

EX = /QXdP.

RO rang, ky vong ctia mot vécto ngau nhién H-gia tri 1a mot vécto H-gid tri.
Dinh ly 1.18 ([101], Dinh 1y 3.1.7) Cho X ld mét vécto ngau nhién H-gid tri va gid
st E|| X|| < oo. Dat p = EX. Khi dé, vdi h € H bat ky, ta cd:

(1 h) = (EX, h) = E((X,h)

Nhén xét 1.19 Céc tinh chat clia ky vong EX clia mot vécto ngau nhién X nhan
gi4 tri trong khong gian Hilbert duge thita hudng truc tiép tit cdc tinh chat cta ky
vong clia cdc bién ngdu nhién trong khong gian thyc. Hon nita, néu {e;,j € B} la
mét co s6 truc chuan ctia H, thi ky vong FX c¢6 thé viét thanh

EX = Z E<X, 6j> €;.

jEB

Dinh ly 1.20 ([101], Dinh 1y 7.2.2) Cho X la mét bién ngau nhién H-gid tri va gid
st E||X|2 < 0. Dit p= EX. Khi dé,

E|X = pl* = EIX|* = [lul*.

1.3 Mot s6 dang phu thudc ctia day bién ngau nhién

Trong linh vue xéc suit théng ké ¢6 dién, phan 16n céc két qua déu duoce xay dung

dua trén gid thiét cdc bién ngau nhién 14 doc lap. Tuy nhién, trong nhiéu mé hinh
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thuc té, gia thiét nay lai khong con phit hop. Do dé, trong phan nay, ching téi sé gisi
thiéu mot s6 khai niém vé day bién ngau nhién phu thudc sé dude nghién citu trong
cac phan tiép theo ciia ludn an. Cu thé, ching t6i sé lan lugt trinh bay cdc khai niém
phu thuoc géc phan tur 4m va lién két am. 0 day va trong cdc phan tiép theo, ching
ta gid thiét rang tat ca cdc bién ngau nhién dugce xdc dinh trén khong gian xdc suit
(Q,F,P).

Nam 1966, tic gid Lehmann [63] da dua ra khai niém bién ngau nhién phu thuoc

gbc phan tu am (negatively quadrant dependent, NQD), cu thé:
Dinh nghia 1.21 ([63], trang 815) (Phu thudc géc phan tu am)

Hai bién ngau nhién X va Y duge goi 1a phu thudc géc phan tu am (NQD) néu
v6i moi z,y € R ta co

PX <z Y<y < P(X<z)PY <y).

Mot day bién ngau nhién {X,,,n > 1} dugc goi 1a phu thudc géc phan tu Am ting
cap (pairwise negatively quadrant dependent, PNQD) néu X; va X ; 1a NQD véi moi
i,jEN, i
Ménh dé 1.22 ([63], trang 816) Cho {X,,,n > 1} la mét ddy bién ngau nhién PNQD
nhdn gid tri thuc va {fn,,n > 1} la mot day cac ham khong giam (hodc khong tang),
trong dé f, : R — R. Khi dé {f,(X,),n > 1} cing la mét day bién ngau nhién
PNQD.

Day bién ngau nhién NOD (negatively orthant dependent) dugc Ebrahimi va
Ghosh [28] dua ra vao nam 1981.

Dinh nghia 1.23 ([28], Dinh nghia 2.2) Mot ho cac bién ngau nhién {X,..., X}
duoe goi 1a NOD néu véi moi s6 thue zq, ..., 2, ta cb
P(X1 >C(]1,...7Xn >l‘n) < ]i[P(AXVZ >CL’Z‘),
i=1
i=1
Mot day bién ngau nhién {X,,,n > 1} dudc goi 1a NOD néu moi day con hitu han

ctia n6 la NOD.
Nhan xét 1.24 T dinh nghia ctia day bién ngau nhién NOD va PNQD ta thiy rang
NOD 1a PNQD nhung chiéu ngudc lai khong phai ltic nao ciing ding. Phan vi du cho
truong hop nay cé thé xem trong bai béo ctia Wang va cong su [115].
Ménh dé 1.25 ([28], trang 312) Néu {X,,n > 1} la mot day cdc bién ngdu nhién
NOD va {fn,n > 1} la mét day cdic ham do duge, don diéu ting (hodc don diéu
giam), thi {f,(X,),n > 1} ciing la mét day cdc bién ngau nhién NOD.
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Khai niém lién két Am (negative association, NA) dugc hai nha todn hoc Alam va
Saxena gi6i thiéu lan dau vao nam 1981 (xem [56]), sau d6 nhém téc gid Joag-Dev

va Proschan [55] da dua ra nhiing két qua nghién citu sdu hon vé déi tugng nay.

Dinh nghia 1.26 ([55], Dinh nghia 2.1) (Lién két am)

Mot ho cdc bién ngau nhién {Xi,..., X, } dudc goi 1a lién két am (NA) néu véi
moi tap con roi nhau A, B C {1,...,n} va v6i moi ham thuc khong gidm theo ting
toa do f trén R4 va ¢ trén RIBI,

Cov(f( Xk, k € A),9(Xi, k € B)) <0, (1.7)

trong dé gia thiét ham hiép phuong sai Cov (covariance) ton tai, ki hiéu |A| 1a luc
luong cia tap hop A.
Mot day bién ngau nhién {X,,n > 1} dudc goi 14 NA néu moi diy con hitu han

cua nd 1a NA.

Nhan xét 1.27 R6 rang day bién ngau nhién NA 1a NOD. Tuy nhién, chiéu ngudc
lai khong phai lic nao cling ding. Joag-Dev va Proschan [55], nhém téc gia Chen [15]
da dua ra vi du ma NOD khong la NA.

Duéi day 1a vi du ctia nhom tac gia Chen [15].

Vi du 1.28 ([15], Vi du 1) Cho (X1, Xs, X3) ¢6 bang phan phdi x4c suat dong thoi

nhu sau:

L 3 3 L
P 16 16 16 16

(1,22, 23) | (0,0,0) | (0,0,1) | (0,1,0) | (0,1,1) | (1,0,0) | (1,0,1) | (1,1,0) | (1,1,1)

Ta sé& chi ra X, X, X3 1a cdc bién ngau nhién phu thudc truc giao am. Véi

(21, 22,23) = (1,0,0) ta co:

P(Xl S l‘l,XQ S Z'Q,Xg S .’173) = 3/16, P(Xl S l‘l)P(XQ S xQ)P(Xg S 1'3) = 1/4,
P(X1 > 21, X9 > 19, X3 > x3) = 1/2, P(X) > 21)P(Xy > 22) P(X3 > 23) = 1/2.

Tuong tu cho cac trudng hop con lai. Do d6, véi moi 1, 29, x3 bang 0 hodc 1, ta cé:

P(Xy <21, Xy <29, X3 < 13) < P(Xy < 21) P(Xo < 12) P(X3 < 13),
P(Xy > 21, Xy > 9, X3 > 73) < P(Xy 2 21) P(Xg > 22) P(X3 > 23).

Suy ra X, X, X3 1a cdc bién ngau nhién phu thudc truc giao am. Mat khéc,
P(X;:<0,Xo+X35<1)>P(X; <0)P(Xo+ X3 <1),

Do d6, X1, Xs, X5 khong 1a cdc bién ngau nhién lién két am.
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Nhiéu phan phéi c6 cau tric lien két am da duge Joag-Dev va Proschan [55] chi
ra, bao gom céc bién ngau nhién cé phan phdi chuan dong thoi tuong quan 4m, phan
phdi hodn vi (permutation distribution, Dinh nghia 2.10 trong [55]), phan phdi mau
ngau nhién khéng hoan lai (sampling without replacement), v.v. Dé minh hoa, chting

t6i sé trinh bay mot vi du ve day lién két Am ngay dudi day.

Vi du 1.29 ([23], B6 dé 8) Cho X1, Xy, ..., X, 1a cdc bién ngdu nhién nhan gid tri
0 hoac 1 sao cho i X; < 1. Khi dé day X, Xs,..., X, la lién két am.

That vay, voi Z?B 13 hai t4p con r&i nhau ciia {1,2,...,n}, xét f: R4 — R va
g: RIBI 5 R 1a cdc ham ting theo timg toa do. Dat

Khi do f' va ¢’ cung la cdc ham tang theo ting toa do va f(0) = ¢'(0) = 0. Do
Z X; <1 nén cé t6i da mot trong cac X; nhén gia tri bang 1, con lai 1a bang 0. Khi
dof(XZ,ZEA) '(X;,7 € B) =0. Suy ra,

ELf(Xei € A)g(X;,j € B = 0 < E[f'(X.,i € A)E[g(X,.] € B)].
Mat khéc, Vie A,j € B ta co

E[f(Xi i€ A)g(X;,j € B)]

= B((f'(X:) + f(0))(g'(X;) + 9(0))]
= B[f'(X:)g' (X;)] + F0)Elg'(X;)] + g(0) E[f'(X:)] + f(0)g(0),

va

Elf(Xii € A)JE[g(X;,j € B)]
= E[f(Xi) + f(0)]Elg(X;) + 9(0)]
= B[ (X)IEl (X)) + F0) Bl (X;)] + g () E[f'(X:)] + f(0)g(0).

Tirdo, E[f(X,i € A)g(X;,j € B)] < Blf(X,.i € A)|Elg(X,,j € B)], diéu kien (1.7
ducc théa man.

Ménh dé 1.30 ([55], Tinh chit P,, trang 288) Cho X1, ..., X, ld mét diy cdc bién
ngau nhién lién két am va Ay, ..., A, ld cde tap con roi nhau cia {1,...,n}. Véi moi
1<i<m, zét f; : R4 = R ld cde ham duong va don diéu tang. Khi dd,

BT € 4)) < TTEGX. € 4)).



Ménh dé 1.31 ([55], Tinh chat Py, trang 288) Cho X1, ..., X, la mét ddy cdc bién

ngau nhién lién két am va Ay, ..., Ay, ld cde tap con roi nhau cia {1,...,n}. Véi moi

1<j<m, zét f;: R4 = R ld cde ham don diéu. Khi d6, day cdc bién ngau nhién
fl(le ke Al), e fm(Xk, ke Am)

ciing la lién két am.

Trong viéc chimg minh Luét s6 16n, ¢ mot su khac biét quan trong gitta day bién
ngau nhién doc lap va day bién ngau nhién lién két Am. Vi mot day bién ngau nhién
doc lap {X,,n > 1}, viéc chdt cut mét bién ngau nhién théng thuong (chang han
Y, = Xol(x,<¢) van ddm bao tinh doc 1ap. Tuy nhién, v6i day bién ngdu nhién lién
két am, viée chit cut c6 thé pha vo tinh lién két am.

Vi du sau cho thay mot trusng hop don gian, viéc chat cut hai bién ngau nhién
phu thuoc cé tuong quan am lai tao ra cap bién ngau nhién méi ¢ tuong quan duong.

Cho vécto ngau nhién rdi rac (X,Y) ¢6 bang phan phdi x4c suat dong thoi dudi day:

N L I
-1 1/8 | 1/4
0 1/8 [ 1/8
1/4 ] 1/8

Bang 1.1: Bang phan phdi xdc sudt dong thoi ciia (X,Y)

Tu bang phan phéi xac suat dong thoi, X, Y 1a hai bién ngau nhién phu thudc cé
Cov(X,Y) = E(XY) — EX.EY = (—1/4) — 0.0 = —1/4 < 0. Xét bién ngau nhién
méi X' = I(le) vayY' = [(Y:—1)~ Khi dé,

EX'=P(X=1)=1/4+1/8 =3/8,
EY'=PY=-1)=1/841/8+1/4=1/2,
EXY)=PX=1Y=-1)=1/4,

Cov (X' Y)=FEX'Y') - EX'"EY'=1/4—(3/8)(1/2) =1/16 > 0.

Dé giai quyét van dé nay, cdc nha todn hoc da dua ra mét ky thudt chit cut cho
day bién ngau nhién lién két am dé bao toan tinh lién két am.

H¢ qua 1.32 ([34], trang 48) Cho {X,,,n > 1} la mét day bién ngau nhién lién két
am. Khi dé vdi moi a,,b, € R, a, < b,, day bién ngau nhién'Y, = f,.(X,) trong déd,
fn<x> - an](—oo,an)<x) + xl[an,bn](x) + an(bn,oo)(x)v VIS ]R7 n e N7

la lién két am.
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Heé qua 1.33 ([34], trang 48) Cho {X,,n > 1} la mét day bién ngau nhién lién két
am, khi dé day {X,;",n > 1} va {X,,n > 1} cing la day bién ngdu nhién lién két
am.

Ménh dé 1.34 ([90], B6 dé 1) Cho {X,,,n > 1} va {Y,,,n > 1} ld cdc diy bién ngdu
nhién khong am, lién két am va déc lap vdi nhau. Khi dé {X,Y,,n > 1} cing la mot

day bién ngau nhién lién két am.

Chitng minh. V6i hai tap con roi nhau A, B C {1,2,...,n} va véi f, g 1a cdc ham
khong gidm theo timg toa do sao cho hiép phuong sai trong (1.7) ton tai. Ki hidu Ex
va Ey lan lugt 1a ky vong ctia { X}, k € AU B} va {Y,, k € AU B}. Ta c6:

E(f(XiYi,1 € A)g(X;Y;,j € B))
= / . /f vy, 1 € A)g(w;y;,7 € B)dFx, x, v, vieajeB(Ti, 25, v, y; 1 1 € A, j € B)
= / /EY (2:Y5,i € A)g(x;Y;,j € B)|dFx, x,.icajep(vi, 75 1€ A, j € B)
(Theo tinh doc lap cia hai day {X,,n > 1},{Y,,n > 1})
< / /EY ©,Y,,i € A)Eylg(x,Y;, 5 € B)dFx, x icajen(wi 2, € A j € B)
(Theo tinh chit lién két Am ctia day {Y,,n > 1})
= Ex| By (f(X:Yi,i € A)) By (9(X;Y;,j € B)) |
< Bx|By (f(X,Yi,i € A)) | Bx|Ey (9(X,Y;,j € B))]
(Theo tinh chat lién két am cta day {X,,n > 1})

= Ef(X.Y,,i € A)Eg(X,Y;,j € B).

=

(Theo tinh doc lap cia hai day {X,,n > 1},{Y,,n > 1}).
Do dé, {X1Y1,..., X, Y, } 1a mot diy lién két Am v6i moi n > 1. O

B6 dé 1.35 ([66], B dé 3.1) Cho {X,,,n > 1} la mét day bién ngdau nhién lién két
am va {an;,1 < j <n,n > 1} la mot mdng cdc s6 thue. Khi dd, ton tai mot hang so
C > 0 sao cho vdi moin > 1 va vdi moi e > 0, ta co:
1 n
3 L o] > 9 < (1+O)P (max lan X1 > )
+j21 P(lan; X;| > )P (1@% s X | > s) .
Ngoai ra, néu lim P( max |la,; Xj| > €) = 0 vdi moi e > 0, thi ton tai mot hang s6

n—oo 1<]

C > 0 sao cho vdi moin du I6n va vdi moi € > 0, bit ding thic sau duoe théa man:

> P(lanX;| > ¢) <CP (gax lan; X;| > 5>
=1

11



Viéc nghién ctu céc két qud hdi tu cho day bién ngau nhién phu thudéc NQD,
NOD va NA nhén duge nhiéu syt quan tdm ciia cic nha toan hoc trén thé gisi. Bén
canh d6, viéc mé rong cac khai niém nay sang khong gian Hilbert cling dude mot sb
nha todn hoc quan tdm. Cu thé, Hién va cong su [44] da md rong khai niém NOD,
tédc gia Huan [51], Ko va cong su [59], Thanh [102] dd md rong khai niém NA trong
khong gian Hilbert. Dang chu ¥, khai niém day vecto ngau nhién nhan gia tri trong
khéng gian Hilbert PNQD theo toa d6 da duge gidi thiéu béi Dung va cong su [25].
Dé di sau tim hiéu khai niém nay, xét H 1a mot khong gian Hilbert thuc téch duoe
v6i chuan ||.|| duge sinh béi tich vo hudng (-, -) va {e;,7 € B} 1a mdt co sd tric chuan
trong H. Cho X 1a mot vécto ngdu nhién H-gid tri, ki hieu X7 := (X, ¢;). Khi d6
X =3 (X,ej)e; = 3 Xe;.

jeB jeB
Dinh nghia 1.36 ([25], trang 460) (PNQD theo toa dj)

Mot day vécto ngau nhién H-gid tri {X,,,n > 1} duge goi la PNQD theo toa do

néu véi moi j € B, day bién ngdu nhién {X7 n > 1} 1a PNQD.

Trong dinh nghia trén, khong c¢6 rang buoc NQD nao gitta hai toa do khac nhau

cua mot vécto.

Vi du 1.37 ([25], Vi du 2.2) Cho {Y,,,n > 1} 1a mot day bién ngdu nhién PNQD.
Voi mdéi n > 1, j € B, dit X] = |¢;]Y, trong d6 ¥ ¢f < oo. Xét X, = X Xlej,
jEB jEB
n > 1, khi d6 {X,,,n > 1} la mot day vécto ngau nhién H-gia tri PNQD theo toa do.
Néu mot day vécto ngau nhién H-gid tri 1a doc 1ap timg cap thi né 1la PNQD theo
toa do nhung dieu ngudc lai khong ding. Vi du duéi day chi ra mot day vécto ngau
nhién H-gia tri PNQD theo toa dd nhung khong doc lap ting cap.

Vi du 1.38 ([25], Vi du 2.3) Cho {Z,,n > 1} 1a mot day bién ngau nhién doc 1ap
cing c6 phan phdi chuan tac N(0,1). Khi d6 {Z, — Z,.1,n > 1} 1a mot day bién
ngau nhién c¢6 cting phan phéi chuan N(0,2). Goi F 1 ham phan phdi ciia N(0,2)
va {F,,n > 1} 1a mot day cdc ham phan phdi F), lién tuc. V&i n > 1, dit

Elt)=inf{r: F,(x) >}, 0<t<1 va Y, =F, (F(Z,— Zn1)).

Nhém nghién ctru ctia Li [65] da chitng minh {Y,,,n > 1} 1a mot day bién ngau nhién

PNQD va ham phéan phdi x4c suat ctia Y, 1a F,,. V6imdin > 1,5 € B, dit XJ = a;Y,,

trong d6 a; > 0 v6i moi j > 1 va a?ﬂ < 00. Ap dung tinh chét ctia ham hiép
j€EB

phuong sai Cov ta cé

COV(Zn - ZTL+17 Zn+1 - Zn+2> — _1

Suy ra, X, va X,, 41 khong doc lap. Do d6 {X,,,n > 1} 1a mot day vécto ngau nhién
khong doc lap tung cap.

12



Ménh dé 1.39 ([18], B6 d¢ 4) Cho {X,,,n > 1} la mét day vécto ngdu nhién H-gid tri
PNQ@D theo toa dé théa man moi toa do X7 khong am va {Y,,n > 1} la mot day bién
ngau nhién nhan gid tri thuc khong dm PNQD. Gia st {X,,n > 1} va {Y,,n > 1}
la doc lap. Khi dé {X,)Y,,n > 1} cing la mot day vécto ngau nhién H-gid tri PNQD
theo toa do.

Chitmg minh. Ap dung gia thiét ctia day {X,,,n > 1} va {Y,,n > 1}, Ménh dé 1.22(i),
tacévéimoit >0,2>0,k+#1vavéimoije B,

P(X]Y, <t,X]Y; < 2)
= /.../](xkykgt@lylgz)dFXz,le’ylmyl(xkvxlaykayl)
= /.../I(xkykgt’xlylgz)dei’le (Ik,mz)dFY]g%j(yk,yz)
= //P(kak <t 1Y < z)dFXi’le (g, x;)
< //P(:UkYk <tH)P(xY; < z)dFXi’X;; (g, x;)
< B Ry (t/ X)) (/7))
< E(Fy,(t/X])) E(Fy,(2/X{))
— [ TewcodPBr () AP (00) [ Ti<ordF () dFy ()
= // [(xkykﬁt)dFXi,Yk (Tk, Yr) // [(wzyzSZ)dFX{,y, (21, 1)
= P(X]Y, < t)P(X]Y; < 2).

Vay {X,Y,,n > 1} 1a mot day vécto ngau nhién H-gid tri PNQD theo toa do. O

1.4 Mot sd dang hoi tu ctia day bién ngiu nhién

Chting téi sé trinh bay mét vai dang hoi tu ctia day bién ngau nhién thuc va ciia
day vécto ngau nhién nhan gia tri trén khong gian Hilbert sé duge nhac téi trong

phan sau ctia luin 4n.
Dinh nghia 1.40 ([37], trang 202, 203) (Cdc dang hoi tu cia day bién ngau nhién
thuc)

Cho X 1a mot bién ngdu nhién va {X,,,n > 1} 1a mot day bién ngau nhién x4c
dinh trén khong gian xdc suat (2, F, P).

i) (Hoi tu theo zdc suat) Ta néi X, hdi tu theo x4c suat dén bién ngdu nhién X,
ki hitu X,, & X, néu voi moi £ > 0,

lim P(|X, — X|>¢) =0.

n—00
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ii) (Hgi tu hau chdc chdn) Ta néi X, hoi tu hau chic chin dén bién ngdu nhién
PRI h.c.c. £
X, ki hieu X,, =% X, néu

P({weQ : lim [X,(w) - X(w)| = 0}) = L.

iii) (Hoi tu day di) Ta néi X, hoi tu day di dén bién ngdu nhién X, ki hiéu
X, £ X, néu

Y P(|X,—X|>¢) <oo v6imoic>0.
n=1

Ap dung bé dé Borel-Cantelli, sy hoi tu day du suy ra su hoi tu hau chic chin
nhung diéu nguoc lai khéng ding. Mbi quan hé gitta ba dang hoi tu nay duge thé
hién qua s do dudi day:

Xo 25X = X, M5 X = X, 5 X.

Tuy nhién, khi day bién ngiu nhién {X,,n > 1} la doc lap va X = C la mot hang
s6 thi su hoi tu day dit va su hoi tu hau chac chin 1a tuong duong nhau (xem Dinh
Iy 5.3.2 trong [37]).

Céac dang hoi tu clia day vécto ngau nhién nhan gid tri trén khong gian Hilbert

ciing duge dinh nghia tuong tu nhu déi véi day bién ngau nhién nhan gia tri thuc.

Dinh nghia 1.41 (Cdc dang hoi tu cia day vécto ngau nhién H-gid tri)
Cho X la mdt vécto ngau nhién H-gid tri va {X,,,n > 1} 1a mot day vécto ngau

nhién H-gia tri.

i) (Hoi tu theo zdc suat) Ta néi X, hdi tu theo x4c suat dén vécto ngau nhién X,
PETEPA P £ o .
ki hiéu X,, — X, néu véi moi € > 0,

Jim P (X, ~ X]| <) =0

ii) (Hoi tu hau chdc chdn) Ta néi X, hdi tu hau chac chan dén vécto ngau nhién
TN h.c.c. £
X, ki hieu X,, =% X, néu

P({weQ : lim [ X,(w) - X(@)| = 0}) = 1.

iii) (Hoi tu day di) Ta néi X, hoi tu day di dén vécto ngdu nhién X, ki hiéu
X, &% X, néu

Y P(| X, — X||>¢) <oo v6imoie>0.
n=1
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Két luan Chuong 1

Chuong 1 da nhac lai mot s6 kién thiic co ban ciia giai tich va xdc suat cé lién
quan dén noéi dung ludn 4n, gom mét s kién thitc co ban ciia 16p ham bién déi chinh
quy, vécto ngau nhién nhén gia tri trén khong gian Hilbert, mét s6 dang phu thuoc
va hoi tu ctia day bién ngau nhién.

Phan tiép theo, chting t6i sé trinh bay céc két qua ctia ludn an.
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Chuong 2

A 2 , ~ « X = oA ° A

Luit s6 16n cho day bién ngau nhién lién

X A
két am

Nam 2003, tac gid Jajte [52] da thiét 1ap ludt manh s6 16n cho mot 16p tong trong
s6 ctia day bién ngau nhién doc 14p cing phan phéi. Két qua ciia 6ng da khai quat
mot s6 dinh 1y ¢6 dién cho day bién ngau nhién doc lap cting phan phdi. Két qua nay
dugc phét biéu nhu sau.
Dinh 1y 2.1 ([52], trang 410) Cho {X,,,n > 1} la mét day bién ngdu nhién déc lap

ciing phan phéi. Cho g(x) la mot ham duong, tang théa man lim g(x) = 00 va h(x)
la mot ham duong sao cho ¢(x) = g(z)h(x) théa man cdic dieu kién dudi day:

(i) Véid >0, ¢(x) la ham tang chat trén [d, 00) vd nhdn gid tri trén [0,00),

(ii) Ton tai hang s6 C va s6 nguyén dudng ko sao cho %?I)D < C vdi moi x > ky,

(7ii) Ton tai cic hang so a va b sao cho vdi moi s > d,

#*(s) /:o gb?tx)dx <as+b.

Néu B¢~ (|1 X,) < oo thi

n
1 Xz — My hee

R0

0 (2.1)

trong dé m; = E(Xil(x,<s())) vd ¢~ la ham nghich ddo cia ¢.

Jajte chi ra rang trong 16p ham chuan héa trén, ta c6 thé thu dugc luét s 16n dang
trung binh Cesaro (g(x) = z,h(xz) = 1), trung binh logarit (g(x) = logz, h(z) = z)
va luat s6 16n Marcinkiewicz-Zygmund (g(z) = 2/, h(z) = 1, véi a € (0,2),a # 1).
Jajte cling chitng minh rang diéu kién moémen E¢~'(|X,|) < oo la diéu kién can cho
(2.1). Sau khi cong bd, két qua nay da nhan duge sy quan tAm ctia nhiéu nha toan
hoc. Jing va Liang [54] da md rong két qua nay cho cac bién ngau nhién lién két am,
Meng va Lin [74] d& mé rong cho céc bién ngau nhién j-mixing (xem Dinh nghia
A.22), Wang [107] da md rong cho cdc bién ngau nhién lién két Am khong cling phan
phéi. Trong nhitng nim gan day, nhicu tic gid van tiép tuc nghién cttu céc dinh ly
gi6i han dang (2.1) va da thu dugce nhiéu két qui quan trong.

Bén canh d6, viéc nghién citu téc do hdi tu ctia Luat s6 16n Marcinkiewicz-
Zygmund ciing nhan dudce su quan tAm ctia nhiéu tac gia, chang han Baum va Katz 18],
Heyde va Rohatgi [43], Rohatgi [82], Alf [3], Alsmeyer [4], Hu va Weber [50]. Trong
dé, ching t6i nhic lai két qua ctia Baum va Katz dudi day:
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Dinh ly 2.2 ([8], Dinh 1y 3) Cho r > 1 va {X, X,,,n > 1} la mét day bién ngdu
nhién déc ldp cung phan phoi. Ddt S, = En: Xy Khi dd cdc khdng dinh sau la tuong
k=1

duong:

(i) E|X|" < oo vd EX = p,

(1i) % nT*QP(|Sn —np| > en) <00 wdi moie >0,
n=1

&8
(ii1) > nr_2P< max |Sk — ku| > an) < oo wdimoie > 0.
n=1 1<k<n

Truong hgp r = 1 va r = 2 da dugde chiing minh lan lugt bai Spitzer [91] va
Erdos [30].

Ching t6i tiép tuc phat trién ki thuat ciia Jajte dé nghién cttu su hoi tu day du
cho téng trong s6 ngau nhién ctia day bién ngau nhién lién két am va thiét 1ap dinh
ly Baum-Katz cho téng trong sé ngau nhién ciia day bién ngau nhién lién két Am véi
day chuan héa tong quat (xem Dinh 1y 2.4, Dinh 1y 2.9, Dinh 1y 2.11). Viéc 4p dung
céc két qud nay cho phép dua ra téc do hoi tu cho wée lugng viing day dia' trong mod
hinh hdi quy tuyén tinh don (Pinh Iy 2.17) va trong mo6 hinh hoéi quy phi tham s6 vé6i
thiét ké ngau nhién (Dinh 1y 2.19). Ngoai ra, chiing t6i dua ra hai vi du mo6 phéng dé
kiém chting hiéu qua ctia cic két qua 1y thuyét (xem Vi du 2.21, Vi du 2.23).

2.1 Luét sb 16n cho day bién ngiu nhién lién két Am

Dua trén 16p ham ¢ trong bai bdo ctia Jaite (Dinh 1y 2.1), ching t6i lan lugt xét
cdc 16p ham K2p, H, va L2, dusi day.

Lép K7 gom tat ca cdc ham ¢ théa man cic dicéu kién sau:
(iv) ¢(z) la mot ham tang chat trén [0, 4+00) va nhan gid tri trén [0, co),
(v) Ton tai hang s6 duong a, b va sb nguyén duong ny théa man

o " g

¢a(s) s ¢a($)

<aR(s)+0b, s> nyp,

trong d6 r > 1, € (1,2], R = R(s) 1& mét ham tang chat xdc dinh trén (0, +00) va
nhan gid tri trén (0, +00). Khi R(s) = s", 16p K duge ki higu bsi I, Chi rang,
16p K& chiia cdc ham chuan héa co ban va quan trong, ching han ¢(z) = 2P, r < ap

va cdc ham bién doi chinh quy véi chi s6 p (r < ap).

16 day, su hoi tu duge hiéu theo nghia héi tu day di.
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Lép H, gom tat ca cac ham ¢ thoa man cac dieu kién sau:

N 2
(vi) Ton tai N sao cho ¢(22) < N v6i moi z > 0,
o(z)
(vii) Ton tai hang s6 duong ¢, d va sé nguyén duong ng sao cho véi moi s > ny,
s rfld
o(s) uScsr—l—d, r>1.

1 ox)

Khi o > 2, xét 16p [,f,n (trong d6 B, k,7 > 0), gom tat ca cac ham ¢ théa man
diéu kién:

(viii) Ton tai s6 nguyén duong ng sao cho v6i moi s > no,

qgﬁ(g) 18 m > i v6i moi s > nyg.

Dua trén tinh chat giai tich ctia 16p Ky g, ching toi dua ra cac diéu kién dé thiét lap
dinh 1y hoi tu day du cho tong trong s6 ngau nhién ctia day bién ngau nhién lién két
am v6i day chuan héa ¢ € Ker véi a € (1,2] (xem Dinh 1y 2.4). Trong Dinh ly 2.9,
ching t6i dua ra Pinh 1y Baum-Katz cho tong trong s6 ngau nhién ctia day bién ngau
nhién lién két am véi day chuan héa ¢ € K@ NH, véi a € (1,2]. Khi a > 2, ching
t6i tiép tuc thiét 14p Pinh 1y Baum-Katz cho tong trong sé ngau nhién ciia day bién
ngau nhién lién két 4m v6i ham chuan héa ¢ € K NH, N LY, (xem Dinh 1y 2.11).

Trude khi di vao chi tiét, ching t6i nhéc lai bat ding thicc cuc dai Rosenthal cho

day bién ngau nhién lién két am.

B6 dé 2.3 ([86], Pinh 1y 2) Cho p > 1, {X;,1 <14 < n} ld mét day bién ngau nhién
lién két am cé ky vong bang 0 va E|X;|P < oo vdi moi 1 <i < n. Khi do,

k p n
’L) E max Xl S 23—p E E‘lep vii 1 < P S 2,
1<k<n | 2 i=1
k p n p/2 n
i) Elxgkagc > Xi| < 2(15p/logp)P ( > EXE) + > E|Xy|P | vdip > 2.
<k<n | =1 =1 i=1

Két qua dudi day dua ra cic dieéu kién dé thiét l1ap dinh 1y héi tu day du cho
tong trong s6 ngau nhién ctia cic bién ngau nhién lién két 4m v6i day ham chuan hoéa
thudce 16p K7 g

Dinh 1y 2.4 Chor > 1, a € (1,2], {X, X,,,n > 1} la mét day bién ngdu nhién lién
két am cing phan phoi va {An;, 1 <i < n,n > 1} la mét mdng bién ngau nhién lién
két am theo hang théa man

n

> E(|An]") = O(n). (2.2)

i=1
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Gid st { X, n > 1} va {An;, 1 <@ <nyn > 1} ld doc lgp. Néw ton tai ¢ € K2y sao
cho E(¢~(IX]))" < 00 vd E[R(¢'(|X]))] < oo, thi vdi moie >0,

> 1
)3 max
1<k<n

2— 7"
n:ln

k
Z (AniXi = E(AniXil(x:1<p(n )>))‘ > ed)(n)) < 00. (2.3)

Chiing minh. Ta viét

k
Y (AnXi = E(AuXil(x,1<o(m)))

1=1

M»

k
[AJF X+ E<AL’X¢ [(X+<¢(n Z 4, X+ E(A iX;LI(X;rSMn)))]

~.
—_

k
(AL X7 — BE(AL X [(X <6(n Z:A X, — E(A, X, [(X <¢(n)))]

=
Mw
I

Theo Hé qua 1.33, {X,7,n > 1}, {X,/,n > 1} 1d cdc diy bién ngau nhién lién két
1 <i<n} {4,
am. Do d6, khong mét téng quat, ta gid st rang A,; > 0 hau chac chin va X, > 0

am va {A 1 <i < n} cling 1d4 mot mang bién ngau nhién lién két

ni? ni’

hau chic chin véi moin>1,1<1<n.

Dit
k
S = 3 [AuiXs = B(AwXil(x,omy)] -

i=1

Vé6i moi € > 0 ¢6 dinh, ta cé

P(maX|Snk\>agz5 ) i (Xi > é(n)

1<

k
+P (fgggn D[ AniXiI(x,<o0m)) — E(Am-XJ(X@(n)))]' > €¢(n)> :
=FE =

Mit khac, 4p dung Bo dé A.10 ta c6

> i 3 PG> 0l) = 3 P > o) (2.4
= i 114 i Pk<o¢ Y X)<k+1)
-y Pk<o¢ M X)<k+1) ij 11_7,
k=1 n=1T

Il
/\/}:\/‘\
+
\
N~
(]2
e
~
—
©i
—
s
N—
Pag)
£
A
©-
>
A
>
+
N
~—



Dé hoan thanh chimg minh, ta can chi ra

|
Z P ( max
- 1<k<n

2—r
n:ln

k
Z[AMX I(X <¢(n)) — (AmX I(X <¢(n )))]' > sgb(n)) < Q.
Véin>1,1<i<k<n,kihicu

Yoi = Xil(x,<om) T (M) I(x,56(m)) Zni = () I(x,>4(n)
k k
i=1 i=1
Do Y,; v& Z,; la cidc ham ting d6i v6i X;, theo Ménh dé 1.31, v6i méi n > 1,
{Yoi,1 < i < n}va{Zy,1 < i < n} cliing la mot day bién ngdu nhién lién két
am. Khi do6, theo Ménh dé 1.34, v6i mdi n > 1, {A,; Yy — E(AYn), 1 < i < n} va
{AniZni — E(AniZyi), 1 < i < n} ciing 1A mot day bién ngau nhién lién két Am. Ta ¢

1 k
— n2—r (1@32{” 221 AmX ]X <¢(n)) (AmX ]X <¢>(n)))]‘ > 5@5(71))

- (max Uy = Vi > ed(n ))

(n)
max |V
=P 1<k<n

>
<>

8¢(n)>

(> %

:Il+12.
Xét I,
2¢ X 1
< 2 - -
L < o n2—r¢a<n)E<1I£l]?<X Vil*)
8 = 1 i 8 & P(X > ¢(n)) &
————— ) BE(|AuYZul") = =) ————> E(|Au]”
< o 2w oy ) = 5 S e

P(X > ¢(n)) - "
<CZT§0E(¢ HX))™ < oo,
trong d6 ching t6i lan lugt 4p dung bat ddng thicc Markov (BS dé A.2), bat ding
thitc cure dai Rosenthal cho day bién ngau nhién lién két am (Bo dé 2.3) va diéu kién
(2.2). Tiép tuc 4p dung nhiing bat dang thiic nay ta dugc

A 1 2221 & ‘Anl‘ ’Ynlla)
b= 22 2 gy Pl [OH7) 53; = ; (n)
0 n B(| Xl
PX > (n +CZ Z \|¢a(\)x<¢ (n))
< CE(d) +CZ n2— r¢a n) E(X°I (X<¢(n)) ZE|A"Z|Q
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X E(X*Ix<g(n
< CE(67'(0)) +C Y =T T;(“’()))-

Dé chiing minh I, < oo, ta chi can chi ra

. F(XT x<oin
3 (X I(x<o(n)) .

st e (n)
bat ko = max{|¢~(X)] + 1,n0}. Do ¢ € K2, ta c6

o0 [e% ki o o
ZX Iix<om) 20 L 3 X (x<pm))
= nlfr¢a(n) —n:1 nlfr et 1 nlerSa(n)
0 _ 1 r—1
<k +2lxe 3 %

nels o2 M)

B . 1 va [ " ldx
(lo HX) | +14+ng)" +271X /¢1<x> ()

<26 () + 27 (1) 42 aR(6700)) +1]

IN

diéu nay suy ra
o~ B(X L x<om))
= n'tTre%(n)
Chtng minh Dinh 1y 2.4 duge hoan thanh. [

<27 [E(@ N (X)) + (1 +n0)" + aB(R(¢7'(X))) +b] < oo.

Chu y 2.5 Trong Dinh 1y 2.4, néu ¢ € K¢ thi E[R(¢1(|X]|))] = E(¢1(|X]))" < oo,
do dé6 diéu kien E[R(¢1(]X]))] < co ¢6 thé bd qua.

DPé minh hoa két qua Pinh 1y 2.4, ching t6i sé trinh bay vi du vé phan phdi Pareto
hai phia.

Vi du 2.6 Cho {X, X,,,n > 1} 1a mot diy bién ngau nhién c6 phan phdi Pareto hai
phia v6i ham méat do xéc suat
0
o) = | 2P

0 néu nguac lai,

néu |z| > 1,

trong d6 0 < 6 < a. Gid stt {X, X,,,n > 1} 1a mot day bién ngau nhién lién két am.

o V6i 0 < rp <0, dit ¢(z) = 2!/
Dé thiy ¢ € K¢ va E(¢~*(|X]|)") = E(]X|"?) < co. Do dé, véi moi méng bién
ngau nhién {A4,;,1 <i < n,n > 1} thoéa man diéu kién (2.2) va v6i moi € > 0,

ta co

00 1 k .
/p
Z <1I£l]§i<xn ; Aan E Aan I (1X; |<nl/p)):|‘ > £n > < 0. (25)

2—r
n:ln
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2
n 1
1 [e%
E(|Ay]) < n' % ZE(|AM|Q)> < Cn. (2.6)
Khil< 6 <athi EX =0, tu (2.6),

5 LE(Ans XL ix 1<o(m n
i;| ( (1x:1<é(n)] ) E(X|Tjxnm) S B
i/ = L/ i

i=1

< CE(H%’X|I(|X|>n1/P))
< CE(IXPHX | xjsni/m) = CE(IX P x|sn1/))
S CE(| X[ x|sn1/py) — 0 khin — oo,

Két hop vai (2.5), ta cé

> 1
Z P( max
1<k<n

2—r
n=1 n

k

il > enl/p) < 00. (2.7)

i=1
e Xét truong hop {X, X,,,n > 1} 1a mot ddy bién ngau nhién doc 1ap, néu rp > 0
thi két qua (2.7) khong con ding nita. That vay, do X, X1, Xo,... 1 cdc bién
ngau nhién doc lap va ddi xtng, khi dé két hop Bo dé A.14 va B6 dé A.15 véi
x>0,0<9<1van dualén, ta co
|>4)

2p( Zxk
> P(lrg?gq X, > 293) —1- (1= P(X] > 20))"

1
(22)"

>x) >P( max

1<k<n

i=1

> (1=90)nP(|X]|>2x)>(1—-0)n
Diéu nay suy ra

Z 1_ P(max

2—r
el n 1<k<n =1

>5n ) 2892 Tp9 = Q.

Liy ham ¢(z) = 2% log” « trong d6 7 > 0, 1 < a < 2 va ar > . Khi d6 ¢ € K2p,
v6i R(x) = 2" log x. Chiing ta thu duge Hé qua dudi day.

Hé qua 2.7 Chor > 1,1 < a < 2, ar > vy va {X,X,,n > 1} la mot day bién
ngau nhién lién két @m cing phan phéi véi EX =0 va E <|X]a10g1_%(|X|)> < 00
{Ani, 1 <i <n,n>1} la mét mdang bién ngdu nhién lién két am theo hang théa man
(2.2). Gia st {X,,n>1} va {An,1 <i<mn,n>1} doc lip vdi nhau.

Khi do vdi moi e > 0,

k

1
Z P (max
- 1<k<n | =

2—r
n:ln

ni

i > ene log$ n) < 00.
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Cht y 2.8 Nam 2011, Sung [98] da chitng minh rang: Vi 1 < a < 2, a > 7 va
{X, X,,,n > 1} 1A mot day bién ngau nhién lién két Am cting phan phdi véi EX = 0.
Néu E|X|* < oo thi

k
ol > ena log% n) < 00, (2.8)

Z &niX
=1

1
— max
n 1<k<n

trong d6 {an;, 1 <i<n,n > 1} la cac hang s6 thoa man
> lan|® = O(n)
i=1

Ngoai ra, Hé qua 2.2 trong bai bdo nam 2014 ctia Chen va Sung [14] da chi ra
rang két qua (2.8) ding vé6i diéu kién gan nhu t6i wu la B (|X|alog17%(|X|)) < 00
Bang cach lay r = 1, Hé qua 2.7 ciia chiing t6i da tong quat két quéa ciia Sung (2.8)

cho tong trong s6 ngau nhién ctia day bién ngau nhién lién két am.

Dinh 1y du6i ddy ducc xem la dinh 1y Baum-Katz cho téng trong s6 ngau nhién
clia céc bién ngau nhién lién két 4m v6i day chuan hoéa tong quat.
DPinh 1y 29 Chor > 1,1 <a <2, ¢ € K*NH,, {X,X,,n > 1} la mot day bién
ngau nhién lién két @m cing phan phéi. Khi dé cdc khdng dinh sau la tuong duong:

(1) Bién ngdau nhién X théa man

EX =0 khi hmsup(b— #0, B¢ (X)) < oo. (2.9)

n—oo (n)
(2) Véi moi mdng bién ngau nhién lién két am theo hang {A.;,1 < i < mn,n > 1}
théa man diéu kién (2.2) va déc lap vdi day {X,,n > 1}, vdie >0,

k

P | max
1<k<n | =

> 1

il > 5¢(n)> < 0. (2.10)

Chiing minh.
Chiing ta s& chitng minh chiéu (1) = (2) truéc. Tit Dinh 1y 2.4, ta c6

00 1 k

2—r
n:ln

Véi dieu kién (2.9), chiing ta sé chi ra

é E(AuXid(xi1<0m)|

) — 0 khi n — oco. (2.12)

23



That vay, xét truong hop lim sup m # 0 v6in > 1, khi d6 EX = 0. V6i moi bién
n—oo
ngau nhién X ¢6 EX = 0 thi

|E(XT(x1<o0m)| = 1E(X T(xp500)] < E(IX1x156(m))-

Két hop véi (2.6) ta co
| B (A X I <on .
z;‘ ( (sl )))’ < (|X|]|X\>¢>(n ZE|A |
¢(n) - ¢(n) P

CnE(|X|Ix>¢(n)))
= o(n) |

(2.13)

Do ¢ € H, va r > 1, khi d6

= E(|X|I(x>6(n - S
5 (I |¢<(|§;>¢( Z > E(1 X (k) <ix|<06+1)))

n=1 n=1 7’L k=n
S 1
= Z E(IX L gm<1x1<ok+1)) D 7
ko o ]
ZE |X|[(¢ k)<|X|<op(k+1)) —|— Z E k)<| X |<d(k+1)) ]{;4_1 27
¢( ) iz k=ko+1 “— o(n

koo (ko + 1) k
S% +N Z E(Ism<ix|<om+1)0(k) Y

k=ko+1 n=1
koo (ko + 1 = r
< 0¢§b(01)> +NZE((CI€ + d) (k<g-1(x))<k+1))
k 1

kod(ko + 1)
< % +N Z K (C HIXD) + d)f<k<¢*1<\Xl>Sk+1>)

koo (ko + 1)
- e(D)

Ap dung Bé dé Kronecker (B6 dé A.8),

r—1

3

n

SN

+cNE(¢p7 (| X])" + Nd < <. (2.14)

- B(X|I
BX Iixpamy . 2 F X Hixe)
¢(n) ¢(n)
Két hop (2.13) va (2.15), ta thu duge (2.12).

IN

— 0 khin — oo (2.15)

Truong hop con lai khi lim sup ¢(n ) = 0. Két hop (2.14) va vé thit hai ctia (2.9)
n—oo
ta co
= E( X (x[>¢(n))
E|X| < ¢(1) + E(|X|Ix|>60)) Z ¢((|n|>>¢ )
kop(ko + 1
= OqzsEba))+d\fE(¢‘1(|X|))’"+Nd< 0. (2.16)
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Két hop véi (2.6) ta dugce

> | E(A XL x <o 0
z;‘ ( (1Xi[<¢( )))’ (’X|I|X\>¢
< ZE |Aril)
CHE(\XU<\X|>¢> n>>)
- p(n)
Cn .
< ——FE(]X]|) = 0 khin — oco.
p(n)
Do d6, (2.12) duge chiing minh.
Mt khéc,
P max |3 AuiXi| > co(n))

k n
it [E(AniXi(1x,1<g(n)))]
. (%X DX~ BlAn Xl soen))| > 0t (¢~ S22 ))

1=

Két hop véi (2.11) va (2.12), ta dugdc (2.10).

Tiép theo, chiing ta s& chitng minh chiéu (2) = (1).
Dit A, = 1v6i 1 <i<mn,n>1 Ké hop (2.10) va bat ddng thic

k
oo 11 <2 o [ 34,

ta c6 v6i moi € > 0,

<1
EZ: n2—7"P<1I£11?<Xn | Xk| > 5gb(n)> < 00.

Tit B d& A.19, ta c6 P(lgl% X3 > é?gb(n)) 4 0 khi 7 — 0. Do viy, theo BS dé

1.35 ta ¢b -

P(X| > 26(n) = 3. P(Xi| > eb(n)) < CP( max [Xi| > e(n ))

=1 1<k<n

Do dé

Z 1P| X| > eop(n

< max | Xk| > eo(n )) < 00.

M3t khéc

an 'P(|X| > ep(n an 1P< <|)€(|>>n)<oo,

n=1

tuong duong véi

E(Qﬁ_l(m)y < 00, (2.17)



va do d6 phan thit hai ctia (2.9) ding.

Tiép dén, ching tdi & chimg minh EX = 0. T (2.16), ta c6 E(|X|) < oco. Khi
d6 ton tai ny sao cho ¢(ny) > 2E(|X|). Do | X — EX| < |X|+ E(|X|) va ¢ € H,, két
hop vé6i (2.17) suy ra

o)

E(6~ (X — EX|)) Z "IP(X - EX| > ¢(n))

8||

Z TIP(IX] > ¢(n) — E1X])

<nj+ Z n"lp <|X| > gb(;”)

n=ni+1

<nj+ E(¢7 (21X])" < o0.

Bang cach thay X; béi X; — EX; trong chting minh (1) = (2) phia trén, ta c6

k

> 1
nz::l - (fgkag(n 2 > 5¢(n)) < 0.
Két hop véi (2.10) va chid ¥ rang r > 1, ta cé
EX r L EX;
tim MEXD gy 12 EXL
Két hop véi gia thiét lim sup m # 0 ta ¢c6 FX = 0. Vay chttng minh dugdc hoan
n—oo
thanh. O

Lay r = 1 trong Dinh Iy 2.9, chiing ta thu dudc hé qua dudi day, dudc xem 1a
luat manh s6 16n Marcinkiewicz-Zygmund cho tong trong sd ngau nhién ctia day bién

ngau nhién lién két am v6i day chuan hoéa tong quat.

Hé qua 2.10 Cho {X, X,,,n > 1} la mot day bién ngau nhién lién két Gm cing phan
phoi vdi ky vong 0, {A,,n > 1} la mot day bién ngau nhién lién két am théa man

S E(JA") =0(n), 1<a<2.
=1

Gid st {X,,n > 1} va {An,n > 1} la déc lap vdi nhau. Néu ton tai ham ¢ € K¢NH,
sao cho E(¢7(|X])) < oo, thi

Zi‘c:l AlX’L h.c.c.
¢(n)

>0 khin — oo.
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Chitng minh. Ap dung Pinh 1y 2.9 véi r = 1, A,,; = A;, ta ¢6

522y [ 354X > 20 < o0

Do ¢ € K¢ NHq, v6i moi € > 0, suy ra

0o k

n?op(&% ;Az’Xi > cof2)

co 2mtl_

23y

m=0 n=2™m

Xi| > 5¢(2m))

max
2m+1 <1<k<2m

k
> A
i=1
k
Z A X;

m—+1__
co 2 11

2y % P(fi%

m0n2mn

IN

>

agzﬁjsfn) )

—22 P(lrglixn 2 ( )) < 00.

nln

Ap dung bé dé Borel-Cantelli (B6 dé A.3) ta c6

k
SAX,
=1

Mt khéc, véi n cd dinh, luén ton tai m sao cho 2™ < n < 2™+ khi d6

1
o) 15k<r

h—?—c—>0 khi m — oo.

k

=1

h.c.c.

—= 0 khi n — oco.

H(2mHT) 1<hsme
binh 1y dugce chttng minh. O]

Dé minh hoa Hé qua 2.10, ching ta xét lai day bién ngdu nhién c6 phan phoi
Pareto hai phia {X, X,,,n > 1} nhu trong Vi du 2.6 v6i 1 < 6 < a < 2 va gia
sit {X,X,,n>1} 1a mot diy bién ngdu nhién lién két am. Luu ¥ rang EX = 0,
E|X]* <oov6i0<s<0vaE|X|®*=o00v6is>0. Khidé, ap dung Hé qua 2.10 véi
A, =1 v6i moi n > 1 va ¢(z) = 2% (log )1 +9/% trong d6 6 > 0 nho tuy ¥, ta cb

1 = h.c.c.
nl/e(logn)“*‘s)/e;X — 0 khin — oc. (2.18)

Mit khéc, néu {X, X,,,n > 1} 1a mot day bién ngau nhién doc 14p, Ludt manh sb 16n
Marcinkiewicz-Zygmund (xem Dinh 1y A.17) phét biéu rang,

1 & ce .
X R0 khin — oo. (2.19)
ne i

Nhu vay, két qua (2.18) t6t hon luat s6 16n Marcinkiewicz-Zygmund (2.19). Ngoai

ra,

= 00 v6i moi C' > 0.

P(| X, >Cn10gn1/6 C’
S P(X,] > C

— nlogn
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Ap dung bé dé Borel-Cantelli (BS dé A.4),
P(|X,| > C(nlogn)"? xuit hién v6 han 1an) = 1 v6i moi C > 0.

Do dé

n

lim sup = oo hau chac chan.

n—00 (TL 10g TL)I/G
Diéu nay suy ra
> Xk
k=1
(nlogn)t/?
Mat khac, ap dung Hé qua 2.10 v6i A, = 1 v6i moi n > 1 va

h.c.c.

0 khin — oo.

o(x) = (zlog )’ (log(log z + 4))1+9/9,
trong do ¢ la ) duong nhé tuy v, ta thu duge

1 - h.c.c.
Z X; —= 0 khin — oc.
(nlogn)'/?(log(logn + 4))(1+9)/0 &

Véi gia thiét {X, X,,,n > 1} 1a mot day bién ngau nhién doc lap, 4p dung tiép bo dé
Borel-Cantelli (B6 dé A.4),

> Xp

k=1 h.c.c
(nlogn)l/?(log(logn + 4))/?

50 khin— oco.

Khi o > 2, chiing t6i tiép tuc thiét lap dinh 1y Baum-Katz cho tong trong s6 ngau

nhién ctia cidc bién ngau nhién lién két Am véi day chuan héa tong quat.

2(r—1)p
20r—r)—p
la mot day bién ngau nhién lién két am cung phan phéi véi E(|X]?) < oo, ¢ €
KenNH.N Efﬁ. Khi d6 cdc khang dinh sau l tuong duong:

Dinh ly 2.11 Chor > 1, 2(r—k) > 3, @ > max {2, } va{X,X,,n>1}

(1) Bién ngau nhién X théa man

EX =0, E(¢ *(|X])" < oc.

(2) V6i{An, 1 <i<n,n>1}la mét mdng bién ngdu nhién lién két am theo hang
thoa man (2.2) va déc lap vdi {X,,n > 1}, vdie >0, ta c6

o) 1 k
Z P| max
- 1<k<n =1

2—r
n:ln

il > 5¢(n)> < 00.
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Chiing minh.

Chiing ta sé& chitng minh chiéu (1) = (2) truéc. Tuong tu nhu trong chimng
minh ctia Pinh 1y 2.4, khéng mat téng quat, gid st A,; > 0 hau chic chin va X,, > 0
hau chic chén véi moil<i<n Véimoin>1,1<i<k<n,tadit Y, Z U, Vi
giéng nhu trong chimg minh Dinh 1y 2.4. S& dung 14p ludn tuong tu nhu trong chitng
minh ctia Dinh 1y 2.4 va Dinh 1y 2.9, ta can chi ra

= 1 €
lez_%nQ_TP(lrgax |Vie| > 5

va

<max \Ug| > €¢§n)) < 0.

> 1
= Z 271“P
=1 n 1<k<

Xét Jy, 1an lugt 4p dung bat dang thiic Markov (B6 dé A.2), (2.6) va (2.4), ta c6

o0

D B ) w} 2 B\ Anilns = B(AwiZ))
=1

zl
0 4PX>¢(n)) ”

< o ;E(\Amb
P(X > ¢(n CZ ZPk<¢ X)<k+1)

< CE(¢* (X)) < .

Xét Jy, 1an lugt ap dung bat dang thitc Markov (BS dé A.2), bat ding thitc cuc dai
Rosenthal cho ddy bién ngau nhién lién két am (B6 dé 2.3, cht ¥ a > 2), ta c6

o0 2a

Jy <

) (Z E |AmYm - E(Am'Ym‘)la)

= 1n2 r€a¢a

+ (2 E(|AniYn — BE(ALYn) |2))a/2>

[e.9] a

= E AmYm, - E Anzym ¢
= 2 recge(n) Tgaﬁba ; | ( .
0o n ) a/2
i=1

= n2 r€a¢o¢

= J21 + JQQ.

T chimg minh I, < oo trong Dinh Iy 2.4 ta c¢6 Jo; < oo. Tiép theo, ta sé chi ra
Jas < 00. Ap dung bt ding thiic Markov (BS dé A.2), bat ding thiic Lyapounov (Bo
dé A.6, chii ¥ a > 2), bt ding thitc Holder (B8 dé A.5) va diéu kién (2.2) ta c6

o 20[ n

Jag <

a/2
E . . 2
T o P Te%e%(n) <i1 Rl >
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_ S 2(EEA (N o )

= O
= 2 (E(X)™” 2 (98 oo

gn e w7 (S B

<

7‘

PO — < K Vél IIIOi
r—1qg 7
( )fl tqgﬂ(tt

Chung ta sé di danh gia dai lugng ¢(n). Do ¢ € £fﬁ nén

x > ng. Pat
(2.20)

Chon m > 1, khi dé

/: O(t)/tdt = log < /1 ' (;;(:) t/ M) ,

dt. Biéu nay dan t6i

m 4r—1
trong d6 M =
: 0

zt?‘l

¢5( = M exp (/mCID /tdt)

Két hop (2.20) va khang dinh trén ta c6

T

z =Lt
1 ¢o(1)
— Mm " d(z) exp ( /m (®(t) r)dt/t) .

Chii ¥ rang ®(x) < k véi 2 > ng, suy ra

¢~ (z) = 27" ®(x)

= Maz7"®(z)exp ( @(t)/tdt)

m

¢ P (x) < Mm™"Kkexp (/x(/@' - r)dt/t) =Cz" " = C_YH v6i moi x> ny.

'TT’
Tu dé
n2—T=% pa(n) f + ﬁ
2(r —1 _
Do 2(r — k) >6Vé()z>max{?,2(70(74_/{))_55}7 suyraQ_r_Z+w > 1.
Tu dé, J22 < Q.
Chitng minh chiéu (2) = (1) tuong tu nhu trong Dinh 1y 2.9. O

Cht ¥ 2.12 Dua trén chimg minh ctia Dinh 1y 2.4 va Dinh 1y 2.11, ta c6 thé két luan
N 2 ~ 2 - ]-
rang khang dinh (2.3) trong Dinh 1y 2.4 van ding khi « > max {2, M},
r—K)—
r>1,2(r — k) > B va diéu kién bo sung ¢ € KN L'fﬁ.

30



Xét ham
o(x) = 2Pl(a?), (2.21)
trong d6 p # 0 va £(x) 1a mot ham bién doi cham. Tu (1.2) suy ra ¢ !(z) ~
(z0#(2))'/7, trong d6 ¢#(x) 1a lién hop de Bruijn ciia ¢(z). Ap dung Pinh 1y Kara-
mata (Dinh Iy 1.5) ta ¢6: Truong hop 1 < o < 2, v6i dicu kién £ < p < r,r > 1
thi ham ¢(z) € K& N H,; truong hop o > 2, v6i dieu kien » > 1, p > 1/2 va

2(r—1
a > max {2, M} thi ham ¢(z) € K NH,. N L}, , (Chi ¥ la theo dinh nghia
p_

cua 16p ham Efﬁ thi kK = r —p > 0). Viéc lua chon ham ¢(z) cu thé nhu trén dan
dén He qua dudi day.

Hé qua 2.13 Chor > 1, « > 1, max{3, 2} < p < r va {X, X,,,n > 1} la mot day
bién ngau nhién lién két am cing phan phoi, £(x) la moét ham bién doi cham. Cdc
khing dinh dudi ddy la tuong duong:

(1) Bién ngdau nhién X théa man

EX =0, E((|X|t*(|X])"") < .

(2) Véi moi mdng bién ngdu nhién lién két am theo hang {An;, 1 < i < n,n > 1}
2r — 1)

thoa man (2.2) vdi 1 < a < 2 hodc a > maX{Q, ]
p_

} va doc lap vdi

{X, X,,,n > 1}, vdi moie >0, ta cé

> 1
Z P | max
= n2-r 1<k<n

k

ni

il > 6np€(np)> < 00.
i=1
Xét He qua 2.13, lay r = 1,a = 2, A, = a,; v6i moi 1 < i < n, trong dé
{an;,1 <i<n,n>1}1a mét mang cdc hang s6 thuc va ¢(x) = 2P¢(2?) 1a mdt ham
bién d6i chinh quy, ta thu duge Dinh 1y 3.1 ctia Anh va cong su [5].

Chti y 2.14 Nhiing dinh 1y va hé qua trén van ding véi cic cau tric phu thudce khéc,
Chéng han nhu day bién ngau nhién NSD, hiéu martingale, bién ngau nhién -mixing
voi Z ©'2(n) < oo, bién ngau nhién p*-mixing (hodc j-mixing), bién ngau nhién
m- AnNA (xem Dinh nghia A.22),...Ly do la vi NA suy ra NSD (xem [16], trang 142)
v cic cAu tric phu thude vita duge liet ké déu c6 bat dang thic Rosenthal, ching
han:

« Két qué ctia Hall va Heyde ( [40], Dinh Iy 2.11) cho day hiéu martingale: Néu
{X;, F;,1 < i< n}lamot diy hiéu martingale va p > 0, thi tdn tai mot hang
s6 duong C' chi phu thudc vao p sao cho

[)<ale(S a0 )" < 2 ixr )]
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o Két qua ctia Utev va Peligrad ( [106], Dinh 1y 2.1) cho day bién ngdu nhién
p*-mixing: Cho ¢ > 1 va {X,,,n > 1} 1A mot day bién ngdu nhién p*-mixing véi
EX, =0va E|X,|? < oo v6i mdi n > 1. Khi d6 v6i moéi n > 1,

E(f?fk}% 2 >§C’inIE|Xi|q, 1<qg<2,
va,
E <C nEXq nEXz "
(s | Sx[) < cu S+ (Sex2)™). o2

trong d6 C; > 0 la mQt hang s6 chi phu thudc ¢ va hé s6 p*-mixing.
« Két qua clia nhém nghién cttu Wang ( [111], B6 dé 1.7) cho day bién ngau nhién
@-mixing v6i > ¢'/2(n) < oo: Cho {X,,n > 1} la mot diy bién ngau nhién
n=1

@-mixing thoa man 320, p'/2(n) < co. Gid stt ¢ > 2, EX,, = 0 va E|X,|? < oo
v6i moi n > 1. Khi d6 ton tai mot hang s6 C' chi phu thudc vao ¢ va ham ¢(-)

sao cho
a+j at+n at+n ) q/2
o] 3 xf)=al 3 e (3 ex)”]
—a+1 i=a+1 i=a+1

v6i moi a > 0 va n > 1. Dac biét, ta co

n n /2
[) el L e+ (L ex)" |
i=1 i=1

E< max

1<j<n i1

v6i moi n > 1.

Cht ¥ 2.15 Trong DPinh 1y 2.4 va trong chting minh khang dinh (1) = (2) ctia Dinh
Iy 2.9, Dinh 1y 2.11 va Hé qua 2.13, gia thiét "day bién ngau nhién lién két am" c6
thé lam yéu di thanh "mo6t mang bién ngau nhién lién két 4m theo hang" va gia thiét
"cting phan phdi' ¢ thé lam yéu di thanh "bi chin ngdu nhién' (xem Dinh nghia
A.20).

Do dé, trong phan ting dung thong ké dudi day, ching toi sé thay gia thiét "day
bién ngau nhién lién két Am cung phan phdi" bang gid thiét "mdt méng bién ngiu
nhién lién két Am theo hang, bi chan ngau nhién béi mot bién ngau nhién".

Chti ¥ 2.16 Trong céc dinh 1y va hé qua trén, liy » = 2, ta thu dugc su hdi tu day

dt cho téng trong s6 ngau nhién cta day bién ngau nhién lién két Am.

2.2 Ung dung trong mo hinh hdi quy

Trong phan nay, ching toi sé 4p dung cac két qui néu trén dé nghién ciu ude
lugng vitng day di cho cidc tham sé trong mo hinh héi quy tuyén tinh don va mo
hinh héi quy phi tham sb v6i thiét ké ngau nhién.

32



2.2.1. Uéc lugng vitng trong md hinh héi quy tuyén tinh don
Xét moé hinh hoi quy tuyén tinh don véi thiét ké ngau nhién nhu sau
Ynj =a-+ bXn] + Engs 1 S j S n, (222)

trong d6, a va b 1a cdc tham s chua biét, {Xnj,n>1,1<j <n}lacic diém thiét
ké ngdu nhién, {Y,,;,n > 1,1 < j < n} 1a mot mang bién quan sat va {e,;,n > 1,1 <
j <n} 1A cic sai s6 ngau nhién.

V6i moi n > 1, dat

n n

Xn = nil Z Xnk; ?n = nil Z Ynk; 5721 = Z(Xnk - )?n)Q

k=1 k=1 k=1

Khi d6, uéc luong binh phuong tdi thiéu cho b va a tuong tmg 13

- = Gy =Y — by X, (2.23)

(xem [15]). Truong hop céc diém thiét ké ngdu nhién {Xn;,n > 1,1 <j<n}la
mdt mang bién ngau nhién NOD theo hang cing phan phéi véi bién ngau nhién X,
{en;;n > 1,1 < j < n} la mot mang bién ngdu nhién NOD theo hang cling phan
phdi v6i bién ngdu nhién e va doc 1ap voi {X,;,n > 1,1 < j < n}, Chen va cdng
su [15] da dua ra téc do hoi tu cho wde lugng vitng manh? cia a, va by,.

Trong phan nay, ching t6i gid sit cdc diém thiét ké ngdu nhién {X,;,n > 1,1 <
j < n} 1a mot mang bién ngau nhién lién két Am theo hang, bi chin ngau nhién bdéi
bién ngau nhién X, cac sai sé ngdu nhién {&,;,n > 1,1 < j < n} 1a mdt mang bién
ngau nhién lién két 4m theo hang véi ky vong bang 0, bi chin ngau nhién béi bién
ngau nhién e va doc 1ap véi {X,;,n > 1,1 < j < n}. Két qud dudi day chi ra téc do

hoi tu cua ude luong viing manh a,, va by,.

Dinh 1y 2.17 Trong mé hinh (2.22), gid sit E(|X|"*{*2}) < 00 va Fe = 0. Néu ton
2

tai p € KSNHy vdil < oo < 2 hodc ¢ € K%ﬂﬂgﬂﬁgﬁ vd1T o > max {2, 2(5},

2-r)=f
2(2— k) > f, sao cho
E((¢7([e]))?) < oo,

thi

Jn)(?’” —b) £ 0 Ehin — oo, (2.24)
va

¢>€Ln) (@0 —a) <20 khin — oo (2.25)

20 day, su hoi tu duge hiéu theo nghia héi tu hau chic chin.
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Chimg minh. Ching ta sé& di chitng minh (2.24) trude. Két hop (2.22) va (2.23), ta

c6 v6i moi n > 1,

n
Z XnkEnk n Z Enk

b, b= - Bl dy—a=—Xnu(by — b) + &, (2.26)

n N N
trong d6 &, = n"' 3 e,,. Dicu nay suy ra
k=1

L
L(@n . b) ¢( )

J— n

Xnk‘gnk - X"ﬁ kzlg k 7

[ M:

(2.27)

Chiing ta sé lan lugt di chting minh Z,, <% 0 va 252 <% DX. Ap dung Dinh Iy 2.9,
Dinh 1y 2.11 v Nhan xét 2.15 véi r = 2, ta ¢6

1 n c.c .
(— Z nk€ne — 0 khin — oo, (2.28)
va, .
5 > ewr =50 khin — oo (2.29)
k=1

bit 4 = EX, 0 = DX. Tiép tuc 4p dung Dinh Iy 2.9 v Nhan xét 2.15 véi r = 2,
d(n)=nva A, =1, tacod

X, = u khin— oco. (2.30)

Két hop (2.28), (2.29) va (2.30), ta thu dugc

Z, <%0  khin — oco. (2.31)
< L / ~ 3+ 32 <z 1 2 e e 1 2 1 n 2 2
Tiep theo, ching ta sé di danh gia —S;. Dé thay, —S; = — > X . — X..
n n n k=1

Vé6i € > 0 ¢6 dinh,
72 — —
PR — 2| > 2) < P(IX0 — ul > vE) + Pul X — | > ).

Tu dé

Xi 5 u? khin — oco. (2.32)
Mat khac, ap dung Hé qué 2.13 va Nhan xét 2.15 v6i r = 2, ¢(n) =n va A,; =1, ta
co

n

- Z X2 = Z (X h)? + (X))

k 1
“ B(XT)? 4+ E(X7)? = B(X?) khin — oco. (2.33)
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2 ” 1 1 n _
Két hop (2.32) va (2.33), ciing vdi khing dinh —S2 = = 3 X2, — X, thu dugc
n n k=1
1 2 c.c. 2 .
-5, — o0~ khin — oo.
n

Ngoai ra, v6i mdi 0 < & < %, ta ¢6

1 1 1 o2 1 o?
Pll+— — —=| > =P(=5*> — Pl=5%<
< 152 o2 8) <n " o2+ 1) i <n "ol —0%)
1 4e ole
< P(|-S52—0% > ‘52— [ >
- (’n " o2e+1 n— 9 1— o2
Khi d6 . .

Két hop (2.27), (2.31) va (2.34), v6i mdi € > 0,
Zn 1
gP(lS%—U2 > \/E> +P(|Zn| > \/E)+P<|Zn| >025>.
T d6, (2.24) duge chiing minh.
n ~ n _
(b, —b) + ——=¢,.

) n -
Tiep theo, tur (2.26) ta co an, —a) = —X,,——
/ (2:20) ta 6 Sy n =) = =Xz o)
Ket qua (2.25) thu duge tu (2.24), (2.30) va (2.29). Ching minh Dinh 1y 2.17 duge
hoan thanh. n

> 5) +P (|Zn] > 025>

1

Lay ¢(z) = 2P¢(2?) 1a mot ham bién d6i chdm, 4p dung Dinh Iy 2.17, ching ta
thu duge Hé qua sau.
Hé qua 2.18 Cho ¢(x) = xPl(aP), trong dé & < p < 1 v L(z) ld mot ham bién doi

cham. Trong mé hinh (2.22), gid st E(| X |[™>4e}) < 00 vdi a > 21 Ee =0 va
D —

E((lel*(lel))*7) < oo

Khi dé,
1 7 c.c. .
1

m(an—a) -0 khin — oo.

Chimg minh. Két hop (2.21) va gia thiét ctia Dinh 1y 2.17, xét trudng hop a > 2, lay
B=1, k=2—p>0.Khido, dieu kién 2(2—x) > 8 trd thanh 2(2—2+p) > 1 < p >
1/2. Véi % <p<l1 SU}Z ra 2(2_25)_5 = 2p2_1 > 2. Do dé, diéu kién o > max {2, ﬁ}
tré thanh a > TQ—l' Ap dung Dinh Iy 2.17 v6i ham ¢ € K§ N Ha N L)L, théa man

T,77‘_p

céc dieu kién néu trén ta dudce dicéu phai chitng minh. [
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2.2.2. Uéc lugng vitng trong mé hinh hdi quy phi tham sb
Xét mo6 hinh hoi quy phi tham s6

trong d6 f(z) 1A mot ham chua biét xdc dinh trén tdp compact A C R, {x,;,1 <
i < n}la cic diém thiét ké cb dinh da biét thudc A va {e,;,1 < i < n} la céc sai s6

ngau nhién. Ching t6i nghién cttu wéc lugng cb trong s6 cho ham f(x) c¢6 dang
Falw) =3 Woi() Yo,
i=1

trong d6 Wys(z) = Wyi(2, Zp1, - . ., Tnp) 18 cdc ham trong s6. Nhiéu tac gia da nghién
cttu tinh tiém can clia fn(x) v6i cac ham trong s6 W,; ngau nhién hoac tat dinh.
Ban doc c6 thé tham khao két qua ciia Tran va cong su [103], Hu [47], Wang va cong
su [113], Deng va cong su [21].

Tiép dén, ching ta nghién cttu md hinh hoi quy phi tham sé véi thiét ké ngau
nhién

Vi = f(Xni) +eniy 1<i<m, (2.35)

trong dé X,,; 1a cac diém thiét ké ngdu nhién nhan gia tri trong tap compact A C R¢,
€ni 1A cdc sai s6 ngau nhién. Udc lugng phi tham s6 cho f(x) duge xdc dinh béi

fulz) = > W)Yo

trong d6 Wis(z) = Wyi(z, Xu1, - - ., Xpn) 12 cdc ham trong sé ngau nhién phu thudc
vao &, Xy, ..., Xp, (xem thém trong tai licu [105]).

Trong mé hinh hdi quy phi tham sb véi thiét ké ngiu nhién, dé xay dung udc
lutgng cho ham hoi quy chua biét f(x), ngudi ta thuong ding mot trong nhitng phuong
phép: Udc lugng phan hoach (Partitioning estimate), Ubc lugng hat nhan Nadaraya-
Watson (Nadaraya—Watson kernel estimate), Uc lugng 1an cAn gan nhat (The nearest
neighbor estimate). N6i chung, cac phuong phap nay déu dua trén ¥ tudng lay trung
binh ¢6 trong s6 céac gia tri Y,; trong mot 1an can ciia diém x can uéc luong. Su khic
biét gitta cdc phuong phap nam & cach dinh nghia lan cdn va gén trong sb6. Dudi day,
chiing t6i sé trinh bay tém tat dic diém chinh ciia cédc phuong phap nay (chi tiét
tham khdo trong cudn sich ctia Gyorfi va cong su [39)):

« Ué6c luong phan hoach: Chon mot phan hoach hitu han hoac dém duge P, =

{An1, Apa, ...} cia R Dé u6e lugng gid tri clia ham tai mot diém z, ta xéc
dinh phan hoach A,; chita z va ldy trung binh tit cd cic gid tri V,; ma X,
cling nam trong cling viung do,

) I A v
n<x> _ Zz—l (Xni€Anj)

=1 (XnieAnj)

36



Khi do,
I(Xni GAnj)
2?21 [(XnieAnj)

Whi(x) = voi x € A,;.

(Dé thuan tién, ta quy uée % = 0). Trong s6 Wyi(x) trong trudng hop nay 1a
bang nhau déi v6i moi diém X,,; € A,,; va bang 0 néu X,,; ¢ A,;.

Uéc luong hat nhan Nadaraya-Watson: Phuong phap nay sit dung mot ham hat
nhan K : R = R, = {z € R | z > 0} dé gan trong s6 cho céc diém dit licu.
Trong d6, trong s6 ciia mdi diem Y,,; phu thudc vao khoang cach gitta X,,; va
diém  can uéc lugng, va mot tham sb h, goi 1a do rong bang thong (bandwidth).
Uéc luong hat nhan duge dinh nghia béi

R ;’L: K z=Xn; Ynl 3 n _Xm
fulx) = ;:1 IS (;;)L(’)L) néu ;K(mh) #0.
Khi do,
x—Xpi
Wm<x> = K( . ))(

Néu Ch(_)n K(l’) = ](||90HS1)7 thi

~ Z:L: 1 z—X,i||<h Ym'
fulw) = St
i1 Ll X il <n)

tiic 1a, f(z) duge uée lugng bang céch ldy trung binh cic Y; sao cho khoang
cach gitta X,,; va x khong 16n hon h.

Uébc lugng 1an can gan nhat: Day 1a mot phuong phap phd bién, dua trén y
tuéng 1a tim ra k diém dit litu X,; gan nhat (vé mit khodng cach) véi diém
x can udc lugng. Sau d6, gia tri uéce lugng ciia f(x) duge tinh bang cach lay
trung binh céng clia céc gia tri Y,; tuong tmg véi k diém 1an cdn nay. Cu thé,
cb dinh z € R, ta sép xép lai n diém dit litu X,1,. .., Xn. theo gid tri ting
dan ctia || X,; — z||. Day dit liéu sau khi sip xép lai duge ki hiéu 1

(n) (n) (n)
XRl(LE)’ )(1_22(1;)7 ey XRn(I)7

sao cho
IXE — 2l <. < X — all,

trong d6 (Ry(z),..., Rn(x)) la phép thé ctia (1,...,n) va X\ dugc xem la lan
can gan thit k ciia z. Néu X,,; va X,,; cdch déu z, tiic 1a || X,; — z|| = || Xn; — ||,

thi X,,; dudgc xem la gan z hon néu i < j.
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Véi k,, 1a mot sb nguyén duong, 1 < k, < n, uéc luong lan can gan nhat dugc
dinh nghia béi
1 &n

Ynz Y
~ ka

=1

Khi dé, trong s6

1k, néu | X, —z| <[|X5) ) —al,

0 néu ngude lai.

5
O Xf)) © Xé>

o x®

o
xP o

o X§5)

Hinh 2.1: Minh hoa k diém lan cén gan nhét clia =

Dé lam 16 cach x4c dinh trong s6 theo phuong phép lan cdn gan nhat, ta xét vi
du cu thé véi cdc tham sb thiét ké duge thiét 1ap nhu sau: Lay A = [0,1], n = 5,
k = k, = 2. Céc diém thiét ké thuoc A = [0,1] dugc ldy c6 dinh theo quy tac
wgn) = %, i=1,2,...,n. Décho don gian, ta viét: 1 = 0.2, 9 = 0.4, 23 = 0.6, 14 =
0.8, 25 = 1.0. Tai diém x € A bat k¥, cac trong s6 W, (z) dude xac dinh dua trén
viée sap xép cac khoang céch |z; — x| theo thit tu tang dan. Két qua tai mot sé diém
x dudc chon nhu sau:

o Tai z = 0.3, ta sip x¢ép cic khoang céch |z; — x| theo thit tu tang dan:
0.2 - 0.3] <]0.4— 0.3 < 0.6 — 0.3] < [0.8 — 0.3] < [1.0—0.3],

hay

Do d6, b6 (Ry, Ry, Rs, Ry, Rs) = (1,2,3,4,5). Véi k = 2, cac trong s6 W(z)
dugce xac dinh baéi

1
Ws1(03) = Wia(03) = 5 =05, Wis(0.3) = Wi (0.3) = W (0.3) = 0.
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e Tai x = 0.5, tuong tu nhu trén, ta co
|zg — 0.5 < |23 — 0.5| < |z; — 0.5 < |zy — 0.5] < |z — 0.5,
do d6 bd (R, Ry, R3, Ry, Rs) = (2,3,1,4,5) va céc trong sd

Wi2(0.5) = Wis(0.5) = 0.5, Wa1(0.5) = Wiy (0.5) = W5(0.5) = 0.

e Taix=0.9,
do dé bo (R, Ra, Rs, Ry, Rs) = (4,5,3,2,1) va cic trong s6

W54(09) = W55(09) - 05, W51<09) - W52(09) = W53<09) = 0

Gan day, nhém téc gid Ding va Son [24] da dua ra két qua ve udc luong ving
manh cho fn(x) v6i sai s6 ngau nhién c6 cau tric m-ANA va chi ra mot day ham
trong s6 W,,; theo phuong phéap lan can gan nhat. Ké thita va phét trién huéng nghién
citu nay, ching toi sé thiét 1ap uéc luong viing day du cho fn(a:) véi sai s6 1a cac bién
ngau nhién lién két 4m. Dé minh hoa cho céc két qué 1y thuyét, ching toi sé dua ra
mot diy ham trong s6 W,,;(x) cu thé theo phuong phap lan cin gan nhat théa man
cac dieu kién dudi day va thuc hién cdc mé phong sd ¢ phan sau clia muc nay.

V6i mdi # € A, gid stt ham trong sé ngau nhién W,;(x) théa man:

(A1)

S Waila) = 1| <% 0,
=1
(As) Enj |Wii(z)| < M hau chac chan,
=1
(As) 2 [Woil@)|-f (Xna) = F (@) xpi-al>0) — O vOi moi a > 0.

Dinh 1y 2.19 Trong mé hinh (2.35), gid st {epi,n > 1,1 <i < n} la mot mdng bién
ngau nhién lién két am theo hang vdi ki vong 0, bi chdn ngau nhién bdi bién ngau
nhién e va {W,;(x),1 <1 <n,n > 1} la mdt mdng bién ngau nhién lién két am theo
hang va déc lgp vdi {e,;, 1 < i <n,n > 1}. Gid st ton tai p € K§NHy vdi 1 < a0 < 2

2p
—————— Y wva 2(2— k) > 3, sao cho
2(2—k) — B} ( )> 8

E((¢™(le]))?) < oo,

hodc ¢ € K§ NHa N Egﬁ vdi o > max {2,

vdi moi x € A,



Khi dé véi moi x € c(f),
fn(x) = f(z)  khin — oo,
trong dé c(f) la tap hop tat cd cdc diém lién tuc cia ham f(z) trén A.

Chiing minh. V6i moi x € A, ta co

A

Fla) = 1(&) = 32 Wasl@)ews + [ 30 Woalo)f (o) = f(a)].

Voi r = 2 va Ay = ¢(n)W,,(z), dieu kién (2.2) duge théoa man nho gid thiét (Ay).
Ap dung Ménh dé 1.31 ta ¢6 {¢(n)Wyi(z),i <1 < mn,n > 1} ciing la mot mang cic
bién ngau nhién lién két &m theo hang. T d6, 4p dung Dinh 1y 2.9 va Dinh 1y 2.11,

ta co,
n

=1

Do d6, dé hoan thanh chting minh, ta can chi ra
> Wii(@) f(Xni) — f(z) <% 0 khin — occ. (2.36)

Do z € ¢(f), v6i moi e > 0, ton tai & > 0 sao cho |f(2') — f(x)] < 557 ding véi moi
¥ € Ava |2’ —z|| <. Chon a € (0,9), ta cb

n

> W) (Xos) = f(x)

n

<Z|Wm (X)) = F) L (x, -zl <a)

n

+ 2 W@ (X3) = F@) (x50 +

> W) = 1|70

< 537 22 Wl + 3 Wl LF) = F@l 1o+ | 32 Winle) = 10

=1
< % + Z (Wi ()| [f(Xe) = f(@) L1 x,-a)>a) +

@) = 1| @)

~ 5) = P(.zn: Wi (2)[|f(X3) = (@) L(1x,~a)>a) > ;)
S W)~ 1701 > 5)

Két hop véi gid thiét (A;) va (As), suy ra (2.36). Dinh Iy 2.19 dugc chtmg minh. O
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Hé qua 2.20 Cho 3 <p<1,a> 21)2—_1 va £(x) la mot ham bién doi cham. Trong mo
hinh (2.35), gid st {epi,n > 1,1 < i < n} la mét mdng bién ngau nhién lién két am
theo hang vdi kj vong 0, bi chdn ngdu nhién bdi bién ngau nhién € va {W,;(z),i <
1 < n,n > 1} la mot mdng bién ngdu nhién lién két aGm theo hang va doc lap vdi
{eni,n > 1,1 <4 < n}. Néu E((|e|¢%(|g]))*/?) < oo v

Y E(WS(z)) = O(n'~*P/t*(n?)) Vz € A, (2.37)

=1

thi vdi moi x € c(f), ta cd

Fulx) £ F(z) khi n— oo.

2.3 M6 phong

Trong phan nay, ching t6i dua ra hai vi du mé phéng dé kiém ching céc két qua
Iy thuyét. Vi du dau tién nghién cttu tinh vitng day da cho uéc lugng binh phuong

t61 thiéu a,, by trong mo hinh hdi quy tuyén tinh don véi thiét ké ngau nhién.

Vi du 2.21 Véi n > 3 cb dinh, xét (g,1,...,En,) 1a mdt vécto ngau nhién chuan
N, (0,%), trong d6 0 la vécto khéng va ¥ 1a ma tran hiép phuong sai

[1+62 -0 0 ... 0 0 0

-0 146> -6 ... 0 0 0

0 -0 1+6 -6 ... 0 0

0 0 0 ... 1+62 -0 0

0 0 0 ... -0 146 -0
I 0 -0 1+6%

v6i 0 = 0.5. Theo Joag-Dev va Proschan ( [55], trang 293), ta ¢6 €,1, ..., Eny 18 MOt
day bién ngau nhién lién két Am v6i moéi n > 3 va ¢ mdmen hitu han moi cap.

Xét moé hinh hoéi quy tuyén tinh
Ym:a—l—me—i—gm, 7::1,2,...,71,

Gia st Xp1, ..., Xpn 12 céc bién ngau nhién doc lap va c¢é cing phan phéi déu lién
tuc trén tap [0,1], {V,;,n > 1,1 < j < n} 1 mdot mang bién quan sét. Udc lugng
binh phuong t6i thiéu cho b va a tuong ting 1a

. (Yo = Y (X — X .
b, = Sz (Yo ng LB OV S
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Lay % <p<l, a> % va {(z) = 1, 4p dung Hé qué 2.18 ta dugc
n'P(a, —a) <& 0 va n'P(b, —b) <5 0 khi n — .

Lay a = 2, b = 3 va kich thuéc mau n lan lugt 1a 20, 50, 80 va 160. V&i moi kich
thudc mau, ta tinh G, va b, 300 lan va thu duge bidu dd hop (boxplot) Hinh 2.2a va
Hinh 2.2b tuong ting véi ting kich thuéec mau ¢ trén. Bang 2.1 dua ra trung binh,
can bac hai clia trung binh binh phuong sai s6 (RMSE) ctia @, va b,. Khi ¢5 mau n
tang, trong Bang 2.1, RMSE cua a, va by giam ddng ké. Nhitng két qui nay vé co
ban phit hop véi két qua chiing ta da chtmg minh.

160
1

80
Il
=
+
160
Il

mpl
50
1
+
+
— +
+
+
mpl
50 80
1 1
+
+
+

20
1

+
+
+
20
1

Hinh 2.2a: Boxplot cia a, Hinh 2.2b: Boxplot ctia by,

Béang 2.1: Trung binh vA RMSE cta d,, va by,

n | a | Trung binh cua a, | RMSE cua a, | b | Trung binh cta IA)n RMSE cua En
20 | 2 2.01 0.092 3 2.99 0.176
50 | 2 2.00 0.059 3 3.00 0.114
80 | 2 2.00 0.043 3 3.00 0.083
160 | 2 2.00 0.033 3 3.00 0.066

Tiép dén, chiing t6i thuc hién mo6 phéng dé nghién citu tinh viing day du cho wéc

lugng c6 trong s6 ctia ham f(z) trong md hinh héi quy phi tham s6 véi thiét ké ngau

nhién theo phuong phép lan can gan nhat.

B6 dé dudi day 1a mé rong ctia Bo dé 6.1 trong tai liéu ctia Gyérfi va cong su [39)].

Gid stt {X,i,1 < i < k,,n > 1} 1a mot mau ngau nhién duge it ra tit bién ngau
nhién X. K{ hi¢u d do xdc suat ciia X 1a p, S, 13 hinh cau tAm x bén kinh & > 0
va support(p) = {z : p(Sze) > 0 Ve > 0} duge goi la gid (support) ctiia p (hodc cla
X).

B6 dé 2.22 Néu x € support(in) va 7}1_)1210%" =0 thi

IXE o — 2l <= 0 khi n— oo.
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Chiing minh. Lay € tuy ¥ va M > ( . Theo dinh nghia, x € support(u), véi n di

16n, ta cé
(X8 ) = o > <) ={izz Xes. < )
© {32 Toxues < n(52e) — 2/}
C {‘igl Xpi€8ac) — M(See) >€/M}-
Vi
Tllzn:I(Xmesx,g) =% u(Sze) khi n— oo,
nén -

IXE) o — 2l <% 0 khi n— oo

Vi du 2.23 Xét m6 hinh héi quy phi tham s
Yni:f(Xni)+5ni7 i:1a2a"'7n7

trong d6 f(z) 1a mot ham lién tuc chua biét trén tap [0,1], {e.:, 1 < i < n} dude cho
trong Vi du 2.21.

Gid st Xp1, ..., Xnn la cdc bién ngau nhién doc lip va cé cung phan phoi
déu lién tuc trén [0,1]. V6i moi x € [0,1], goi R, 1a hang (rank) cta || X,; — z||
v6i i = 1,2,...,n. Khi d6, theo Joag-Dev va Proschan ( [55], trang 292) ta c6
Ryi, Ryo, ..., Ry, 14 cac bién ngau nhién lien két &m. Lay 0 < h,, < n sao cho
%" — 0 khi n — oo, ta x4dc dinh cdc ham trong s W,,;(x),1 < i < n theo phuong
phép 1an can gan nhat béi W, (x) = k' I(gr,.<p,). Khi d6 Woi(z),. .., Wp,(z) 14 lién
két am. R6 rang dicu kién (A;) va (Ay) thda man. Ngoai ra, theo Bo dé 2.22, v6i moi
r €A,

IX — 2| <% 0 khi n — oo,
tit d6 suy ra diéu kién (As) thdéa man.
Mat khac, P(R,; =r) = % v6i r=1,2,...,n nén
n 1
S EWE) = s

=1

Do d6, 1y p = 3/4, a =5, (z) = 1, h, = [n®™]. Khi d6 E(|¢|*?) < oo va dicu kién
(2.37) théa man. Ap dung Hé qua 2.20 ta c¢6 v6i moi = € (0, 1),

A

fo(z) <= f(z) khin — oo.
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Liy f(x) = 2 néu x € [0,1] va f(z) = 0 néu x ¢ [0, 1]. Ly kich thuéc mau n lan
luot 1a 200, 500, 800 va 1600. Vi moi kich thuée mau ta tinh fn(q:) — f(z) 500 lan
tai z = 0.1, 0.5, 0.9 tuong ting véi ting kich thuéc mau. Cac két qua nay dugc theé
hién trong biéu dd6 hop tuong tng Hinh 2.3, 2.4, 2.5. Bang 2.2 dua ra trung binh va
c&n bac hai cfia trung binh binh phuong sai s6 (RMSE) cia f,(z) — f(x) véi z = 0.1,
0.5, 0.9 tuong tng. C6 thé thdy rdng div # = 0.1, 0.5, 0.9 thi do lech f,(x) — f(z) van
dao d6ng quanh 0 khi ¢5 mau n ting 1én. Bang 2.2 cho thiy thiy rang RMSE cia
fn(x) — f(z) gidm dang ké khi n tang. Nhitng két qua nay vé co ban phit hop véi két
qua chung ta da chiing minh.

1600

e

500
+
+

200

1600

80(
t

?

200

T
-0.1 0.0 0.1 0.2
160 -1x)

Hinh 2.4: Boxplot ctia f,(z) — f(z) tai 2 = 0.5

1600

sample size

=5

500

200

T T T T
-0.15 -0.10 -0.05 0.00 0.05 0.10 0.15
1)~ 1(x)

Hinh 2.5: Boxplot ctia f,(x) — f(z) tai z = 0.9

44



Béng 2.2: Trung binh va RMSE ctia fn(x)

n x | f(z) | Trung binh | RMSE
0.1 ] 0.01 0.011 0.057
200 | 0.5 | 0.25 0.253 0.054
0.9 | 0.81 0.807 0.055
0.1 0.01 0.010 0.044
500 | 0.5 | 0.25 0.248 0.045
0.9 | 0.81 0.814 0.042
0.1 0.01 0.007 0.038
800 | 0.5 | 0.25 0.251 0.039
0.9 ] 0.81 0.811 0.039
0.1 ] 0.01 0.009 0.033
1600 | 0.5 | 0.25 0.250 0.032
0.9 | 0.81 0.810 0.031

Két luan Chuong 2

Chuong 2 thiét 1ap céc diéu kién cho su héi tu day di clia téng trong s6 ngau
nhién ctia day bién ngau nhién lién két Am va Pinh 1y Baum-Katz cho tong trong sd
ngau nhién ctia day bién ngau nhién lién két A&m véi day chuan hoéa tong quét. Noi
dung nay dudc viét dua trén cong trinh s6 [2] trong Danh muc céng trinh khoa

3 » .2 N X A » e
hoc cua tac gia lién quan dén luan an. Cu the:

« Dbinh Iy 2.4 dua ra cac diéu kién dé thiét lap dinh 1y hoi tu day du cho tong
trong s6 ngau nhién clia cdc bién ngau nhién lién két am véi day chuan hoéa
¢ € Kiptrongdor > 1, a € (1,2]. DPé minh hoa két qua Dinh 1y 2.4, chiing t6i
trinh bay Vi du 2.6 vé phan phéi Pareto hai phia. Tiép dén, lay ham o(z) =
Ta logg r € Klg, trong d6o r >0, 1 < a < 2 va ar > v ta thu duge Hé qua 2.7.
Ngoai ra, Hé qué 2.7 nay da tong quat két qua ctia Chen va Sung [14].

« Dinh Iy 2.9 ¢6 thé xem la dinh I Baum-Katz cho tong trong s6 ngau nhién
clia cac bién ngau nhién lién két am véi day chuan héa ¢ € K& N H, trong
d6r > 1, a € (1,2]. LAy r = 1 trong Dinh 1y 2.9, chiing ta thu dugc Hé qua
2.10 dugc xem la ludt manh s6 16n Marcinkiewicz-Zygmund cho tong trong sd
ngau nhién ciia day bién ngau nhién lién két am. Dé minh hoa Hé qua 2.10,
ching ta xét lai day bién ngau nhién c6 phan phéi Pareto hai phia va lay
o(z) = 21/%(log2)1+9/% trong d6 § > 0 nhé tuy ¥, thu dugc két qua tét hon

luat s 16n Marcinkiewicz—Zygmund co dién.
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o Khi a > 2 ching tdi tiép tuc thiét lap Dinh Iy 2.11 dude xem 1a dinh ly
Baum-Katz cho tong trong s ngau nhién ctia céc bién ngau nhién lién két
am v6i day chuan héa ¢ € K¢ NH, N LY, trong d6 r > 1, 2(r — k) > 3,

2(r—1)8

2(r—k)—p
ducc Hé qua 2.13.

a > max{?, } Lay ¢(x) = zPl(aP), T <p<r r>1,tathu

« Dua trén chting minh ctia Pinh 1y 2.4 va Dinh 1y 2.11, ta c¢6 thé két ludn rang
2(r—1)p

két qua cta Pinh 1y 2.4 van ding khi o > max<{2, ——— % r > 1,
2(r—r)—p

2(r — k) > (3 va diéu kién bo sung ¢ € KN LY.

« Nhitng dinh 1y va hé qua trén van ding véi cac cau tric phu thuoc khac, chzing
han nhu hiéu martingale, bién ngau nhién NSD, bién ngau nhién p-mixing véi
S z ~ z ~
> ©'2(n) < oo, bién ngau nhién p*-mixing (hodc p-mixing), bién ngau nhién
=1

m-ANA.

Ngoai ra, ap dung cac két qua vira néu, ching téi dua ra téc do hoi tu cho uée
lugng vitng day di trong mo hinh hoi quy tuyén tinh don va trong mo hinh hoi quy
phi tham s6 véi thiét ké ngau nhién. Ciing trong phan nay, ching toi dua ra vi du

m6 phoéng dé kiém chiing hiéu qué clia cac két qua 1y thuyét. Cu thé:

e Dinh 1y 2.17 chi ra téc do hoi tu ctia u6c luong viing day di cho hai tham
s6 trong mé hinh hdi quy tuyén tinh don véi thiét ké ngdu nhién (2.22) bang
cach 4p dung Dinh Iy 2.9, Dinh 1y 2.11 v6i r = 2. Liy ¢(z) = 2P{(2P) trong d6
1< p <1, {(z) ]a mot ham bién doi cham, ta thu dugec Hé qua 2.18.

 Khi nghién cttu mé hinh hoi quy phi tham s6 v6i thiét ké ngau nhién (2.35),
Dinh 1y 2.19 da ra uéc luong vimg day di cho ham f(z) bang cach 4p dung
Dinh 1y 2.9, Dinh 1y 2.11 va cdc gia thiét (A;) — (A3) ctia ham trong s6 ngau

nhién.

« Chiing tdi thuc hién hai vi du mé phéng dé kiém chiing hiéu qua ctia cac két
qué 1y thuyét. Trong cd hai mo6 phoéng, dit liéu quan sat ducc gia dinh 1a doc
14p va c6 ciing phan phoéi déu lién tuc trén [0,1]. Vi du 2.21 nghién cttu tinh
vitng day du cho uéc lugng tham s6 trong moé hinh hoi quy tuyén tinh don véi
thiét ké ngau nhién. Vi du 2.23 nghién ctu tinh vitng day du cho uéc lugng cé
trong s6 ctia ham f(x) trong mo6 hinh hoi quy phi tham sé véi thiét ké ngau

nhién theo phuong phap lan can gan nhat (The nearest neighbor estimate).
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Chuong 3

A 2 , ~ « X = PN N
Luit s6 16n cho day bién ngau nhién lién
X A [N A Xe A v

két Am va phan phéi dudi nang

Céc phan phdi nhu Pareto, phan phédi log-gamma, phan phdi Cauchy, phan phoi
Weibull, déu c¢é x4c suat & phan dudi P(X > z) 16n hon so v6i phan phdi mil. Nguoi
ta goi nhitng phan phdi cé tinh chat nhu vay 14 phan phéi dudi ning. Rolski va cong
su ( [83], trang 49) da dua ra dinh nghia: Mot bién ngau nhién X dudc goi 1a c6 phan
phéi dudi nang néu E(e*¥) = [ eMdF(x) = oo v6i moi A > 0. Khi d6, v6i moi A > 0,

0

PX >z
lim ( S ) = lim eMP(X > 2) = oo.
T—00 e—\T T—00
No6i céch khéc, mot bién ngau nhién c6 dudi nang thi xac suat ¢ phan dudi ciia né
P(X > ) giam chdm hon ham mii e~**. Chinh diic diém 'dudi nang' nay da dan

Phan dudi ctia céc phan phdi

P(X >x)

00 02 04 068 08 10

dén nhiing két qua bat ngd trong 1y thuyét xéc suat, dién hinh 1a két qua ctia Heyde
( [42], Pinh 1y 3): Xét {X, X,,,n > 1} 1a mot day bién bién ngau nhién doc 14p va c6
cting phan phdi dudi ning P(|X| > x) = x~*¢(x) théa man EX = 0 néu E|X| < oo,
trong d6 0 < o < 2, # 1, £(2) 13 mdt ham bién d6i cham. Khi d6, day tong riéng
S, = 3%_, X}, khong tuan theo luat manh s6 16n thong thuong, tiic 1a ching ta khong
thé tim duge day hang s6 chuan héa 0 < b, 1 dé S, /b, — 1 hau chic chan. Ngoai ra,
dit liéu dudi nang ciing xuat hién trong nhiéu linh vuc nhu kinh té, thiy van, vat 1y
va vién thong. Mandelbrot [69] 1a ngudi dau tién dua khai niém dudi ning vao linh
vuc tai chinh bang céch chi ra su thay déi trong gid béng cé tinh chit dudi ning.
Sau dé, nhiéu vi du khéc vé phan phéi dudi nang da dude nghién citu, bao gom tin
hiéu dién thoai (Stuck [94]), luu lugng tép trén internet (Crovella va cong su [17]),
lgi nhudn trén thi truong tai chinh (Embrechts va cong su [29]), cuong do dong dat
va 1 lut (Malik [68]), théng ké thu nhap (Malik [68]). Cac mo6 hinh nhu vay déu cé
dic diém 1a trung binh v6 han ho#ic phuong sai vo han. Chinh diéu nay da thic day
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nhiéu nha todn hoc phat trién cic dinh 1y giéi han cho day bién ngiu nhién cé phan
phdi dudi nang. Tac gid Gut [36] da dua ra luat yéu s 16n cho cac bién ngau nhién
khong am c6 trung binh vo6 han trong tro choi St. Petersburg. Ding va cong su da
thiét 1ap dugce su hoi tu trung binh va dinh 1y giéi han trung tdm cho téng trong sb
clia cdc bién ngau nhién dudi ning ( [26]) va dua ra luat yéu sb 16n cho cac bién ngau
nhién c6 mémen cip r vo han (xét véi 0 < r < 2, [27]). Trong phan nay, ching toi
nghién cttu luat s6 16n Marcinkiewicz cho tong trong sé tat dinh ctia cdc bién ngau
nhién lién két 4m va dudi ning.

Dua trén tinh chit giai tich ciia cdc ham bién déi chdm va dinh 1y Karamata,
chiing t6i sé thiét 1ap Luét yéu s6 16n Marcinkiewicz cho téng trong sd tat dinh

Mn

Sn = Z anXj,
j=1

trong d6 {cnj, 1 < j < my,,n > 1} 1a mot mang s6 thue, {X,,, n > 1} 1a mot day bién
ngau nhién lién két Am, bi chin ngau nhién bai bién ngau nhién X (xem Dinh nghia
A.20) théa man

P(|X|>z) < z7"(z), (3.1)

trong d6 0 < r < 2 va £(x) 13 mot ham bién ddi cham (xem Dinh 1y 3.1). Truong
hop {(z) = 1 va {X,,,n > 1} 1A mot day bién ngau nhién doc 1ap, ching ta thu duge
Dinh 1y 12 trong [27]. Trong Hé qua 3.2, ching t6i dua ra dicu kién cu thé ciia hang
s6 chuan héa cho luat yéu sé 16n Marcinkiewicz khi P(|X| > x) < 27"¢(z). Sau dé,
chting téi chimg minh rang day chuin héa trong Hé qué 3.2 1a tbi wu ddi véi day
bién ngau nhién doc 1ap ciing phan phéi (xem Hé qua 3.4). Ngoai ra, ching t6i ciing
trinh bay Vi du 3.3 dé lam 16 ¥ nghia ciia ctia Hé qua 3.2 so véi luat yéu sd 16n
Marcinkiewicz-Zygmund. Tiép theo, trong Dinh 1y 3.5, ching t6i phét trién ky thuat
Adler va Rosalsky [1] dé nghién citu téc d6 hoi tu ctia ludt manh s6 16n Marcinkiewicz
thong qua su hoi tu day du cta tong trong sb tat dinh ctia day bién ngdu nhién lién
két am, bi chan ngau nhién béi bién ngau nhién X théa man (3.1). Sau dé, ching
t6i chiing minh rang day chuan héa trong Dinh 1y 3.5 1 t6i wu d6i v6i day bién ngau
nhién lién két am cting phan phdi (xem Dinh 1y 3.8). Ldy a = 1 trong Dinh Iy 3.5,
ching ta thu dugc luat manh sb 16n dang Marcinkiewicze-Zygmund cho tong ¢ trong
s6 clia cac bién ngau nhién lién két Am (xem Hé qua 3.9). Ngoai ra, chiing téi ciing
trinh bay vi du vé phan phéi log-gamma hai phia va tro choi Feller (xem Vi du 3.10,
Vi du 3.11) dé minh hoa Hé qua 3.9. Tit céc két qua thu duge, ching t6i 4p dung
dé tim wéc luogng vimg cho gid tri rii ro c6 dicu kién cVaR véi dit liéu dudi ning va
nghién citu tinh viing clia cac wéc luong trong moé hinh hoi quy ban tham sé véi céc
sai s6 dudi nang (Pinh 1y 3.12 va Dinh Iy 3.14).
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3.1 Luat sb 16n cho day bién ngiu nhién lién két Am
va phan phbi dudi ning

Luat yéu sb 16n

Dinh ly 3.1 Cho {X,,,n > 1} la mét day bién ngau nhién lién két am, bi chan ngau
nhién bdi bién ngau nhién X théa man P(|X| > x) < 27"(x), trong d6 0 < r < 2 vd
{(z) la mot ham bién doi cham. Cho {cpr, 1 < k < my,n > 1} ld mét mdng tam gidc

56 thuc théa mdan m, / 0o, sup cpp — 0 khin — co vd
1<k<n

Mn

Y learl Ulenk] ™) = o(1). (3.2)
k=1
Néu 0 <r <1 thi .
S Xk B0 khin — oo, (3.3)
k=1
Néur =1 th
Z an(Xk — E<Xkl(|cnka\§1))) i 0 khi n — oo. (34)
k=1
Neul<r<2th .
S (X — EXy) B0 khin — oo (3.5)

k=1
Truong hop 0 < r < 1, gid thiét {X,,,n > 1} la mét day bién ngau nhién lién két am

6 thé b6 qua.

Chiing minh. Do cn, = ¢}, — ¢, khong mat tong quat, gia sit ¢, > 0. Véin > 1,
1 <k<m,, dat

X’I/lk = _[(anXk<—1) + anXk[(\anXMSl) + [(anXk>1)'

Theo Ménh dé 1.31, {X/, — EX!,, 1 <k < m,,n > 1} 1a mdt diy bién ngau nhién
lien két am v6i ky vong 0. Véi moi € > 0, 1an lugt 4p dung bat déng thitc Markov (B6
de A.2) cho bat déng thitc dau tién, bat ding thitc cuc dai Rosenthal cho day bién
ngau nhién lién két am (B3 dé 2.3) cho bat dang thitc thit hai, bit ddng thic C,. (BS
dé A.7) cho bat dang thiic thit ba, B3 d& A.21 cho bat dang thiic thit tu va Nhan xét
1.6 cho bat déng thitc cubi cling ta c6 (g=1néul0<r<lvag=2néul <r<?2):

Mn 1 Mn q
P < > (X — EXpp) > 5) <k > (Xp — EXy)
k=1 € k=1
<O pix, _Ex
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o

< *ZE Xl = 2 2 (PUXK > lear] ™) + B xy <o)
k=1
¢ IO < S g
<& PUX] > fewl ™) + = 2 B ixigie,n)
€9 = 1cnk7é0 €% k=1, 140
C n, O & . .
<3 S5 POX| > feul )+ X dw X FPG-1<IX|<))
€7 j= 1L,enk#0 k=1,cnx7#0 1<j< et +1
¢ P(|X DR S 1P(|1X| > j
S SN YR R SR A SRR v (D)
k=1,cn1 70 k=Lenk#0  1<j<|er )t +1
c m o e
<o % (lewltenl ™+ X 5G))
€ k=1,c1 70 1<j< e 41
C Mn 1 .
§—Z|cnk| U|enk] ™) — khi n — oo.

T do6 suy ra

S (X, —EX') 50 khin — oo (3.6)
k=1
Mit khéc,
P ( Z(anXk — X?”Lk) > 6) S Z P(anXk 7é X;Lk)
k=1 k=1
= > PUXu > lewl™)
k=1,c 1 #0

<C > PUXI>lewl™)

k=1,c,17#0

<O enk| U(car] ™) = 0 khin — oo. (3.7)

k=1
Két hop (3.6) va (3.7) ta c6
S (e Xy — EXL) 50 khin — oco. (3.8)
k=1

Phan con lai ciia chitng minh dinh 1y, chting t6i chia thanh ba trudng hap.
Trudng hop 1: r = 1. Ta viét

% Cnk(Xpe—E(Xid (e, x,1<1))) = ?:Ll(cnka — ek E(Xi Lo, x01<1)
- :nl(cnkxk — EX}) + k%l (EXLy, = canB(Xid (e, x,1<1) )
Ta co
1?51 (EXTILk — anE(XqucnkaSl)))‘
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Mn

S (“P(Xp < —cb) + P(X;, > cng))‘

k:Lan?éO
mn Mn
< D PUXI> el ™) < C Y el ] 7).
k=1,c,x7#0 k=1

Két hop véi (3.2) va (3.8), ta thu duge (3.4).
Truong hgp 2: 0 < r < 1. Ta sé chi ra ) EX', — 0khin — oo, dé két hop vdéi
k=1

(3.8) ta c6 dpcm. Thét vay, 4p dung B6 dé A.21 va Nhan xét 1.6,

EXyl< Y (PO > o) + curBIXul Ty et
k=1 k=1,c,,1, 70 -
< > ((Co+COP(X| > i) + CremEI X[y i< o)
k=1,c,4 20 "
<0 Y (PUXI>ehten X PG-1<IX]<))
k=1,c01, 70 1<j<]epy]+1
<c Y (PO ghtes X POXI> )
k=1,cpk 70 1<j< ey | +1
<C Y (lewl el D tew X 57
k=1,c,17#0 1<5< et +1

<O Jeml tem]™) = 0 khin — oc. (3.9)

k=1

Két hop (3.9), (3.2) va (3.8) ta suy ra khang dinh (3.3).
Trudng hgp 3: 1 < r < 2. Tiép tuc ap dung B6 dé A.21 va Nhan xét 1.6, ta c6

k=1 k=1 k=1

< > (P(‘Xk’ > o) +anE\Xk|I(|Xk|>c;,;)>

k=1,c17#0
e.¢]

<c ¥ (PUXI>ahtan X GHOPG<IXI S+ D)

k=1,c,,#0 j=le,
<c Y (POXI> )+ X PUXI>))
k=1,cn1#0 j=le, ]
<0 Y (lewlen ™ +ew X 57)
k=1,cnr#0 j=le,t]
<O enk] (car] ™) = 0 khin — oc. (3.10)
k=1
[l

Khang dinh (3.5) duge suy ra tir (3.2), (3.8) va (3.10).
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Tt chitng minh Dinh 1y 3.1, ching ta suy ra dugc Hé qua dudi day.

H¢ qua 3.2 Cho {X,,,n > 1} la mét day bién ngau nhién lién két am vdi ky vong
0, bi chdan ngdu nhién bdi bién ngau nhién X théa man P(|X| > z) < z7"¢(x), trong
dé 1 <r <2 wal(zx) la mot ham bién doi cham. Cho {a,,n > 1} la mot ddy sé thuc
duong. Vdi moi e > 0, ta co

1
P(
an

trong dé C. la mot hing s6 duong phu thudc e.

> X

k=1

Y

- 5) < Conl(ay)

T
an

Ngoai ra, neu

lim 7). (3.11)
n—00 az
thi
IR P :
— > X, =0  khi n— oo. (3.12)

an =1
Joag-Dev va Proschan [55] da chi ra rang cdc bién ngau nhién c6 phan phdi chuin
dong thoi c6 tuong quan am 1a lien két Am. Dua vao két qua nay, ching toi trinh bay

vi du sau dé minh hoa Hé qué 3.2.

Vi du 3.3 Cho {e,,n > 1} 1la mot qua trinh Gauss thoi gian rdi rac sao cho moi ho
hitu han {e1,es,...,e,} déu c6 phan phdi Gauss dong thdi N, (0,X), trong d6 0 1a

vécto khong va

1 =—p 0 ... 0 0 O
-p 1 —=p ... 0 0 O
Y= : : : : : S, O<p<L
0 0O ... —p 1 —p
00 0 ... 0 —p 1]

Khi dé e; ~ N(0,1) v6i moii > 1. Goi ®(z) 14 ham phan phdi ctia phan phdi chuan tac
va dat e = ®(e;), ¢ > 1. Theo Joag-Dev va Proschan [55], {e,,n > 1} va {e/,,n > 1}
14 cac day bién ngau nhién lién két am.
Cho X la mot bién ngau nhién c6 phan phoi log-gamma hai phia v6i ham mat do
1 V|| —T— v—
f,rv) = or¥fel ™ (log(|2])" ™ /T(w), 2| 2 1, (3.13)
trongdo v >1,1<r <2 Tacd EX =0, E|X|"=00va E|X|* <ocov6i0<s<r.
Goi F(x) 1a ham phan phdi tich liiy ctia X, dat X; = F~1(e}). Khi d6 {X,,,n > 1}
1a mot day bién ngau nhién lién két 4m va cé cling phan phdi xéc suat véi X. Ludt
yéu s6 16n Marcinkiewicz-Zygmund (xem Dinh 1y A.16) chi ra
1 n

=
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Mt khéc, P(|X| > z) < 2" (log™ ()" (trong dé log™(z) = max{0,logz}). Ap
dung Hé qua 3.2 vé6i

an:nl/T(10g+(n))%g( ), trong d6 lim g(n) = oo,

n—oo

ta thu dugc
1

nV/r(log* (n)) 7 g(n) iz
Két qua nay tét hon luét yéu s6 16n Marcinkiewicz-Zygmund.

ZXk—>O khi n — 0.

Khi {X,X,,n > 1} 1a mot diy ngau nhién doc 14p cing phan phdi vaéi day
tong riéng {S,,n > 1}, Pinh 1y 1.3 trong Gut [35] da chi ra rang, véi r € (0,1],
"0~ (z)P(|X| > x) — 0 khi n — oo 1a diéu kién can va dua dé thiét 1ap su hoi tu

Sn — nE(XI(x|<n1/mu(n)) 50 khin— oo
nl/TE(n) |

Bang ky thuat d6i xtmg, Hé qua dudi day chi ra rang (3.11) 1a diéu kién tbi wu clia
day chuan héa dé thiét 1ap két qua (3.12) trong trudng hop day bién ngau nhién 1a
doc 1ap cling phan phéi.

Hé qua 3.4 Cho {X,,,n > 1} la mét day bién ngdu nhién déc ldp cing phdan phoi
vdi ky vong 0 théa man P(|X| > x) < a7 "l(z), trong d6 1 < r < 2 va {(x) la mdt
ham bién doi cham. Cho {a,,n > 1} la mot day s6 thuc duong. Khi dé,

1 n
Y X, B0 khin— oo (3.14)
Un =
khi va chi khi ,
nlan) o i — oo (3.15)
ay,

Chaing minh. R& rang diéu kién da dude suy ra truc tiép tit Hé qua 3.2. Ching ta sé
di chting minh diéu kién can.

Gia sit (3.14) ding. V6i méi n > 1, gid st X,, va X/, 1a céc bién ngau nhién doc
14p cung phan phéi. Khi d6 X? := X,, — X/ 1a mot bién ngau nhién déi xting (Dinh
nghia A.11). Khi dé,

iZX,gio khi n — co. (3.16)

(n =1

1<k<n

k _
Do | X}| §|ZX§’|+‘ ZXf suy ra max | X7 <2 max ]ZXS| Ap dung Bé dé
i=1 i=1 <i<

N 1
A.14 va Bo de A.15 v6i 6 = 2 ta ¢6 v6i moi € > 0 va n du 16n,

(2

> X

i=1

1
> ean> > P( max

2 1<k<n|*

ZXS

> ean>
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v

1
—P <max | X7 > 25%) =

2 1<k<n

%P (X7 > 2ea,)

1—(1—-P(X° > 2can))"]

AV
N

Y

gP(|X| > cay) =

Két hop vai (3.16) ta duge (3.15). O

Luat manh sb 16n

Phan tiép theo, chting t6i nghién citu téc dd hoi tu clia ludt manh s6 16n thong
qua su héi tu day di ctia ludt s6 16n Baum-Katz cho tong trong sb tat dinh ciia cac
bién ngau nhién lién két A&m c6 phan phdi dudi nang véi day chuan hoéa téng quét.
Dé chitng minh céc két qua, ching t6i da ap dung cdc phuong phap trong Adler va
Rosalsky [1], Wang va cong su [110].

Dinh ly 3.5 Cho {X,,,n > 1} la mét day bién ngau nhién lién két am, bi chan ngdu

nhién bdi bién ngau nhién X théa man

P(|X|>z)=<z™(z), 0<r<2, (3.17)
trong dé £(x) la mot ham bién doi cham. Cho {an,n > 1} la mét day so thuc duong
thoa man .

> na,l(a,) < oo, (3.18)
n=1
trong dé 1 < a <2 wva {cpi,n > 1,1 <i <n} ld mot mang so thuc théa man
D lew® =0(n)  wvdi s> (3.19)
i=1
Khi do vdi moi e > 0,
[e's) k
ngl n® 2P< 121]?2)(” Z:ZI Cni (X,J — E(Xz'j(|Xi|§an)>)’ > ean> < 0. (320)

Ngodi ra néu 1l <r <2 va EX, =0 vdi moin > 1, ta cé

00 k
;”a2p<f§?§n | ;cmXi\ > 5%) < 0o wdimoi € >0. (3.21)

Truong hop 0 < r < 1, gid thiét {X,,n > 1} la mét day bién ngdu nhién lién két am
6 thé luge bé.

Nhan xét 3.6 Két hop bat ddng thitc Holder (B8 dé A.5) va dieu kién (3.19), véi
0<v<s,

s—v

S < (Zl) (3 () ) < (3.22)

i=1 i=1
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Ching minh. Ta cé

n

P(f?z?i(n Z:CM(X E(Xil(xi|<an) )’ > 6%) Zj (1X:] > an)
+ P(lI?]?X chz<X I(|X [<an) — E<X1[(|Xz|§an))) > 6%)-
Mat khac

Z Z (1X;i] > a,) <C Z n* 'P(IX]| > a,)
n=1 =1

n=1

<CZn “la"l(ay,) < co. (3.23)

Do d6, dé chitng minh (3.20) ta can chi ra

L
) nzap<f£,?<xn Zcm(X I(xi|<an) — E(XiI(IXiISan)))‘ > €an> < 00.

n=1

Véi mdi n > 1 ¢ dinh, 1 <i < k < n, dat

Yoi = —anl(xi<—an) + Xil(xi1<an) T @nl(x;>a00);

Zni = =l (x;<—ap) T @nl(x;>a,);
k k
U =Y (niYni — E(cniYi)), Vi =Y (cniZni — E(CniZn)).
i=1 i=1
Do ¢ = ¢, — ¢, nén khong mit tong quat, gid sit ¢, > 0. Ap dung Hé qua
1.32, ta ¢6 v6i moi n > 1, day {YVpi,n > 1,1 <i < n}va{Z,;,n >1,1<i<n}
1a lién két Am. Tiép tuc, xét mot day ham khong gidm {f;,j > 1}, trong d6 f; :
R — R, f;j(z) = wjz, w; > 0. Khi d6, v6i mdi n > 1, 4p dung Ménh dé 1.31 ta c6
day {caiYni, 1 <i < n,n > 1} va {cpiZni, 1 < i < n,n > 1} 1a liéen két am. Do do,
{niYni — E(cniYni), 1 <i<mn,n>1} va {cpiZni — E(cniZni), 1 <i<n,n>1} cing
13 day bién ngau nhién lién két Am véi ky vong 0. Khi do,

> 1
Z Pl max
n2—a 1<k<n

n=1

Zcm (XiTxii<an) — B(Xil(xi1<a0))| > wn>

1
max |U, —V, €a
“ p2a (1<k<n| k bl > ")
1

f:

P
EQp EQp
e TP(lrg’?g{ |Vie| > ) (max |Ux| > 5 )

| N

1
n=1

=L+ D.
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Xét Iy, véi 0 < t < min{1, s}, 4p dung bat dang thiic Markov (BS dé A.2), bat dang
thitc C, (B6 dé A.7) va (3.22) ta cb
2t 1

< —
hs5 2 e Bl Vil")

2too n

> e E( w120l + lew | Zui))

= _t 2—anqt
£ 17L a,, i—1

2t+1 [ee) 1

- X>an
- aat2|cm|E|Zm|t<cZ HE S e

t
£ n =1

o0

ZQIP|X|>an§ Z <OO.

Dé chitng minh I, < oo, ta chia thanh hai trudng hop.

Trudong hgp 1: 0 <r < 1. Lay r <t < min{1, s}. Ap dung bat déng thitc Markov
(B6 dé A.2), bat dang thitc C, (B6 dé A.7), Bo dé A.21, (3.22) va Nhan xét 1.6, ta
duoc

PANGS 1
hs gn  n?mal, E(lrg?g{ Uel)
2t ] n 1
2t+1 o0 1 n
= ni E Y’l’ll
et nzz:an aa/glzzl|c ’ | |)
2t+1 00 1 n . . .
= 3 e 2wl (B0 i) + P > a0)
= E(|X|'1|x|<a
<oy ne(FEREE) L p(x) > ) ()
n=1 n
= 1
<o (oo S KP(R-1< X <R+ P(X] > a)
n=1 CLn <k<l|an|+1
= 1
<cy nw(t S EIP(X] > k) + P(IX] > an)>
n=1 A, 1<k<|an]+1
= 1
<C> nt (t S KTk + an%(an))
n=1 Ay, 1<k<|an]+1
0 t—rg
<C> nt (ant(an) + anrﬁ(an)>
n=1 an,
<C> n* e, (a,) < 00
n=1

Trudng hgp 2: 1 <r <2 Liyv=1néur =1vamax{l,r} < v < min{2, s} néu
1 <7 < 2, tiép tuc 4p dung bat ding thitc Markov (B dé A.2), bat dang thic C,
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(B6 dé A.7), (3.22), Nhan xét 1.6 va B6 dé A .21, ta thu dugc

2V = 1
b< ;; ey a0l

oV
<7 5
v «
IS— a

v ZE |an ni (anYnzNV)

n i=1

221/71 o] 1
< ni E Ym
<= Zan [ E(Youl?)
00 X I " n
<oy a( P ixico) | pyix) > ) (X )
n=1 n n=1
© E(| X1 o
S Czna—l( (‘ ’ al(/|X‘§ n)) +P(|X| > an))
n=1 n
<Oy n( o) " Han) )
n=1 a’n

<C> n*la,"(a,) < oc.
n=1

Vay
> 1
ngl TLQ_O‘P( 1121]?)(” ; Cni (X I(|X [<an) — E<Xil(|Xi|§an)>)’ > ean> < 0. (324)

Két hop (3.23) va (3.24), ta suy ra

Z a— QP(EI%{TL ZZ:Cm()( E(X [(|X |<an )))' > 5an> < 00, (3.25)

chinh 13 khang dinh (3.20).
Cudi cung, véi 1 < r < 2 va EX,, = 0 v6i moi n > 1, két hop Bo dé A.21, (3.22)
va Nhan xét 1.6 ta co

i |Cni|E(Xi[(|Xi|§an)) < > i1 |Cni|E|XiI(\Xi\>an)’

an o a’n

E(|X(x1>a.)) &
) E ’ m
=1

an
< on EUXHx1>a0)
an
1 [o@)
<c ( 3 kP(k<\X|§k+1>
An f—lan)
1 [o@)
§0n< S P(X| > k))
in k=l
S kU )
<a” k=|an |
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< Cna, l(a,) — 0 khin — 0.

Ta c6
0o k
a—2 X
Z n®“*P (12?%(” Zcle > Ean>
n=1 =1
oo k n
(5Bt ) 2§ )
< Z:ln P (1211522 ;cm X; E(Xll(\XJSan)) > ean Z;C’ME(XlI(\XJSan))
oo k 21 leni E(Xil(1x,1<an))]
a—2 i L . _ =
gz_:ln P | max Z;cm<Xz E(X1](|Xi|§a"))>‘ >an | e -
Két hop két qua trén va (3.25) va ta thu duge (3.21). O]

Vi du du6i day sé chi ra rang ngay ca khi diéu kién mémen ctia Pinh 1y A.18
khong dude théa méan, Dinh 1y 3.5 ciia ching t6i van c6 thé 4p dung duge.

Vi du 3.7 Cho {X, X,,,n > 1} 12 mdt day bién ngau nhién doc 1ap cting phan phdi,
trong d6 X c6 phan phdi Pareto hai phia v6i ham mat do

r

fla) = 2l
0 néu nguac lai,

néu |z| > 1,

v6i 1 < r < 2.Déthiy EX = 0, E|X|" = oo v6i r > 1. Do d6, diéu kién mémen
trong Dinh Iy A.18 khong théa man (dinh 1y ndy yéu cau E|X|" < oo v6i r > 0 va
néu r > 1 thi EX =0).

Tit ham mat do ctia phan phdi Pareto, P(|X| > z) < 27" Lay a,, = n®/"(log™ n)%/",

[e.°]
trong d6 8 > 1, log" r = max{0,logz}, ta cé nglno‘*lagr = m =

W < 00. Véi moi mang hang s6 {c,;,n > 1,1 <4 < n} théa man dicu kién

(3.19), 4p dung Dinh ly 3.5, ta dugc

k

Z Cni X
i=1

oo
> nO‘_QP( max > en®"(log" n)ﬂ/r> < oo, véimoi e >0.
— 1<k<n

Mt khéc, triong hop 8 = 1, két hop BS dd A.14 va BS d& A.15 ta c6

2P(nXk>x>2(1—5)n ! , x>0,
= (2x)"
v6i moi 0 < § < 1 van dalén. Tu do,
> 1 b 1-0 & 1
nz::l n2—aP (glkagxn ; X;|> en®"(log™ n)l/r> > 2 nZ::l o = 0.
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Tuong tu, 4p dung Dinh 1y 3.5 véi a,, = n®/"(log™ n)/"(log™ (log™ n))?/" véi > 1 va
v6i moi € > 0 ta thu dugc,

> a2 a/r +,.\1/r + + B/r

Trong khi do, v6i § =1 ta co

Z o~ 2P( max

1<k:<n

i[> en®"(log™ nlog™ (log™* n))l/r) = 00.

Mbt cau hoi tu nhién 1a diéu kién t6i wu ctia diy chuan héa {a,,n > 1} 1a gi dé
thiét 1ap su hoi tu day du (3.21). Dinh 1 sau day chi ra (3.18) chinh 1a diéu kién toi
wu dé c6 két qua (3.21) dbi v6i day bién ngdu nhién lién két Am cting phan phéi.

Dinh 1y 3.8 Cho 1 < a <2 vd {X, X,,,n > 1} la mot day bién ngau nhién lién két
am cung phan phoi vdi ky vong 0 théa man (3.17) vdi 1 <r < 2. Gid st {a,,n > 1}
la mot ddy khong gidm cdc s6 thuc duong théa mdn ag, = O(ay). Khi dd cdc khdng
dinh sau la tuong duong:

(i) Day {a,,n > 1} théa man

> n e, (a,) < oo.

n=1

(ii) Vi moi mdng hang s6 {cp;,n > 1,1 <i <n} théa man (3.19), ta cé

k
Z CniX
=1

o
> no‘_2P< max | > ean) < oo vdi moi € > 0.
— 1<k<n

Chimg minh. Tit Dinh 1y 3.5, ta suy ra truc tiép dudc chieu (i) = (i1).
Ta di chitng minh chiéu ngugc lai (i7) = (7). Dit ¢, = 1 v6i 1 < i < n. Két hop
2 P 2 k
khang dinh (i7) va bat dang thic max |X;| < 2112132( | > Xk|, v6i moi € > 0, ta ¢
sStsn SkRSnN =1

oo

Z “ 2P( max | Xk| > aan> < 0. (3.26)

Do ay, = O(a,) nén ton tai mot sé duong C' sao cho ay, < Ca,. Khi dé,

> 1 > 1
> n2_gP<11£I?§xn\Xk| > mn) => 3 — P(llgax | X| > aan)

2
n=1 i=0 2i <p<2itl n="a
1
> ZP max | Xg| > eagi+1) Z o
1<k<2i pi gt
22’
> — P( max | Xi| > Ceaqi
B g 2(i+1)(2—a) (1<k<21 k| 2)
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= ( max | Xj| > Ceay).
4 =2 1<k<21
Két hop (3.26) va 1 < o < 2, ta thu dugc
lim P( max | Xx| > elaQZ) — 0 v&imoi e >0, (3.27)
17— 00 1<k<21

Véi moéi n > 1, xét 4,, > 1 sao cho 2in7! < n < 2%, Khi d6 v6i moi € > 0,

P( max | X| > ean) < P( max

1<k<n 1<k<2in

Xk‘ > €a2in1)

< P< max | Xg| > a21n> — 0 khi n — oo.
1<k<2in C
T (3.27), suy ra P( max | Xk| > 5an> — 0 khi n — oo. Do dé, ap dung B6 dé 1.35

ta co
n

P(X| > can) = 3" P(X)| > can) < op( s [ X > aan>.

=1
Két hop véi (3.26) ta co,

o0

Z n*ta "l(a Z n*'P(|X| > ea,) < oo.

Do dé (3.18) dugce chiing minh. O

Liy a = 1 trong Dinh Iy 3.5, ta thu dugc ludt manh s6 16n Marcinkiewicz -

Zygmund cho tong trong sb tat dinh ciia day bién ngau nhién lién két am.

Hé qua 3.9 Cho 0 < r <2, {X,,,n > 1} la mét day bién ngau nhién lién két am, bi
chan ngdu nhién bdi bién ngau nhién X théa man P(|X| > x) < a7 "l(x), trong dé
((x) la mot ham bién doi cham. Cho {an,n > 1} va {c,,n > 1} la cdc diy s6 duong

théa man
Z a,"l(a,) < o0, Zc =
Khi do:

i) Néeu 0 <r <1, ta cé

é e:(Xi = B(XiI(x,/<0.))

heCy ) khin— 00,
an
i) Néul <r <2, ta cé
> ¢(X; — EX))
=1 heo 0 khin — oco.
Qp
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Chimg minh. Truong hop 0 < r < 1 dudce suy ra tit két qua (3.20) véi a = 1. Truong
hop con lai, khong mat tong quat, gia st EX = 0. Véi 1 < r < 2, 4p dung Pinh Iy
3.5 voi a =1, ¢y = ¢, thu duge

k

ZCiXi

i=1

Z P( max > san) < 00.
ne1 n 1<k<n

V6i moi € > 0, ta co

00 k oo 2mtl_g 1 k ca
> P max |SeX|>eam) <23 ¥ P(max > e > )
m=0 NISES2TT m=0 n—agm v \1sksnl|i—Ty ¢
=2 P( max X — > < 00.
nz:ln 1<k<n ; ’ n

Ap dung bé dé Borel-Cantelli (B6 dé A.3) ta duoc

1

— 1nax
Aom 1<k<2m

h.c.c.

k
Z CiX,L'
i=1

Mat khéc, v6i moi n c¢b dinh, ton tai m sao cho 2™ < n < 2™+ ta thu dugc

k

ZCin‘

=1

n

Z i X

=1

1

an

hec, 0 khi m — oo.

< max

Qgm+1 1<k<2m+1

Chtng minh dudce hoan thanh. O]

Tiép theo, chiing t6i dua ra mot vi du vé phan phdi log-gamma hai phia dé minh
hoa Hé qua 3.9.

Vi du 3.10 Cho {X, X,,,n > 1} 1A mot day bién ngau nhién lién két am ciing phan
phéi, trong dé X cé phan phdi log-gamma hai phia v6i ham mat do dudc cho trong
Vi du 3.3. Ddt a, = n'/"(log" (n))? trong d6 # > . Ta c6

C

z:: "(log™ ( 1< z:: (g™ (n))Fr s < 0.

Ap dung Hé qué 3.9 ta c6

ZXk hecs 0 khin — oo.

nt/r( log
Khi 8 = %, 4p dung Vi du 3.3 v6i g(n) = (log+(n))%, ta thu dugc

1
ni/r(log" (n)"/"

ZX;{%O khi n — oo.
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Ngoai ra, v6i moi ¢ > 0,
" C

nPX > ck/"(logt (K = S —— khi n — oo.
kZ::l (| X&| > ck™"(log™ (k))"'") ;klog+(k) 00 in— oo

Do d6, néu ta gia sit thém rang {X,,,n > 1} 1a mot day cac bién ngau nhién doc lap,
4p dung bo dé Borel-Cantelli (B dé A.4),

P<|Xn| > en'/"(log™(n))”/" xuat hién v6 han lﬁn) =1 v6i moi ¢ > 0.

Suy ra
lim sup Xn = oo hau chic chan.
w7 (log™ (m) 7
Mat khac,
n n—1
X, &M = )egt (- 1) &
ni/7(log™ ()77 0t/ (log™ (n))"/" nt/r(log®(n))/r (n—1)Y"(log"(n — 1))/
biéu nay suy ra .
12:21 X h.c.c. .
17 (log® ()77 > 0 khi n — oc.

Do dé, khéng suy ra duge ludt manh s6 16n

> Xk
k=1
n'/"(log™ (n))¥/r

h.c.c.

0 khi n— oco.

Trong vi du tiép theo, chiing t6i sé sit dung tro choi Feller dé minh hoa két qua 1y
thuyét. Tro choi nay duge Feller gii thieu nam 1957 trong [31] va sau d6 duge nhém
téc gid Matsumoto va Nakata [71] tiép tuc nghién ctiu.

Vi du 3.11 ([71]) Luat ctia tro choi Feller nhu sau: Tung mot dong xu can déi cho
dén khi sb mat ngita va mat sip bang nhau thi ding choi. Néu diéu nay xay ra & lan
tung thit 2k thi ngudi choi nhan duge s6 tién 14 2k (don vi tien t8) véi k € N. Goi X
14 s6 tién ngudi choi nhan duge, khi d6 phan phoi xéc suat ctia X duge xac dinh nhu
sau:
1 ko o—2k 4
P(X =2k)= —Ck 2% voik=1,2,... (3.28)
2k — 1

Déng chi ¥, EX = oo. Matsumoto va Nakata [71] da tong quat phan phdi xéc suat
ctia X bang cdch dua thém hang sé a > 0,

P(x(a) — (Qk)1/2a> _ 2k]. :

Ch 272 voi k =1,2,... (3.29)
R0 rang, v6i a = 1/2 thi phan phéi xdc suat ctia (3.29) va (3.28) 1a nhu nhau.
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Gia stt {X(®,n > 1} 1a mot day bién ngau nhién doc lap, tit B6 dé 2 trong [71],

2 2 .
P(XM > z) ~ \/;;1;1 va H(x) = E(X(l)I(Xme)) ~ \/;10g+(:v). Ap dung Pinh ly
3.1 v6ir=1,taco

Z (X — B(XV1 L0 khi n— oo,

(lcnkX,i“|§1))>

trong d6 {cu, 1 < k < myp,n > 1} 14 mot mang s6 thue théa man
Mn
> learlllear] ™) = o(1).
k=1

Lay m, = n, Cpp = {(z) = 1, két qua thu duge tré thanh mot trudng

b
\/gn log*(n) 7

hop riéng ciia Dinh 1y 3 trong [71] khi a = 1, cu thé:

Z XMV 51 khi n— oo

\fnlog nk

Dé thiét 1ap luat manh s 16n cho tro choi Feller, 4p dung Hé qua 3.9 v6i ¢, = 1 va
an = n(log* n)(log* (log*(n)))” véi v > 1, thu duge

1
n(log® n)(log* (log™ n))

ZX(I) hee, 0 khi n — oo.

Ngoai ra, néu gia thiét thém rang {X,,n > 1} 1a mot day bién ngau nhién doc lap,
4p dung bo dé Borel-Cantelli (B dé A .4),

1
lim sup

X0 Z 0o hiu chic ch
n—00 n(log n)(log (log n z:: g = O au chac chan.

Trong phan tiép theo, ching tdi sé nghién cttu tinh vitng ciia uéc lugng trong mo
hinh Value-at-Risk v& trong m6 hinh hoi quy ban tham s6 bang cach 4p dung céc két

qua néu trén.

3.2 Ung dung

3.2.1. Uéc lugng vitng trong moé hinh Value-at-Risk

M6 hinh Value-at-Risk (VaR) 1a mot cong cu thong ké do ludng miic do rii ro
tai chinh ctia mot cong ty hoiic mét danh muc dau tu. Gid tri nay thudng dude cac
ngan hang dau tu va thuong mai sit dung nham xac dinh mitc dd ciing nhu ty 1é xay

ra ton that tiém nang trong danh muc dau tu ctia ho. Dua theo dit liéu ma mé hinh
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VaR cung cap thi cdc t6 chitc ¢é thé lua chon khodn dau tu hop 1y. Gia st X 14 mot
bién ngdu nhién ma ching ta quan tdm c¢6 ham phan phéi F(r) = P(X < x). Cho
truée a € (0,1), gid tri rii ro VaR cia X v6i do tin cdy 1 — a duge dinh nghia nhu
sau:

VaR,(X) =inf{z: F(x) > 1 —a}.

Mic du VaR 13 mot phép do phd bién, nhung né van ton tai nhitng han ché nhat dinh.
Chang han, Artzner va cong su [6] da chi ra, VaR thiéu mét vai dic diém toan hoc
mong mudn nhu thiéu tinh cong tinh (subadditivity) va tinh 16i (convexity). Ngoai
ra, Mausser va Rosen [72], Mckay va Keefer [73] ciing chi ra rang gia tri VaR khé tbi
wu héa khi tinh toan. Pé khac phuc nhitng han ché ciia VaR, mot sd nha khoa hoc
da dé xuat sit dung Gia tri i ro ¢ dicu kién (cVaR) dé thay thé VaR. Cu thé, Gia

tri rii ro diéu kién ¢V aR ctia X véi do tin cdy 1 — a 1a ky vong cé dicu kién
VaR,(X)=E(X | X > VaR,(X)).

Néu gi4 tri rii ro VaR, la mitc ton that tdi da (thiét hai, chi phi phat sinh, v.v.) c¢6
thé vuot qua trong (1 — a)100% céc truong hop, thi ¢VaR, 1a mot thude do rii ro dé
thay thé VaR (theo Féllmer va Schied [32]). Khi ton that X vugt qua mitc VaR,(X)
thi ¢V aR cho chiing ta biét mic ton that trung binh ma ching ta c6 thé phai dbi
mit. Nam 2000, Pflug [79] da chi ra rang ¢V aR,(X) c¢6 thé dude xem la nghiém ciia
bai todn tbi uu

cVaR,(X) = irelﬂg {r+a'E(X —2)"},
trong dé z* = max{z, 0}.
Ki hiéu 0* = cVaR,(X) va he(X,2) = 2+ a (X — 2)*. Khi d¢,
0" = inf E(h.(X,x)).

zeR

Nhém tac gid Rochafellar va Uryasev [81], Trindade va cdng su [104] da dua ra ube
lugng cho cVaR,(X) la

6, = inf tha(Xi,x).

xe€R N =1

Uéc lugng vitng cho #* da duge nghién cttu trén nhiéu mau khic nhau: Trindade
va cong su [104] xay dung cho mau ddc lap cting phan phdi, Luo va Yang [67] dua ra
uée lugng vitng manh va tiém can chuan cho mau p-mixing (xem Dinh nghia A.22),
Xing va cong su [118] nghién citu udc lugng vitng manh cho miu p-mixing, va gan
day, Wu va Wang [117] nghién cttu ddi véi mau m-END (xem Dinh nghia A.22) cing
phan phdi. Tiép ndi cdc huéng nghién citu nay, ching toi sé nghién citu ude lugng

vitng cho §* dbi v6i mau dudi nang.
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Dinh 1y 3.12 Gid st {X, X,,,n > 1} la mét day bién ngdu nhién lién két am cing
phan phoi vdi kj vong 0 théa man P(|X| > x) < 27"l(z), trong dé {(z) la mot ham
bién doi cham va 1 < r < 2.
Khi dé véi moi day hang s6 {a,,n > 1} théa man (3.11), ta cé
E(%—@*) o0 khi n— oo.

n

Chiing minh. Tt dinh nghia cta 0, va 0*,

n » " n A * n * 0
= = =0 = 05,50+ (0" = 0) g, o)

TL

= (;lég ﬁ Z hae(X;, 2) — mIEE(ha(X, y)))[(énze*)
+ : <1nf E(h(X,x)) — 1I€1f — Zh X17y>)j(én<9*)
" y

- 2t (1 ) - inﬂngx,y)))I(@m

+ M oinf (E(ha(X x)) — inf — Zh (Xi,y) ) (B <6%)

a, r€R yERTL
_efl L | n -
< inf (| 00X ) = B (31,20 + 2 B(Xs,0) — nf Bl (X))
+ inf ( S (ha(Xi,2) — Eha(X, x))’ 4| ha(Xi7) — inf Zha(Xi,y)D.
zeR \ a,, i—1 nl;—1 yeRi:l

(3.30)

Theo Dinh 1y 1 trong Rockafellar va Uryasev [81], ta c6 E(hq(X,y)) va 21" ha(Xi,y)
14 ham 16i d6i véi y. Do dé, ton tai yo € R va v, € R sao cho

n

B(ha(X, ) = inf (X)), > ha(Xiop) = mf S h(Xey). (331)

=1
Két hop (3.30) va (3.31), ta dugc

n

i z(ha(Xi’ Un) — Eha (X, yn))|-
=t (3.32)

LS (X 10)) — E(ha(Xs, yo))‘ n

n =1

n -
7|9n_9*| <
ap

Vé6i moi y € Rvan > 1, dat
. 2
XY = ha(Xoot) = E(hul(X1,9)) v Y = (| + BIX]).

Tiép theo, chiing ta sé chi ra {X¥ n > 1} 1a mot day bién ngau nhién lién két Am, bi
chéin ngau nhién béi mot bién ngau nhién Y ¢ phan phéi dudi ning. Trude tién, ching

ta s& chi ra {X¥,n > 1} 1a mot day bién ngau nhién lién két Am. That vAy, xét ham

65



[i(y) =hoy,z) =2 +a(y—2)". Khiy <z thi fj(y) = ho(y,z) =2 +a 1.0 = 2.
Nguge lai, khi y > = thi f;(y) 14 mot ham khong giam. Ap dung Ménh dé 1.31,
{ho(X,,y),n > 1} 1a mot day bién ngau nhién lién két am. T d6, {XY,n > 1} 1a
mot day bién ngau nhién lién két am.

Do /(z) 1a mét ham bién d6i cham nén
P(Y|>z)=P <|X\ > %(x - E]X\))
a - ra
= (- E1X)) (56— EXD)
2 2
=z "l(z).

Tiép theo, ta sé chi ra rang {X¥,y € R,n > 1} bi chin ngau nhién bai bién ngiu
nhién Y.
That vay, xét truong hop y > 0,

P(IX3] > 2) = P([ha(Xi, y) — E(ha(X,y))| > )
)

1
(X =)'~
a

(
(1
<
<P

E(X — y)+‘ > :L‘)
E(X —y)*) > w)

(X
(XJ (xzy) + E(XI(x5y)) > x)
(

QIR |~

X|+ BIX]) > )
< P(|Y] > z).
Tiép theo, xét trudng hop y < 0,

P(IX3] > 2) = P([ha(Xi, y) — E(ha(X,y))| > 2)

1
e (k- 81 o)
a
1
_p <a (X — ) ixsy) — E((X - y)](X>y))‘ . x)
1
_p <a XIixsy) + E(XIixsy) + ylixay — E(yj()“y))‘ ~ x>
1
<P (a (X1 + BIX T+ ylx ey + (vl Tx<n)) > ‘”)
1
<P (a (IX1+ BIX| + X Ixp + B(IX|x<y)) > w)
1
<p ( (2X] +2E[X]) > x) = P(Y]> ).
a

Khi d6, 4p dung Hé qua 3.2, v6i moi € > 0 va y € R,

(an ZXy - 5) < C’Enﬁ(n).

T
k=1 Ay,
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Két hop véi (3.32) va dieu kién (3.11), suy ra

n

> X
k=1
SM — 0 khin — oc.

r
an,

n

> Xt

k=1

> 5/2) + P<a1

n

A !
P<"|9n —6r > 5) < P(
a, a

n

> e/2>

Chtng minh dugce hoan thanh. O]

Vi du 3.13 Cho vécto ngau nhién (e1,e,...,¢e,) ~ N,(0,X), trong d6 0 1a vécto

khong va
(2 -1 0 0 0 0]
-1 2 -1 0 0
3= :
0O 0 O -1 2 -1
i 0 0 0 0o -1 2 |

Do d6 e; ~ N(0,2). Dua trén cach xay dung trong Vi du 3.3, ching ta thu dugc mot
ddy cac bién ngdu nhién lién két am (X, Xs, ..., X,) ¢6 cing phan phdi, véi ham

méat do xéac suat dude xac dinh béi:

r

fla) = 2l
0 con lai,

néu |z| > 1,

trong d6 1 < r < 2.
Ap dung Pinh 1 3.12 cho mau (X, Xs, ..., X,,) v6i mitc ¥ nghia a ta thu dugc

két qua
nl—l/r R P
(Hn—9*> — 0 khin — oo,
g(n)
trong d6 g la mét ham duong théa man lim g(n) = oc.

n—oo
3.2.2. U@c lugng viing trong md hinh héi quy ban tham sb
Xét moé hinh hoi quy ban tham s6
Yni = Vi + §(tni) + €niy, 1 < i < n, (3.33)

trong d6 g(t) 1a mot ham chua biét xdc dinh trén t4p compact A C R véi d > 1, v
1& mot tham sb chua biét, v, 1a bién phan hoi thit ¢ clia quan sit x,; VA t,i, Tn; VA
tni khong ngau nhién, e,; 1a cdc sai s6 ngau nhién. Gia sit {&,;,1 < i < n} c6 cung

phan phdi véi {1, €,...,6,} v6i mdin > 1.
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Nam 2003, Pan va cong su [76] da dé xuat wde luong cé trong sd cho v va g(t)

nhu sau: .
’A)/n == S2 ) gn (t) = ; wm(t) (ym - "A)/nxm)’ (334>
trong d6 wy;(t) = Wpi(t, tat, - - - tan) 12 cic ham trong s6 do duge,

Tni = Tni — Y Wk (bni) Toks Ui = Yni — D Wni(tni)Ynis Sy = > Ty
k=1 i=1 i=1

Viéc nghién citu u6e lugng tiém can cua v va g trong mo hinh (3.33) v6i phuong
sai sai s6 hitu han da duge mot sb tdc gid nghién ctu, ching han trong Pan va cong
su [76], Hu [46], Hu [47], Deng va cong su [21], Wang va cong su [108]. Trong phan
nay, ching t6i sé nghién ctru wée lhugng tiém cén cia v va g(t) trong moé hinh (3.33)
véi cac sai s6 dudi ning.

Dé thiét 1ap su hoi tu cho cic ude lugng 4, va §n(t), ching tdi can mot s6 gia
thiét dudi day:

(H;) g(t) 1a mot ham Lipschitz trén A, ttc 14 ton tai K > 0 sao cho

lg(t1) — g(t2)] < Klt1 —t2| v6imoi t1,ty € A,

(H3) Tontail <r <2,0<0<3i— 5 vamot diy s6 duong {h,,n > 1} thoa man

lim h, = oo, lim =0, max |z,;| = O(n’), va v6i moi t € A,
n—00 n—00 n1*5 1<i<n ’

(Hy) V6imoite A, w,; >0,1<i<nva Zn: wp; () =1,
i=1

(Hs) max > wpi(ty) = O(1).

1<k<n =1

Céc gia thiét (H,) — (Hs) vé bién thiét ké va trong s6 da dugc thiét l1ap trong
Hu [47] va Wang cting cong su [114]. Trong d6, Muc 3 ctia Hu [47] da khang dinh céc
trong s6 xay dung theo phuong phap 1an cin gan nhat hoan toan dap ting céc dicu
kién nay. Dué6i day, ching t6i sé trinh bay céch xdy dung cac trong sd theo phuong
phap 14n can gan nhat cho md hinh (3.34) théa man céc gia thiét thiét ké (Hy) — (Hs)
trong [47], qua d6 khang dinh khé niing tmg dung thuc tién ciia cic két qui nghién

cuu.
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Khéng mét tong quét, ldy A = [0,1], t,; = LvA xy = (—1)'L0=1,2,...,n. V6i
t € A, tasap xép [ty —t|, |tne —t|, ..., |twn — t| theo thit tu ting dan

[t — ) < [thn =t < <[ty — |-

Truong hop |t — t| = |ty — t| thi |t,; — t] s& ding trude |t,; — t| néu t,; < t,;. Véi
1 <k, <n, ham trong s6 1an can gan nhat w,;(t) trong (3.34) dudc dinh nghia bai:

Y

wmt = Wn; t,tn ,tn 7---7tnn = .
() (t b, b ) 0 neéu ngugc lai.

1 % (n)
{ L onéu [t —t| < ‘tmn(n ¢
Khi dé,

Wn R, ) (t) =

1 Z
. neu i < k,,
0  néu ngudc lai.

Lay k, = [n%®], h, = [n%8]. Khi d6, v6i moi t € [0, 1], dya vao dinh nghia ctia R;(t)

va cach chon cac diém thiet ke t,,;, ta co:

e (Hy) dugc thoa man do

n n k
no1
i=1 i=1 i=1 """
e (H;) dugc thoa man do i Wk (tny) <2v6i 1 < k < n.
hn 0.8
* (H3) duge thoa man do lim A, = lim [n%%] = oo, JLI&F = lim L:l 5J -
1
h_)m m-OvdlédunhothoamanO<5<f—— 1l<r<2 va
n—00 N
n n 9 TL2
> |wni<t)’](||t7tm||>h7") <D fwni ()] (i — 1) 7z
i=1 i=1 n
k 2 k 2 -\ 2
N e 2 " 1n® /1
- i = <25 ()
k 2 2 2
~1n° [k k
< —— 2 =[] <=
<2 () - () =%

véi k, = [n%%], h, = [n®®] da chon & trén.

o Xét (H,), gid stt k = k,, chan. Khi d6, theo Hu [47],

n n n n l n
; wai(t)a™ = 3wy (=) 20,



(—HR R (L)

n

I
S
=~

L néul=12...5+1,

=G0 pbul=t4 144, 1<j<n—k-1,

(;;)n, néun—§+1§l§n.
That vay, néu L € {1,2,..., 5 +1}, b0 (Ry (L),..., R (L)) 1a mot phép thé
cia (1,2,...,k) theo dinh nghia cta R;(t). Do dé,

g L l 1 k .

nk
Néwl="5+1+4j4 1<j<n—k—1thi (R (L),... R (L)) la mot phép
thé cia (j+1,7+2,...,j+k), tacod

1 & Ri(L) l
%;(—1) "Ri(

n

B U O P o Vi
)= XU =

Néun—%%—l <[l <n,th (R1 (%),,Rk&)) 13 mot phép thé cta (n,n —
ILn—2,....n—k—1),va

1 Zk:(—l)Ri(?)Rz (i)
nk = n
1
- — (D" + ()" =D+ 4+ (=) M =k + 1))
_ Gy
- 2n
.k
Do 0 <k <mn,lim — =0,
n—oo n,
n 2
Se=2 (0" = Y wn(t)al")
=1 i=1
E14n—k—1 n )
> Y (0" =Y wat)al”)
I=£42 =1
" X ey )
=1 =1 I=ki14j
ko 2
= zkzl (—1)k+1+3 s+ 147 _ =y
= n 2n
n—k— . 2 n—k—
_N EEDEEEN SN IEA BN I S
o 2n  n n 2n oo



m—k—1n—-k2n—-2k—-1) n
6n? 3

Do do, gia thiét (H,) duge théa man.

khi n — oo.

Véi céc gia thiét (H,) — (Hs), chiing tdi sé chi ra 4, va g, 1a cac wde lugng ving
cho tham s6 v va ham g(¢) trong mo6 hinh hoi quy ban tham sé bang cach &p dung
Dinh Iy 3.1.

Dinh 1y 3.14 Gid sit mé hinh (3.33) théa man diéu kién (H,) — (Hs) va {e,,n > 1}
la. mot day bién ngdu nhién lién két am cing phdn phoi vdi ky vong 0, bi chdn ngau

nhién bdi bién ngau nhién  théa man
P(le] > z) < 7 "(x),
trong dé {(z) la mét ham bién doi cham va 1 <r < 2. Khi dé,
7’ (3 —7) =0 khin — oo. (3.35)

Ngoai ra, neu vdi moit € A ta co

Z |wns ()] €([wns(8)| ) = o(1),
thi
an(t) = g(t)  khin — oo. (3.36)
Chitng minh. Ta co
1

’Ayn — = 52< — fnzg(tm) + ; fnigz z; s Z wnk ni €nk>

trong d6 g(t) = g(t) — 30—, wn;(t)g(tn;). D chitng minh (3.35), ta sé lan lugt chi ra

n’ .
J, =% meg khi n — oo,
n =1
nd &
Jn 2Z:xmel—>0 khi n — oo,
Sn =1
né n n
I = = me Z Wk (tni)Enk o0 khin — oo.
n =1

Xeét J!,

1 n
<
n’ max |Gt (Sﬁ 1|:cm)

Ap dung bat dang thiic Cauchy-Schwarz va gia thiét (H,) ta dudc

1/2 , n 1/2 1/2
52 Z |Zni| < nSQ (Zfiz) = (;) <C.

n =1

52 meg m

n =1

71



Stt dung cdc gia thiét (H,) — (Hs) ta c6

n® max |§(ty)| < n’ max Zwm tni) 19(tni) — g(tns)]

1<i<n 1<i<n

< Kn® max anﬂ tni) [tni — tnjl 1

h
1<i<n ¢ ([tni—tn;|<72)

_|_ KTL max an] nz) |t’l’L’L - t’I’L]| I(‘tni_tnj|>h7n)

1<:i< n

h,, hy, hy,
< Kn’ —maXZwm m)—i—C‘5 < COn®=2.

n1<7,<n n
Do do,
ho,
7N <Cn® = =0 khin— oo
n
nd Ty 2r
Xét J2, dat cp = "var = ——
e T I ]
Vé6i 0 <1’ <rva5<f—w<f—— 4p dung bat ddng thitcc Holder (B6 dé A.5)

va gia thiét (Hs), ta c6

n / T, n » nér,nlii SQ % C .
Zc:u‘ = Z |Zni|” < o2 (55) < ——— — 0 khin — oco.
i=1 i=1 ( n) n

Mit khéc, theo tinh chét ctia ham bién ddi cham (phuong trinh (1.1)) ta ¢ 2" ~"¢(z) —
0 khi z — co. Két hop véi tinh chat ham ¢(z) bi chin trén moi khoang déng hitu han
[a,b] C [0,00), thi 2" "¢(x) < M < oo véi moi 2 > 0. Do d6,

Zcmf <MZcm—>0 khi n — oo.

=1
Ap dung Pinh 1y 3.1 ta dugc J2 25 0 khi n — oco.
Xét J3, kbt hop (Hs) va (Hs),

Z LniWnk (tm)

< max | Tl Z W (tni)| < O,

i=1 1<i<n =
K&t hop véi gid thiét (Hs) véi 2r
v Vi - =
P & 2 R
n n o C |
];1 (SQ lenzwnk nl)) S W -0 khi n — oo.

n(s
5’2

n

bat cpi = Z Tk Wi (tor), ta duge
ZCM(CJS) < CZC:;@' — 0 khin — oo.
’ i=1
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Tiép tuc 4p dung Pinh Iy 3.1 ta c6 J? L 0 khin — . Chting minh (3.35) hoan
thanh.
Tiép theo, ta sé& chitng minh (3.36). Két hop (3.33) va (3.34),

gn(t) —g(t zn: Wi (1) (Yni — YnTni — 9(tni)) — (1)
:Z Zwm xm n_/y)_g(t)'

Két hop (Hl), (Hg) va (H4) ta co:

n

Z - g(tm'>|

=1

< Czwm - nz‘ [(\tm—tn]|<h" + Czwm - tnl‘ [(‘t_tni‘>%)

i=1 i=1

B, Ao,
<C’ Zwm +C;<C— khi n — oco.

Ap dung Dinh 1y 3.1 v6i ¢,y = wy,(t) ta duge
> wyi(t)en: L0 khin — oo.

Dé chimg minh §,(t) = g(t) khi n — oo ta cin chi ra
Zwm i (A — ) o0 khin — oo. (3.37)

Két hop (Hz), (Hs) va (3.35), v6i moi € > 0,

g

<
Dol =] > =) < P i el S w5 -1 > <)

< P(n5|% —v| > 8/0) — 0 khin — oc.

Nhu vay, ching ta da chiing minh duge (3.37), qua d6 hoan thanh chimg minh Dinh
1§ 3.14. 0

Két luan Chuong 3

No6i dung Chuong 3 clia ludn dn duge viét dua trén cong trinh s6 [4] trong Danh
muc coéng trinh khoa hoc ctia tic gia lién quan dén luin an, da gidi quyét

dugc nhitng van dé sau:
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« Dinh 1y 3.1 thiét 1ap Ludt yéu s6 16n Marcinkiewicz cho téng trong sb tat dinh
clia cac bién ngau nhién lién két Am va phan phdi dudi nang. Tiép dén, Hé qua
3.2 chi ra diéu kién cu thé ctia day hang s6 chuan héa dé thiét lap luat yéu sb
16n Marcinkiewicz va Hé qué 3.4 chiing minh rang day chuan héa trong Hé qua
3.2 1a t6i wu déi v6i day bién ngau nhién doc lap ciing phan phéi. Vi du 3.3 dua
ra mot truong hop cu thé ma khi 4p dung Hé qua 3.2 thu dugc két qua tét hon

luat yeu so 16n Marcinkiewicz-Zygmund co dién.

« Dinh 1y 3.5 thiét 14p cac dicu kién héi cho ludt manh s6 16n Marcinkiewicz thong
qua su hoi tu day du ctia tong trong s6 tat dinh ctia cdc bién ngau nhién lién
két Am va dudi niang. Pinh 1y 3.8 chiing minh rang day chuan héa trong Pinh 1y
3.5 14 tbi wu doi v6i day bién ngau nhién lién két Am cling phan phéi. Lay a = 1
trong Dinh 1y 3.5, ching ta thu dude Luat manh s6 16n dang Marcinkiewiczc-
Zygmund cho tong trong sb tat dinh clia cdc bién ngau nhién lién két am (Hé
qua 3.9). Ngoai ra, ching t6i ciing trinh bay vi du vé phan phdi log-gamma va
tro choi Feller (xem Vi du 3.10, Vi du 3.11) dé minh hoa cac két qua 1y thuyét.

« Bén canh d6, dua trén cac két qua da dé cap, ching to6i tién hanh nghién citu
udc luong vitng cho moé hinh Gid tri rii ro ¢6 dieu kién (cVaR) va cc wéc luong
¢ trong s6 trong mo6 hinh hoi quy ban tham sb véi sai s6 dudi niang. Cu thé,
Dinh 1y 3.12 dua ra céc diéu kién dé thu duge uéce luong viing cho ¢VaR véi dit
litu dudi ning bang cach ap dung Hé qua 3.2. Vi du 3.13 dua ra mot truong
hop cu thé cé thé 4p dung Dinh I 3.12. Dinh 1y 3.14 trinh bay két qua vé udc
luong vitng trong mo hinh héi quy ban tham s6 bang cach ap dung Pinh 1y 3.1
va cac gid thiét (Hy) — (Hs).
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Chuong 4

Luat sb 16n cho day vécto ngiu nhién phu
thudc géc phan tv Am tirng cip trong khong
gian Hilbert

Xét H 13 mot khong gian Hilbert thuc tdch duge véi chuan ||-|| duge sinh béi tich
v6 hudng (-, -) va {e;, j € B} 1a mdt co sd tryc chuan trong H. Trong phan ndy, chiing
toi nghién ctru su hoi tu day dii clia tong trong s6 (ngau nhién va tat dinh) ctia mot
day vécto ngau nhién nhén gid tri trong khong gian Hilbert phu thudc géc phan tu
am timg cap theo toa do. Ddi véi trudng hop trong sé ngau nhién, chiing toi tiép tuc
phat trién cac ky thuat ctia Jajte [52] dé thiét 1ap su hoi tu day di cho tong trong sb
ngau nhién ctia day vécto ngau nhién H-gia tri PNQD theo toa dé véi day chuan hoéa
¢ tong quét: Cac két qua thu dude gom Dinh 1y 4.2, Dinh 1y 4.4, Pinh 1y 4.4. Truong
hop con lai, ludn 4n nghién citu ludt manh s6 16n cho tong trong sb tat dinh ctia day
vécto ngau nhién {X,,,n > 1} nhan gid tri trong khoéng gian Hilbert PNQD theo toa
do c6 phan phdi dudi nang thoa man

ZP(|X{Z| >x) =z Yx), n>1, ae(l,2),

jEB
trong d6 ¢(x) 14 mot ham bién ddi cham. Y tuéng nay dudc xem 1a mot mé rong ti
nhién ctia Hé qué 3.9 trong khong gian Hilbert. Céc két qua thu duge gom Dinh ly
4.8, Dinh 1y 4.10, Dinh 1y 4.11. Trong ci hai trudng hop, céc két qua déu duge ding
dé nghién ctu sy hdi tu day di cho théng ké von Mises (V-théng ké) suy bién véi dit
liéu nhén gia tri thuc doc 1ap tung cap (xem Dinh 1y 4.12, Dinh 1y 4.13).

4.1 Luét sb 16n cho day véctd ngau nhién phu thudc
géc phan tuv Am timg cidp trong khodng gian
Hilbert

Xét ham ¢ thoa man cac dieu kién sau:

(K1) ¢: [s,00) — [0,00) la mOt ham tang chat va sup % < 00,
n>1

(K2) o(s) [ Gyde < C",
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(Ks) ¢(s) ] s

S

(K4) ¢%(s) [ J %mdx < Os"log? (s).

O day va trong toan Muc 4.1, ching t6i déu xét r > 1, s > 0 v log (z) =
max{1,log, r}. Khai thic tinh chit ctia 16p ham ¢ thoa man diéu kién (K, Ky, K3),
chiing t6i thu dudc sy hoi tu day du

=

trong d6 1 < r < 2, {A,n > 1,1 < i < n} la mot mang bién ngadu nhién nhan

S (AniXs — B(AuX, ))H > egb(n)) < 0,

=1

gid tri thue PNQD theo hang va {X,,,n > 1} la mot day vécto ngdu nhién nhan gia
tri trong khong gian Hilbert PNQD theo toa do (xem Dinh 1y 4.2). Két qua thit hai
(Dinh 1y 4.4) chi ra su hdi tu

i 17 P<1r£]?é(n g(Am’Xi - E(Asz))H > Eqb(n)) < 00,

2—r
n:ln

bang viéc stt dung diéu kién (K, Ky, K4). LAy r = 1 trong Dinh 1y 4.4, ta thu dugc
luat manh s6 16n Marcinkiewicz-Zygmund cho tong trong sb6 ngau nhién ctia day vécto
ngau nhién H-gia tri PNQD theo toa do véi day chuan hda tong quat.

Chiing t6i nhac lai bd dé quan trong sau.

B6 dé 4.1 ([44], Binh 1y 2.1) Cho {X,,n > 1} la mét day vécto ngau nhién H-gid
tri PNQD theo toa do vdi ki vong 0 va E||X,||*> < oo vdi moin > 1. Khi dé,

n 2 n
BN X <> EIXi|P
=1 i=1
k 2 ) n )
E(lrg?gxn > X >§10g2 (2m) 32 BIIXil"

Két qua dusi day thiét 1ap su hoi tu day du cho téng trong s6 ngau nhién ciia
céc bién ngau nhién H-gia tri PNQD theo toa dé v6i day chuan héa ¢ théa man dicu
kién (K, K, K3).

Dinh 1y 4.2 Cho 1 <r < 2 va {X,X,,,n > 1} la mot day vécto ngau nhién nhdan
gid tri trong khong gian Hilbert PNQD theo toa dé va cing phan phéi, {An;,1 < i <
n,n > 1} la mét mdng bién ngau nhién nhdn gid tri thuc PNQD theo hang théa man

> B(An)? = O(n). (4.1)
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Gid st {X, X,,n > 1} va {Api, 1 <i <n,n>1} la doc lap. Néu ton tai ¢ théa man
dieu kién (K, Ko, K3) sao cho Y. E(¢™1(|X7]))" < oo, thi vdi moie > 0 ta co:
jeB

S (A X, — E(AmXZ-))H > €¢(n)> < .

i=1

S

2—r
n:ln

Chaing minh. Ta viét
AniXy = ALXT — ARXT — ALXT + ALX],

trong 46 X;" := ¥ (X/)Te;, Xi == ¥ (X7)"e;. Do d6, khong mat téng quét gia st

jeB ! jeB
Ay >0 v6i méi n > 1,1 <4 < n hau chiac chan va XJ > 0 hau chac chan véi mdi
jeB.
Véimoin>1,1<:<n,jeB,dat

Y= Xz‘]](xggqs(n)) + ¢(”)I(Xf>¢(n Yoi = Z e],

JjEB
Z’r]w = gb(n) (XJ>¢ (n))’ Z
JEB

i=1 =1

My = X i g =3 Me;, K,=Y E(AwuMy).

JjEB =1

Véi e > 0 cb dinh,

(

Zf:l (AiX; — E(AnX; ))H > €¢(n)>

n

<33 P(IXY > 6(m) + P( U, = Vo = Kol > 26(n))

i=1jeB
<Y X P(1X1 > 6m) + P U, = Vall + 2 I B = 6(m)).
=1 jeB =1
Mit khéc,
oo 1 n j o0 1
> e L L P(I > 00) = X X5 P(60) < 1) < k-4 1)
n=1 i=14j€B n=1 JjEB k=n

IN
mM mM mM

( <yXJ\<¢k+1>Zn -1

PO
i:jl Pk <o (i) < k+1)
E(o~

S HIX)T < oo (4.2)
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Tiép theo, ching ta di chimg minh
S B (A My |

¢(n)
That véy, v6i n > 1, 4p dung bat dang thicc Holder (B dé A.5) va gia thiét (4.1),

— 0 khin — oo. (4.3)

S B A < nl—%<§:E(|Am-|2)>é < Cn. (4.4)
=1 =1
Do do,
S EAMD| _ EMal iy BlA _ Cn e EIME|
¢(n) B ¢(n) - ¢(n)
< %;E (1% o100 -

Ap dung diéu kién (Kg) ta c6

Z ( ZE(|X [ 1(1x3)>6(n) )

jEB
i 1
- HZIJE% o(n) ;E (16 om0 <6001
o0 k 1
= (|X |[¢(k V<| X7 |<p(k+1)) ) Z ¢7
JEB k=1 n=1
00 k nrfl
<C YN E (s wm<ixoizomeny) o
jEB k=1 n=1
< CY Y E (K pw<pxii<or)
jEB k=1
<CY E(o (X)) < oo
jEB

Ap dung Bé dé Kronecker (B6 dé A.8) ta thu dugc

Cn
o )ZE!X Hixoisomy < 205 ZZEUX [ (x51560)
JjeB k 1jeB

— 0 khin — oo.

Do d6, phan con lai ta can chi ra

<1
> = P (IU. = Vol = e6(n)) < oo.
n=1

Ta co

> =PI = Vil = <o)
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<3 mr (> ) 5 (1o > 4

n=1

=1+

Két hgp Ménh dé 1.22 va Ménh dé 1.39, v6i moi n, ta c6 {4V — E(AniYni), 1 <
i <n}va{AnZy— E(AnZy),1 <i <n} deéula day PNQD theo toa do. Véi I, lan
luot 4p dung bat ding thitc Markov (B dé A.2), B dé 4.1 va gia thiét (4.1), ta c¢6

— €2 Z n2— T¢2 HV ” Z n2- r(bZ ZZE’A”Z

i=1jeB

<CZITZP]X]\>¢( ) < C Y E(6H(X]) < 0.

JjEB jEB

Tiép theo, ta sé chi ra I, < oco. Tiép tuc 4p dung bat ddng thitc Markov (BS dé A.2),
B6 dé 4.1 va gia thiét (4.1), ta dugc

00 nr—2 n 2
L <Y ——F ApiYni — EApi Yo
2= 2 EEm )

nr72 n j
52¢2( Z: L ATZ’Ym

n); 13%29 |
=2

IN

,,,LT‘

€2¢2(7’L ZZ

M 112

|2
E<A72u'¢2(n)l(Xj|>¢(n)) + Aii(Xj>ZI(|Xj§¢(n))>

IN

Il
N

n

-2 n

<

n

I
hE

-2 n
— 33 B(A2 L xsm0m Z — Z Z B (AL (X)) T(x01<60n)))
1 € iDjen 1€ ¢ ( ) €B

1=

n

= 13 —|— ]4.

Tir gia thiét (4.1) va khang dinh (4.2),

2T2i§E P(IX7] > 6(n)
:iijépwww»EM£n
< cnin” > PX] > o(m)
gc]GZBE(J (1X7))7) < oo

Tiép theo, ta s& chi ra I < co. Tit (4.1) va gia thiét (K3),

L= Sam €2¢2 Z > E(AL)E((X)x51260m)
n=1 i=1jEB
] 00 nr—l
<C) E((X])2 Yoo [(Xj|§¢(”))>
JjEB n=1 ¢ (n)
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00 nrfl
scyr ( XD Y )
€B n=¢—1(|X7|) ¢2(n)
<C Z X)) < oc.
eB
Chting minh Binh 1y 4.2 hoan thanh. [

Vi du duéi day minh hoa két qua ctia Dinh 1y 4.2.

Vi du 4.3 Ki hiéu I, 1a khong gian Hilbert thuc tach duge gom tat ca cac day sbd
thuc c¢6 tong binh phuong hitu han véi tich vé huéng

o
ly = { X1y X2y e Z jz;]* < OO} (x,y) = > wiyi,
i=1

trong d6 « = (z1,x2,...) € la va y = (Y1,Y2,...) € la. Cho {Yg,n > 1,k > 1} 1a mot
mang bién ngau nhién thuc cling phan phdi v6i ham mat do x4c suit

a néu |z| > 1,

flz)= ¢ 2l (4.5)
0 neu ngudc lai,

trong d6 0 < « < 2. Ngoai ra, gid st v6i mdi k > 1, {Y,r,n > 1} 1a mot diy bién
ngau nhién PNQD duge dinh nghia trong Vi du 1.38 véi {F,,n > 1} la ham phéan
phdi x4c suat tuong tmg v6i ham mat do (4.5), va véi méi n > 1, {Yo, k > 1} 1a mot
day bién ngdu nhién doc lap. Dat X7 = a;Y,; v6in > 1va j > 1, trong d6 a; > 0 véi
ol j/z < 00. Ta sé chimg minh {X,, = (X}, X2,...),n > 1} la mot
day bién ngau nhién nhan gia tri trong lo, titc 1, v6i moéi n > 1,

moi j > 1 va Y 32

J-nj

(X)) = ZGQYQ < oo (hau chac chan). (4.6)

J=1

That vay, dat &,; = a3 2y2 [(|a] Y,;l<1), ta co

j o ng
o0 o0 B o0 o 2
ZIP a2V # &) = ZIP(|YW-| >a;') < (leaj/
Jj= Jj= Jj=

Ap dung b6 dé Borel-Cantelli (B6 dé A.3), ta c6 P(a ?Yn?] # &,; xuat hién vo han lan) =
0. Khi d6 dé chitng minh (4.6), ta chi can chi ra

Y & <oo (hau chac chin).
Ta c6

N BElen — E&l? <Y B = atE(YV  a,v,,<1) < C Z
=1 i=1 j=1 =1

80



Ap dung tiéu chuan héi tu Kolmogorov (Pinh Iy A.9), 721 (&nj — Eépj) < o0 hau

chéc chin. Ngoai ra,
o] o0 >
2 27
> B = a;E(Y, 14, 1<1) Z
j=1 j=1 Jj=1

Do dé, 3222, &nj < 00 hau chac chan. Xét mot co s6 truc chuan clia ly 14 {e,,n > 1},
trong d6 e, € Iy 1a vécto ¢ toa d6 thit n bang 1, cac toa do con lai bang 0. Véi gi
thiét j > 1, {V,,;,n > 1} 1a mot day bién ngau nhien PNQD véi ki vong 0, khi d6
{X,,,n > 1} ciing 1a mot day bién ngdu nhién PNQD theo toa do nhan gid tri trong
ly v6i ky vong 0.
Dit ¢(z) = 2P v6i 1 <rp < a, 1 < a < 2. Khi d6 ¢(z) thda man diéu kién

(K1, Ky, K3). Ta c6

iE ‘Xj i |XJ )P = E|Y11|Tp2a < 0.

j=1 j=1 J=1
Do d6, véi {A,;,1 < i < n,n > 1} 1a mdt mang bién ngau nhién nhan gid tri thue
PNQD theo hang thoa man diéu kién (4.1) va véi moi € > 0 ta c6

[o.¢] 1 n
2—r P(
-1 i=1

n=1

nig

> 6n1/p> < 0.

Khi 7p > a, ta gid thiét thém rang v6i mdi j > 1, {Y,,;,n > 1} 1a mot day bién ngiu
nhién doc 14p va a; = 1,a; = 0 v6i moi j > 2, két hop Bo dé A.14 va Bo dé A.15 ta
c6Hv6i 0 <6 <1 van da lon,

P(3 ] = ) =20
k=1 k=1

bieu nay suy ra

> p(

2—r
n=1 n

1
(22)

xz > 0.

>x>2(1—5)n

D> Xi
k=1

Dinh 1y 4.4 Cho 1 <r <2 va {X,X,,,n > 1} la mot day vécto ngau nhién nhdan
gid tri trong khong gian Hilbert PNQD theo toa do va cung phan phoi, {An:, 1 <i <

1/p _
> > — 0.
n 5)_ Sy z e = 00

n,n > 1} la mét mdng bién ngau nhién nhdn gid tri thuc PNQD theo hang théa man
(4.1).
Gid st {X, Xp,n > 1} va {An, 1 < i <n,n> 1} la doc lap. Néu ton tai ham ¢

théa man cdc dieu kién (K., Ky, K4) sao cho

> E((¢7 (1X7) log? (671 (|1X7])) < o0, (4.7)

jE€EB
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tht vdi moi € > 0,

> P s iZ;(AmXZ- - BAX))| 2 20l) <oo. (48)

2—r
n:17z

Truong hop riéng, khi r = 2 ta co

max
1<k<n

Zzl (A Xi — (A X; ))H
¢(n)

Chaing minh. Tuong tu nhu chitng minh Dinh 1y 4.2 phia trén, v6i moi e > 0 ¢6 dinh,

8 0 khin — oo.

max
1<k<n

gzzp(|xz|>¢

)

<3>3 P(IX!] > 6(n)

i=1 jeB

Xk; A Xi — B(AyX, ))H > 5¢(n)>

—i—P( max || Uy — Vi, — K| > sgb(n))

1<k<n

+ P( max Z 1E(AYo)|| > ¢§”)).

+p< wax Uy — Vi > g‘ﬁén)).

Theo (4.2) ta c6

> e 2 LR ( > 0m) = 3

:1

ZP<|X]| > & )> .

jEB
Theo két qua (4.3) trong chtimg minh Dinh 1y 4.2, ta cé
1 T 1Bl s A, 1,0
¢(n) - ¢(n)

Do dé6 ta chi can chtmg minh

= 1 eg(n)
_ > VY
3 P 10— Vil = 557 <o

— 0 khin — oco.

Dé thay,
P 10— Vil = 57)
< P( max [[Vi| > wi“) +P( x (U] > Win)).

Theo Ménh dé 1.22, v6i mdi n > 1, ta ¢6 {4,V — E(AyYn),1 < i < n} va
{AniZni — E(AniZyni), 1 <i < n} déula mot day bién ngau nhién PNQD theo toa do.
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Lan lugt 4p dung bt ding thitc Markov (BS dé A.2), B3 dé 4.1, khang dinh (4.4) va
két qua (4.2), ta thu duge két qua dudi day:

i L P( max || Vi > Qiin))

2—r
el () 1<k<n

© 4
- lgnzr(b(n)E(l@sznlrvk!\)

n—=

< znAmZm— B(AuZy) )

n=1 €n2
o0 C n

< E Am

T ntre(n) <z:21] B| |>
s C

= E Am
3 g 2 20D (Z| )
> C

< — (|X7] > ¢(n)) < o0
n=1"" " jeB

Tiép tuc ap dung bt dang thiic Markov (B6 dé A.2) va B dé 4.1, ta c6,

L £¢(n) C
3P 10 2 )SZWE(EE,?? jo?)

1

> Clog( ) &
<2 E| A Y|
T g2 ) ;,GZB
> C’log2(n) L .
<D a2 ( (A2,8*(0) I x50 >>)+E(Aii(X’)21<Xj|s¢(n>>)>
n=1" ¢ (n> 1=1j€B
> C'log?( Clog™(n) &
=2 a2 E(An1(x0150(n))
n=1 =1 jeEB
. C'log?( Clog™(n) &
+ E Xi n )
— p2- r¢2(n) ;]eB (I [<¢(n))
= Il + IQ.

V6i I, 1an lugt 4p dung bat dang thitc Markov (B6 dé A.2), gid thiét (4.1) va (4.7),

ta co:

h=3 O S b1 o) 3 B(AL)
n=1 ]GB i=1
<szlog ZP( <|X3|<¢(k+1))
jeEBn=1
k 2
<O 3 (o) < 1] < ok + 1) 3 OB
JEB k=1 n=1

SCZikrlogi( (k<¢ (|XJ|)§k—i—1)

jEB k=1
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<Y E((07'(1X7]) logh (671 (1X7]))) < oc.

jEB

V6i I, tiép tuc 4p dung bat dang thiic Markov (B6 dé A.2), (4.1), gia thiét (K4) va

(4.7), ta thu dugc:

C1 n
I, = Zn2ori22 %E( |Xﬂ|<¢n>)Z;E
) o0 rfll
< C%EQX")Q; Wﬁm@m»)
o = ' 'logh(n)
<C E ¢2 Lo xi noloey ()
> GOl RPN )
<> E((¢7 (X)) ogh (671 (1X7]))) < oo.
jEB

Chting minh DPinh 1y 4.4 hoan thanh.

Lay r = 1 trong Dinh Iy 4.4, ta thu dudge Hé qua dudi diy dudc xem 1a ludt manh

s6 16n Marcinkiewicz-Zygmund cho day vécto ngau nhién nhan gid tri trong khéng

gian Hilbert PNQD theo toa do.

Hé qua 4.5 Cho {X, X,,,n > 1} la mot day vécto ngau nhién H-gid tri PNQD theo
toa do cung phdn phoi vdi ky vong bang 0, {Bn,n > 1} la mét day bién ngdu nhién

nhan gia tri thuc PNQD thoa man

n

> E(By)? = O(n).

k=1

Gid st {X, X,,n > 1} va {Bn,n > 1} la déc ldp. Néu ton tai ham ¢ théa man

(K1, K3, K4) sao cho

> E(67 (X)) logh (671 (1X7))) < o0,

jEB

thi véi moi € > 0,

—— > BiX; hees 0 khi n — oo.
—1

Chitng minh. V6i moi € > 0, 4p dung Dinh 1y 4.4 v6ir =1, A,; = B; v6i moi n > 1,

1 <7 <n,taco

k

o0 > Z (1§ ax 2 > 5q§(n)>

nln
ST

n=2!

k

> 26(n))

84



[e'e) 21+1 1 N
9l )
=DIPY - P( max > BiXi| > o)
1 k |
- 2 =0 P< 1211.;&3};1 — > e¢(2 )>

Ap dung bé dé Borel-Cantelli (BS dé A.3) va (4.8), ta dudc

q5(12i) max. sz:lBiXi Lets 0 khi i — oo (4.9)
Véi 2F < n < 21 ta co
o< |y Bx|< 1, max (4.10)
o) lli= $(2°) 1sk=nll 2
Két hop (4.9) va (4.10) ta c6 dieu phai chimg minh. O

Lay ¢(x) = x'/P0V/P(2), khi d6 ¢~ (x) = xP#(2P) theo (1.2). V6i 1 < rp < 2,
ham ¢ vita néu théa man dicu kién (K;) — (K,). Chi ¥ rang khi rp = 2, ta chon
r=2p=1/((z)=log’(z). Khi d6 diéu kién (K3), (K,) van théa man. Ching ta
thu duge Hé qué duéi day.

Hé qua 4.6 Cho 1 <r <2, 1 <rp<2wvi{X,X,,n>1} ld mot day vécto ngau
nhién H-gid tri PNQD theo toa dé ciing phdn phoi vdi ki vong bang 0, {B,,n > 1}
la mot day bién ngau nhién nhan gid tri thue PNQD théa man

> E(By)* = O(n).
k=1
Gid st {X,,n > 1} va {Bp,n > 1} la déc lap vdi nhau. Néu

S E((IXIPet(1X7)) log? (|1 X7P0* (1 X717)) ) < oo,

JjEB

tha

h.c.c.

1/p£1/p ZBX —= 0 khi n — oo.
n

4.2 Luét sb 16n cho day véctd ngiu nhién phu thudc
géc phan tv Am timg cidp trong khong gian
Hilbert v4i phan phdi dubi ning

Trong phan nay, ching t6i nghién ctru luit manh s6 16n cho téng trong sb tat dinh

clia day vécto ngau nhién {X,,,n > 1} nhén gid tri trong khong gian Hilbert PNQD
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theo toa dd thoa man phan phéi dudi ning
> P (\X,{\ > x) =z ), n>1, ae(1,2),
j€B
trong d6 ¢(z) 1a mot ham bién d6i cham.
Trude khi di vio cic két qué chinh, ching téi nhéic lai két qué quan trong dbi véi
day vécto ngau nhién H-gid tri PNQD theo toa do.
B4 dé 4.7 ([89], Ménh dé 6) Cho {X,,n > 1} la mét diy vécto ngau nhién H-gid
tri PNQD theo toa do. Khi do, chudi . Xy hoi tu hau chic chdn néu vdi c > 0, cde
k=1

chuoi sau hoi tu:

(1) Z > P(IX]|>c),

n=1 ]6

(i) 3 Y EXI(c)e;,

n=1jeB

(i) > % log2n D(Xi(c)),

n=1jeB

trong do
X) = (Xnej), Xi(e) = —cliyg o+ X xg1c + L ixine
voin>1,57 € B.

Két qua dudi day dude xem la luat manh sd 16n cho tong trong s6 tat dinh ciia
day vecto ngau nhién H-gia tri PNQD theo toa d6 v6i phan phdi dudi nang.

Dinh ly 4.8 Cho {X,,,n > 1} la mét day vécto ngau nhién H-gid tri PNQD theo toa
do vdi ky vong bang 0 théa man

P <|X7Jl| > x) =z Y(z), aec(l,2), n>1,

JjEB

trong dé €(x) la mot ham bién doi chdm. Cho {a,,n > 1} va {b,,n > 1} ld cdc ddy

n

hang so duong théa man 0 < b, 7 co. Ddt ¢, = vdin > 1. Gia su

a,log, n
Z 2%(c,) < . (4.11)
Khi do,
—Zaka e 0 khi n— oo.

”kl
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Ching minh. V6in >1,1<k<n,j€ B, dat
Y, = ;Ygej, ij = _CkI(X£<—Ck) + Xg[(\Xi\SCk) + Ck](X£>ck)‘
j
Khi d6 theo Ménh dé 1.22, day {Y,,n > 1} 1a mot day vécto ngdu nhién H-gia tri
PNQD theo toa do. Két hop Dinh Iy Karamata (Dinh 1y 1.5) va gia thiét (4.11), ta

co:

k=1jeB k:ljeB
<Y Y P(IX > o)+ S Y 6 ’E Lt <o
k=1jeB k=1jEB
Sy P(X] s e)+ Y c,f/ £ P (|| > 1) dt
k':leB k=1 jEB

<C Z cp “Uer) + O e (ck)

k=1

<C’ch ) < 00.

) v s o Y. — EY;
Ap dung Bo de 4.7 ta ¢6 Y M

2 héi tu, tiép tuc 4p dung B dé Kronecker
o k=1 k
(Bo de A.8) suy ra

> ap (Yy — EYz) = 0(b,) hau chic chan. (4.12)
k=1
Chit ¥ rang EXJ = 0, két hop Dinh 1y Karamata (Dinh 1y 1.5) va gia thiét (4.11), ta
co:

Y E(Y{e;)

JjEB

I A s
k=1 k k=1

£ PN > )

IA
Mg

IS EXIT (X <) ey

k=1 jEB k=1jeB
< Z &' 2 EIXIT(xgps0) + Z > P(IXE] > )
k=1 jeB k=1jeB
gz,;/ S P \X3|>t)dt+ZZP(|XJ]>ck)
k=1 ‘k jeB k=1jeB
= Z / t(t)dt + Z c “U(ck)

<C Z e (cp) et + C Z cp “l(cy)
k=1

k=1
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<CD % ey) < oo,
k=1

tit d6 suy ra chudi

o

a N - .
3" EEY; hoi tu hiu chic chin.
k=1 br

Két hop gia thiét ctia day {b,,n > 1} va B6 dé Kronecker (Bo dé A.8), ta c6

k=1

Két hop (4.12) va (4.13),

Z arYy = o(b,) hau chac chin khi n — oo,
k=1

Dé hoan thanh chimg minh Pinh 1y 4.8, chiing ta can chi ra
P (Xn #Y, xuat hién vo6 han lén) =0.

Tt gid thiét (4.11),

iP(Xn;éYn)g iZP(jxg—Y,{]2>o> =S Y (X > )

n=1jeB n=1j€B
= i ¢, U(c,) < oo.
n=1
Ap dung bé dé Borel-Cantelli (B6 dé A.3) ta c6
P (X, #Y, xuat hién vo han lan) = 0.
Chtng minh dinh 1y dugce hoan thanh. O]

Vi du 4.9 Xét {X,,,n > 1} 14 mdt day vécto ngau nhién H-gid tri PNQD c¢6 phan
phdi xdc suat P (XJ =0)=1— &—Z va xac suat dudi
. I
P(Xi>a)=—Y _ <6iz>0,jeB, (4.14)

trong d6 r > 1, a; > 0, 3 a; < 00 va {gn, n > 1} 1a mdt day sé duong théa man
jeB

M = max {a;} < g, v6imoin > 1.
Tu (4.14), ta c6

X 00 X [es) . . Ml/r
Exg:/ P(Xg>x)dx:/ Y e Y <
0 0o (x+qn) (r—1g !t~ r—1
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va
EX, = E(ZX%) = %, trong d6 o =) aj.
jEB (r=1g, jeB
Ta ¢6 {X,, — EX,,n > 1} la mdt day vécto ngau nhién H-gid tri PNQD theo toa do

v6i ky vong 0 va v6in > 1,

S P(|X] - EX]|>2) <> P(IX]]>x) <27

jEB JjEB
Khi do,
S P(Xy - EXy[>2) <3S P(|X) - EX)|>2) < Y > P(IX]] > ).
n=1 n=1jEB n=1jeB
. nl/r
Tt Pinh 1y 4.8, v6i n > 1, 1y a,, = 1, b, = n'/"logtin va ¢, = ——— v6i moi
log. " n
a>1+—, l(x)=1v6i moi z, ta cd
r
(o] o0 ., (o] 1
> P (X0 = EXo] > ea) = 3 _(ea) " = D ooy < o0
n=1 n=1 n=1 N 10g_ n

Ap dung Dinh 1y 4.8 cho day bién ngiu nhién PNQD {X, — EX,,n>1}taco

1 - h.c.c. .
_ X, —FEX,) —> 0 khin — occ.
n'/mlogf n kz::l (X ¢) P el

Két qua dusi day c6 thé xem la mé rong ctia Dinh 1y 3.5 trong Wang [109] cho
mot day vécto ngau nhién H-gid tri PNQD theo toa do.

Cho {c,,n > 1} 1a mot day s6 duong. Véi méi n > 1, dit

N (n) = Card{i:c¢; <n},

trong d6 Card(A) 1a s6 phan tit ciia tdp A. Chi ¥ rang, N(0) = 0 va N(-) 1a mot
ham nhén gid tri nguyén khong gidm véi lim N (n) = oc.
Dinh 1y 4.10 Cho {X, X,,n > 1} la mdt day vécto ngau nhién H-gid tri PNQD
theo toa do cing phan phdi va {a,,n > 1} la mot day s6 duong théa man 0 < A, =
> a; St oo. Gid si
j=1

EX =0, Y E|X'|"<oco vdi 1<r<2. (4.15)
jeB
y Ay . P
Dat ¢, = —— vdin > 1. Gia su
anlog . n
N(n)=0(n"), n>1. (4.16)
Khi do,
1 & cc )
A—n;aiXi el 0 khin — oo (4.17)
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Chimg minh. Tit dinh nghia ctia N(n) suy ra ¢, — oo khi n — oo vi néu diéu nguge
lai xay ra, titc 1a ton tai mot day {c;,i > 1} va hang s6 ng sao cho ¢; < nj. Khi dé,
N (ng) = oo, diéu ndy mau thuin véi gid thiét N (ng) < Cnj theo (4.16).

Vé6imoin > 1,7 € B, dit

Y, = Z Ygej, Y,{ = _CnI(X,{<—cn) + be](lX%lSCn) + C"I(X%>cn)'

JjEB

Két hop (4.15) va (4.16) ta co:

S PX,AY) <Y S P(IXI -V >0) =33 P(1X]] > ca)
n=1 n=1jeB n=1jeB
= > P(IX] > )
n=1j€B c,<k<cnp+1

I
Mg

e
I
-
<
m
W
T
_
A
o
3
A
e

P(1X]] > k—1)

I
hE

(N (k)= N (k=1) P (|X7| > k- 1)

<.
m
W
bl
Il
—_

I
hE
hE

(N(k)=NE-1)Y P1-1<|X| <)

<
m
s}
i
—
~

I
hE
M-~ L

P(l—1<|X/|<1) 3 (N (k)= N (k-1))

jeB =1 k=1
=Y NOP(I-1< X <)
jeEB =1
SCZZZTP( — 1< |X7] <)
JjEB =
<CY EIX|" < 0.
jeB
Diéu nay suy ra
SP(X #£Y) <D P(IX]] > ) < o0, (4.18)
n=1 n=1jeB
Ap dung bé dé Borel-Cantelli (BS dé A.3) ta c6
P (X, #Y, xuat hién vo han lan) = 0. (4.19)

Dé hoan thanh chimg minh Pinh 1y 4.10, ta can chi ra

1 ° C.C.
A—ng a;Y; 25 0 khi n — oo. (4.20)
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Két hop (4.15), (4.16) va (4.18), ta c6

> S0t i 0 (%] Z)<zzc

i=1j€EB i=1jeB
<ZZP<|X]|>C’L)+ZZC \Xj|§ci)
i=1j€EB i=1jeEB
00

<SC+Y > > GPEX)jxii<e)

jEB i=1 ¢;<k<c;+1

<SC+> > > G EX) jxi<h

jEBi=1k—1<c;<k

0o k
<CH+ Y D (NMK) = N(E-1)(k—1)"2> E(X?)’Ii_1<xi1<
jeBz‘ 1 =1
<C+ZZE Iq- 1<|XJ|<Z)ZN ((k—1)"2 —
JjEB =2
<C+ > ZE Ta1<ixd)<0) Zk e
JjEB =2
<C+ > Y U goaaxi<
jeB =2
<C+CY E|X|" < oo
jeB

Ap dung B dé 4.7 va B dé Kronecker (B dé A.8),
A;lzn:ai (Y; — EY;) R0 Kkhin — oo.
i=1
Dé chiing minh (4.20), ta can chi ra
A;lialEY e 0 khi n — oo.

Két hop (4.15), (4.16) va (4.18),

a; lo _
3 g* |EY;|| = ch

i=1

> EY]ej

JjEB

(\Xﬁ] > i) + 2051 > EXg[(|Xf\§ci)ej

eB i=1 jeB

B X7 |I(xi|5e,)

S

'Mg llMg

s
Il
—

Z
€B
Z Z S TTEIX x5
i=1j€EBc

i <I<c;+1
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Z _1E|Xj|](\XJ'|>l—1)
1<c;

-NI-1)(1-1)" Z E| X7 |Lk<|xs)<h41)
k=1

<C+Z
2

&M8 “M8

[e's) k+1

<C+C ZB Z |Xj|f(k<\xj|gk+1)z N (1) ((l - 1)_1 - l_l)

k+1
<C+C Z Z E\XJ’[ (k<|Xi|<k+1) Zl B
cBk 1=2

<C+CY° Z K B X e x| <h41)

jEB k=1
<C+C Y > EIX Tpaxoizie
jEB k=1
<CY BIX| <.
jeB
Diéu nay suy ra
A" a;EY; 0 khi n—oo. (4.21)
i=1
Két hop (4.19) va (4.21) ta thu duge két qud (4.17). Chitng minh Dinh 1y duge hoan
thanh. ]

Dua trén ¥ tudng ctia Shen va cong su [87], Dinh 1y 4.11 dudi day sé thiét 1ap su
hoi tu day du cho tong trong s6 tat dinh ctia day vécto ngdu nhién H-gia tri PNQD
theo toa dd. Trong d6, ching toi stt dung day chuan héa b, = n®(n) véi £(-) 1
mot ham bién doi cham, va thay day s6 duong {a,,n > 1} bsi moét mang sé duong
{ani;, 1 <i <mn,n > 1} théa man mot vai diéu kién nhat dinh.

Dinh 1y 4.11 Cho {X,,,n > 1} la mdt day vécto ngau nhién H-gid tri PNQD theo toa
do vdi ky vong 0 va E(X7)? = (67)* < oo vdimoin > 1,5 € B. Cho {an;,1 <i<n,n>1}
la mét mdng so duong théa man a2 < Ca vdi moin >1,1<i<n. Véia>1/2,

gid siu
2

Sy ln) - . z2 < oo, (4.22)

i=1jeB

trong dé ((-) la mot ham bién doi cham. Khi do,

Zam-Xi 8 0 khi n — oo.
i=1

nel(n)

Chitng minh. Tit gid thiét ctia Dinh 1y 4.11 va B6 dé 4.1, ta ¢6

n 2 n n . n
B|Y auXi| <D aEIX] =33 a2(o)) zz
i=1 i=1 i=1 jE€B

i=1j€B
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Tit d6, 4p dung bat ding thitc Markov (B6 dé A.2) va Dinh Iy Karamata (Dinh 1y
1.5), v6i moi € > 0,
Z ani X

Scinmgz ZZ&“ iz ()Qi:nmglz(n)

i=1jeB 1=1jeB

2

- 2 jzoo 1
SOINAC) /Mz(x)dx

i=1j€B y

2 jy2
<CY Y ai(al) () < 00.
i=1jeB

1

Do dé
0ds,

ZamX—>Okh1n—>oo 0

A

n) i=

4.3 Sy hoi tu ctia théng ké von Mises suy bién

Trong phan nay, chiing t6i 4p dung céc két qua vé su hoi tu clia diy vécto ngau
nhién trong khong gian Hilbret da thiét 1ap & hai phan trudc dé nghién cttu su hoi tu
ctia théng ké von Mises (mot dang phi tuyén) véi dit lidu nhan gia tri thue. O day,
chiing t6i xdy dung mot khong gian Hilbert thich hgp nham chuyén mot dang tong
phi tuyén vé dang tong tuyén tinh nhan gia tri trong chinh khéng gian Hilbert do.

Trude hét, chiing toi sé trinh bay mot s6 kién thitc co ban vé théng ké von Mises
(V-théng ké). Cho {X,,,n > 1} 1a mot ddy bién ngau nhién trén khong gian x4c suat
(Q,F,P)va h:R? = R 1a mot ham ddi xtmg, do duge. Khi d6, V-théng ké (bac 2
c6 trong s6) duge dinh nghia béi

= Z AmAn]h(Xz:X])v
ij=1
v6i hat nhan (kernel) h va {A,;,1 < i < n,n > 1} 14 mdt mang bién ngau nhién
theo hang nhan gi4 tri thuc. Trudng hop dac biét, khi cac trong s6 A,,; = % v6i moi
1=1,2,...,n ta thu dugc

TL_

X X
13 mot V-thdng ké v6i hat nhan h (duge trinh bay trong tai liéu [19], trang 100). Théng
ké von Mises dugc goi 1a suy bién néu E(h(z, X;)) = 0 v6i moi x € R (xem [19], trang
101). Ngoai ra, chiing ta gia st thém rang A lién tuc Lipschitz va xac dinh duong, titc
la .

Z cicih(zi, ;) > 0,

i,j=1
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v6i moi ¢1,...,Cp, T1,. .., Ty € R.

DPé minh hoa, xét day bién ngau nhién X, Xs, ..., X,, cting phan phdi v6i ky vong
bang 0 va phuong sai hitu han 2. Ki hiéu X,, va s2 tuong tmg 1a trung binh mau va
phuong sai mau, trong dé

— 12
= — E Xk va, Sn
n
k=1

k:l
Xét hai truong hgp don gidn ctia V-théng ké 1a
o L bk oxr ow v XX
n_ﬁzl§< (A j)v va n Qzl
17]: 7]

trong d6 ham hat nhan k (z;, ;) = 1 (z; — ;) va h(z;,2;) = z;x;. Khi do,

1 & 1 " —9
V= _— X, - X)) =-—-2 X2 - nX
n 27122']'2:1( ]) 2712 n(; 7 n n
-1
:ﬁﬂn(n—l)si:nn s2.
va -
—*ZXE—
ni3

Ap dung Pinh 1y 14 trong [88] v6i luu ¥ ring V" 1a mot théng ké von Mises suy bién,
ta co VI e, Sau d6, 4p dung luat s6 16n cho day bién ngau nhién {X2 n > 1}, ta
thu duge tinh viing cho ude lugng s2 ciia 0. Ngoai ra, cac V-thdng ké con déng vai
trd quan trong trong 1y thuyét wéc luong va kiém dinh gia thuyét dbi véi céc thong
ké phi tuyén.

Nhém téc gid Son [88, 89] da dua ra su hdi tu hau chic chan cho théng ké von
Mises suy bién dbi véi dit liéu nhan gia tri thuc doc 1ap va doc 1ap timg cip véi trong
s6 tat dinh. Chiing t6i tiép tuc nghién cttu V-théng ké dé dua ra cac diéu kién cho su
hoi tu day du ctia thdng ké von Mises suy bién véi dit liéu nhan gié tri thue doc lap
tung cap.

Dinh ly 4.12 Cho {X, X,,,n > 1} la mét day bién ngau nhién nhan gid tri thuc doc
ldp tiing cdp va cung phdn phéi vdi ky vong bang 0, {An,1 < i < n,n > 1} la mét
mdng bién ngau nhién PNQD theo hang théa man Y1 E(Ay)? = O(n) (4.1). Gid
st{Xn,n>1} va {An,1 <i<n,n>1}la doc lap. Cho h la ham lién tuc Lipschitz
xdc dinh duong thoa man

Elh(X,X)| < c0.
Khi do

1
——— max V} 22 0 khi n— oo.
n210g+( )1<k<n
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Chaing minh. Tit két qua ciia Sun [95], ham h(z,y) cé bicu dién

z,y) = liwxml(y)

trong d6 (¢)ien 1a céc ham riéng truc giao thda man cac tinh chat dusi day:
i) E¢(X,) =0va E¢?(X,) =1 v6imoil € N,
i) Ay >0v6imoileNvad2 N\ <oo.

Xét H 1a mot khong gian Hilbert gom cac day s6 thuc y = (y;)ien dudc trang bi
tich v6 huéng xac dinh nhu sau:

z) =Y \yia.
=1

Khi do, [jy||* = 22, Ay?. Xét mot day bién ngdu nhién H-gid tri Y, = (¢;(Xn))ien.
Khi d6 {Y,,,n > 1} 12 mot day bién ngau nhién H-gia tri PNQD theo toa do véi ky

vong 0 va

1 1
n2log™ (n) 12k2n Vi = 12 log (n) 19k%n ,Zl AniAih(Xs, X5)

= # max Z Z)\lAmAnjqbl( )QSI(X])

2 4
n?log} (n) 1sksn 5= i

1 2
- 41@3222%(2%@ )

n?log, (n) i
Ik

Lay ¢(x) = xlog? (z), tt (1.2) va (1.3), ta cé gb*l(x) = z/log® (). Ngoai ra,

ni

(n]og 1<k<n

2 ey X2 o 1X
]EZBE(( |XJ|)) 1og+(¢ qXU))_jez:BE(lng(\)'(j])lo&(bg%(PLjD))
< ZBE (1X7])" = EJh(X, X)| < oc.

Ap dung Dinh 1y 4.4 véi r = 2, ham ¢ va ¢! 14y nhu trén ta duge

max niY;
1<k<n Il ;=1 c.c. .
5 — 0 khi n — oc.
nlog’ (n)
Diéu nay suy ra
1
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Ap dung DPinh 1y 4.11 ta thu duoc su héi tu diy du cho théng ké von Mises suy
bién véi dit liéu nhan gié tri thuc doc lap timg cap.

Dinh 1y 4.13 Cho {X,,,n > 1} la mot day bién ngau nhién nhan gid tri thuc doc lap
tung cdp vdi ky vong bang 0. Cho {an;,1 <i<mn,n > 1} la mét mdng s6 duong sao
cho a?, < Ca% vdi méoi 1 <i<n,n>1,j€ B. Vdia>1/2, gid st hat nhan h cia
V -thong ké la mot ham lién tuc Lipschitz xdc dinh duong théa man

2

— a3
Z Z’2o¢—1E |h (X, Xi)| < o0.
i=1

Khi dé,
1 c.c. .
Vi = n2a Z Aninih(Xi, X;) — 0 khin — oo.

i,7=1
Chitng minh. Tuong tu nhu trong chiimg minh Dinh 1y 4.12, xét mot day vécto ngau
nhién H-gid tri Y, = (¢(X,))ien. Khi d6, {Y,,,n > 1} la mot day vécto H-gid tri
PNQD theo toa d6 v6i ky vong 0. Khi do,

2
Z anzanj Xza X Z )‘l< Z ank¢l Xk’ )

3,j=1

‘1 )
===
n= =

Z ankYk

1

nQa

Vo =

Véi a > 1/2, 1ay £(n) = 1 v6i moi n > 1, khi dé dieu kién (4.22) trong Dinh 1y 4.11
dugc thoa man vi

>y

i=1jeB

2 [e’¢) 2

Z LB = Y B A(X, X,)| < oc.
=1

2204 l 2a 2201—1

Ap dung Dinh Iy 4.11 ta c6

1

a

bicu nay suy ra

h.c.c.

—>O khi n — oo.

Két luan Chuong 4

Chuong 4 tap trung nghién cttu ludt sé 16n cho day vécto ngau nhién nhén gia tri
trong khong gian Hilbert, phu thudc géc phan tu Am titng cip theo toa do. Trong do,
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Muc 4.1 tiép tuc phat trién cic ky thuat ctia Jajte [52] dé thiét lap su hoi tu day du
cho tong trong s6 ngau nhién ciia cdc vécto ngau nhién H-gia tri PNQD theo toa do
v6i day ham chuan héa ¢ théa man céac dieu kién (K;) — (K4), con Muc 4.2 dua ra
cac diéu kién dé thiét 1ap ludt manh sb 16n cho tong trong s6 tat dinh ctia day vécto
ngau nhién H-gid tri PNQD theo toa do v6i phan phdi dudi nang. Noi dung ciia hai
muc ndy lan lugt duge viét dua trén cong trinh s6 [3] va s6 [1] trong Danh muc
céng trinh khoa hoc ctia tac gia lién quan dén luin an.

Céc két qua chinh trong Chuong 4 gom:

« Dinh Iy 4.2 thiét 1ap su hdi tu day da cho day vécto ngau nhién nhén gia tri
trong khong gian Hilbert PNQD theo toa dd dua trén tinh chat ctia 16p ham ¢
théa man diéu kién (K, Ky, K3). Vi du 4.3 xay dung mot day vécto ngau nhién
nhén gié tri trong khong gian Hilbert I, PNQD theo toa d6 dé minh hoa két
qua cua Dinh 1y 4.2. Dinh 1y 4.4 chi ra su hdi tu tuong tu nhu trong Dinh ly
4.2 nhung c6 max va ham chuan héa ¢ thoa man diéu kién (K, Ky, Ky). Lay
r = 1 trong Dinh 1y 4.4, ta thu dugc Hé qui 4.5 dude xem 1a ludt manh s6
16n Marcinkiewicz-Zygmund cho téng trong s6 ngau nhién ctia day vécto ngau
nhién H-gi tri PNQD theo toa dd v6i day chuan héa téng quét.

« Dinh 1y 4.8 thiét lap cdc dicéu kién dé chting minh ludt manh s6 16n cho tong
trong s6 tat dinh ctia day vécto ngau nhién H-gia tri PNQD theo toa do véi
phan phéi dudi nang. Két qua nay sau dé dude minh hoa cu thé théng qua Vi
du 4.9. Dinh 1§ 4.10 thu dugc bang cdch mé rong Dinh 1y 3.5 clia Wang va cong
su [109] cho day vécto ngau nhién H-gia tri PNQD theo toa do. Pinh 1y 4.11 ¢6
thé xem 13 mot trudng hop riéng ciia Pinh 1y 4.8, dua trén ¥ tudng ciia nhém
tac gia Shen [87].

o Ap dung céc két qua phia trén dé nghién ctu sy hoi tu ddy di cho théng ké
von Mises suy bién v6i dit liéu nhén gid tri thuc doc lap ting cap ta thu dugce
Dinh 1y 4.12 (nh¢ dp dung Dinh 1y 4.4) va Dinh 1y 4.13 (nhs ap dung Dinh 1y
4.11).
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KET LUAN VA KIEN NGHI

Két luan

Ludn 4n tap trung nghién cttu Luat sb 16n cho day bién ngau nhién cé cau tric
phu thudc (lién két Am, phu thudc gdc phan tu m ting cip) thong qua su hoi tu day
di. Céc déng goép chinh bao gom viéec mé rong Dinh 1y Baum-Katz cho tong trong sb
ngau nhién ctia day bién ngau nhién lién két Am v6i day chuan hoa tong quat, thiét
lap Luat sb 16n Marcinkiewicz cho tong trong sb tat dinh ctia day bién ngau nhién
litn két Am va phan phdi dudi nang, su hoi tu day di clia tong trong s6 (ngau nhién
va tat dinh) ctia day vécto ngau nhién nhan gia tri trong khong gian Hilbert phu
thudc géc phan tu 4m timg cap theo toa dd va nghién cttu udc luong trong moé hinh
hoi quy va mét sé6 md hinh théng ké khéc. Nhitng két qua nay khong chi téng quét
mot s6 két qua da cong bd ma con cé thé tng dung vao viéc nghién citu mot sd mod

hinh théng ké quan trong.

Céc déng gép chinh cta ludn an duge tém tat dudi day:

« Thiét 1ap céc diéu kién cho sy hoi tu day du clia tong trong sd ngau nhién clia
day bién ngau nhién lién két A&m va Dinh Iy Baum-Katz cho tong trong sé ngau
nhién ctia day bién ngau nhién lién két Am v6i day chuan héa tong quat. Két
qué nay khong chi téng quat mot sd két qua da biét ma con cb thé ap dung
cho mét vai cAu tric phu thuoe khéc, ching han: hiéu martingale, bién ngau
nhién NSD, bién ngau nhién @-mixing véi 3°°, ¢'/2(n) < oo, bién ngau nhién
p*-mixing (hodc p-mixing), bién ngau nhién m-ANA. Ngoai ra, dua trén cac két
qué vira thiét 1ap, ludn 4n dua ra toéc do hoi tu cia cic ude luong ving day du
trong mo6 hinh héi quy tuyén tinh don va trong moé hinh hoéi quy phi tham s6

v6i thiét ké ngau nhién.

o Thiét 1ap Luat s6 16n Marcinkiewicz (ca Luat yéu s 16n va Luat manh s6 16n)
cho tong trong s6 tat dinh ctia day bién ngau nhién lién két &m va phan phdi
dudi nang véi day chuan hoéa tong quét. D6i véi day bién ngau nhién doc lap
cung phan phdi hoac day bién ngau nhién lién két 4m cting phan phdi, ching
toi dia ra duge diéu kién can va di cia day chuan héa dé thiét 1ap Luat s6 16n
dang Marcinkiewiczc-Zygmund. Ngoai ra, ching t6i st dung nhitng két qua nay
dé dua ra uéc luong viing cho gid tri rii ro c6 diéu kién c¢VaR va nghién citu
tinh vitng ctia cac udc luong trong md hinh hoi quy ban tham s6 véi cac sai s6

dudi nang.

« Thiét 14p Ludt manh s6 16n cho day vécto ngau nhién nhén gié tri trong khong

gian Hilbert, phu thudc géc phan tu 4m ting cap theo toa do thong qua su hoi
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tu day da va 4p dung céc két qua nay dé dua ra cdc didu kién cho su hdi tu day

di ctia théng ké von Mises suy bién véi dit liéu thue ddc 1ap timg cap.

Kién nghi

Trong quéa trinh nghién citu cac van de ctia luan an, chung t6i da nghi den mot so

huéng nghién citu tiép theo nhu sau:

« Nghién ctru cdc dieu kién cho su hoi tu day du ctia day bién ngau nhién cé cau
triuc phu thudc khac (END, WOD, ...).

« Nghién cttu cdc mé hinh théng ké véi dit liéu ¢ cau tric phu thude.
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Phu luc

Dé chimg minh céc ket qué cta luan an, chung t6i sé nhac lai mot vai ket qua xéc

suat da biét.

B6 @& A.1 ([37], Dinh Iy 3.5.1) (Bdt dang thic Jensen)
Cho X la mot bién ngdu nhién va g la mot ham loi. Gid st X va g(X) la khd
tich, khi dé
9(EX) < Bg(X).

B6 dé A.2 ([37], Pinh 1y 3.1.1) (Bdt dang thiic Markov)
Cho x > 0. Gia st E|X|P < oo vdip >0, khi dé

Ry

E
P(IX[> ) <

Véi {A,,n > 1} 14 mot day bién c6 tiy v trong khong gian xdc suat (Q, F, P),
xét bién cb o =
limsup A, = ﬂ U Ap.
o k=1k=n

Néu w € Q, khi d6, w € limsup A, <= w € {A, xuat hién v han lan}.

n—oo

B6 d& A.3 ([37], Dinh Iy 2.18.1) (Bé dé Borel-Cantelli thit nhat)
Cho {A,,n > 1} la mét day bién co tiy i, khi dé

> P(A,) < oo = P(limsup 4,) = 0.
n=1 n—o0
B6 dé A.4 ([37], Dinh Iy 2.18.2) (Bé dé Borel-Cantelli thit hai)
Cho {A,,n > 1} la mét day bién coé doc lap, khi dé

Z P(A,) =00 = P(limsup A4,) = 1.
B6 dé A.5 ([37], Pinh 1y 3.2.4) (Bdt ddng thiic Holder)
Néu{an,n > 1},{b,,n > 1} ld hai day so6 thuc duong va p,q > 1 sao cho %—i—% =1,
thi
S iy < (Z ag?) (z bf;) |
i=1 ' '
ay
by

P
bs "

Dau bang zdy ra khi va chi khi

B6 dé A.6 ([37], Dinh 1y 3.2.5) (Bdt ddng thiic Lyapounov)
Cho X la mot bién ngau nhién va 0 < p < r. Khi dé

(BIX[)Y7 < (BIX])Y".
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B6 dé A.7 ([37], Pinh 1y 3.2.2) (Bdt ding thic C,)
Chor >0, X vaY la cdc bién ngau nhién. Gid st E|X|" < oo vd E|Y|" < oo,
khi do
EIX+Y|" <C.(E|X|"+ EY]"),
trong d6 C, =1 khir <1 va C, =2""% khir > 1.

B6 dé A.8 ([37], B6 dé A.6.2) (Bd dé Kronecker)
Gid st {xn,n > 1} va {a,,n > 1} la cdc day so thue, trong d6 0 < a; < as < ...
vad a, /400 khin — oo. Khi do,

Z—nhéz’tu :>—Za:k—>0khin—>oo.
n=1 n n k=1

DPinh 1y A.9 ([37], Pinh Iy 6.5.2) (Tiéu chudn héi tu Kolmogorov)
Cho {X,,,n > 1} la mot day bién ngdu nhién doc lap. Khi dé,

Y DX, <oco = > (X, — EX,) hoi tu hdu chdc chan.

n=1 n=1

. o 0 N p Y
Ngoai ra, neu Y, EX, hoi tu thi Y, X, hoi tu hau chac chan.
n=1 n=1

B6 dé& A.10 ([37], B6 d& A.3.1) Vi 0 < B <1,

B _ n B _
Py e
BT ia 8 b
va voi f > 1,
7§Zkﬁ— < — 4t (2410
b b
Trong ca hai truong hop,
n 1
B -1 _ —
ATy KT =5
k=1

Dinh nghia A.11 ( [37], Dinh nghia 3.6.1) (Bién ngau nhién doi zing)
Cho X va X' 1a céc bién ngau nhién doc 1ap va cling trong phan phéi. Khi d6 ta
goi X* = X — X’ 1a bién ngau nhién déi xtng.
B6 dé A.12 ([37], Ménh dé 3.6.2) (Bdt ding thitc déi zing yéu)
Véi moi x va a,
1
§P(X —med(X) > x) < P(X°>x),

;P(|X —med(X)| > z) < P(|X°| > z) <2P(|X — a| > z/2).
Dic biét,
1
SP(X — med(X)| > 2) < P(X" > 2) < 2P(X — med(X)| > 2/2)

trong dé med(X) la median cia bién ngau nhién X.
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B6 dé A.13 ([37], Dinh ly 3.7.1) (Bdt ddng thitc Lévy)
Cho {X,,n > 1} la mot day bién ngau nhién déc lgp va S, = S0, X;,n > 1. Véi

moi T,

P (ma<x (Sk — med(Sg — Sp)) > ZL’) <2P(S, > x),

1<k

P (max | Sk — med(Sk — Sy,)| > x) < 2P(|S,| > z).

1<k<n

Pdc biét, trong truong hop doi zing,

P( max Sy > x) < 2P(S, > z),

1<k<n

P< max |Sg| > a:) < 2P(|S,| > ).

1<k<n
Tit bat dang thitc Lévy, ta suy ra dude két qua sau (xem [37], Hé qua 3.7.1): Néu
X1, Xs, ..., X, 1a cdc bién ngau nhién déi xtmg, khi d6 v6i moi z va 1 < k < n ta co,
P(Sg>x)<2P(S,>xz),
P (|Sk| > x) <2P(|Sy]| > ).

B6 dé A.14 ([37], Ménh d¢ 6.1.4) Cho {X,,n > 1} la mét day bién ngau nhién doc
lap, doi xing. Dat Y, = max |Xg|, va S, = > Xp,n > 1. Khi dé,
1<k<n =

P(Y, > 2z) < P (max S| > x) < 2P(S,| > 2), > 0.

1<k<

B6 dé A.15 ([37), B6 d& A.4.2) Vdin>1, cho0<a, <6 <1. Khi dé
(1 —a,)" —1khin— oo <= na, — 0 khin — oc.
Ngoadi ra, vdi 6 € (0,1) cho trude, na, < 6(1 —0) < 1 vdi n di lén,
(1 =9)na, <1—(1-a,)" <na,/(1—-9).

Dinh ly A.16 ([37], Dinh 1y 6.3.2) (Ludt yéu sé lén Marcinkiewicz-Zygmund)

Cho 0 < r < 2. Gid st {X,X,,,n > 1} la mét day bién ngdu nhién doc lap cing
phan phéi véi day tong riéng S, = Sp_1 Xi, n > 1. Gid st E|X|" < oo va EX =0
khi 1 <r < 2. Khi dé,

. £>0 khi n — oo.
nl/r

Dinh 1y A.17 ([37], Dinh 1y 6.7.1) (Ludt manh s6 lén Marcinkiewicz-Zygmund)

Cho 0 < r < 2. Gid st {X,X,,,n > 1} la mot day bién ngau nhién doc lap cing
phdn phéi vdi diy tong rieng S, = Sp_ Xy, n > 1. Gid sit E|X|" < 0o va EX =0
khil <r < 2. Khi dd,

S’ﬂ c.c .
il ey khi on— oo
nt/r

Ngugc lai, néu két qud trén ding thi E|X|" < oo va EX =0 khi 1 <r < 2.
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Dinh ly A.18 ([37], Dinh 1y 6.12.1) Chop,r > 0,7 > p,p < 2. Gid s {X, X,,,n > 1}
la mét day bién ngau nhién doc ldp cing phan phoi véi day tong riéng S, = S¢_; Xk,
n>1. Néu

E|X|"<ocwinéur>1, EX =0,

the

WE

n(r/P-2p (|5n| > nl/pg) < oo  wdt moie >0,

3
Il
—

hE

nr/P)—2p (max | S| > n1/p€> < oo wdi moie > 0.
1<k<n

3
Il
—

Néur > p ta cé

Z n(T/p)72P <Sup ‘Sk/kl/p’ > 8) < o0 ’UO/’Z mOZ g > 0

Ngudc lai, néu mot trong cdc tong trén la hitu han vdi e > 0 nao do, thi cdc tong con
lai ciing hitw han (vdi r va p thich hop), E|X|" < oo vd néur > 1, EX = (.

Két qua dudi day déng vai tro quan trong trong viéc chitng minh két qua ctia luan
an.

B6 dé A.19 ([90], B6 dé 2) Cho o> —1 vd ¢ : [0, +00) — [0, +00) ld mdt ham ting
¢(2n)

sao cho N = sup < 0. Néu ddy cdc bién ngau nhién khong am {Y,,n > 1} ld

n>1 ¢(n)
mot day khong giam thoa man
> n®P(Y, > z¢(n)) < oo wdi moi x>0, (A.1)
n=1
thi
Lim P(Y, > x¢(n)) =0 vdi moi x> 0. (A.2)

Chitng minh. RO rang néu o > 0 thi (A.2) ding. Do dé xét —1 < a < 0 ta ¢

Z n*P(Y, > zp(n)) = Z Z n*P(Y, > z¢(n))
n—1 i=0 2i<n<2itl
> iP(Ygz >zg(27) > n®
i=0 2t <n<2itl

> 321220 P(Yy > Nag(21))

i=1
= 23" 21D P(Vy > Nug(2)).
i=1
Két hop dieu kién (A.1) va o > —1, ta suy ra
lim P(Yy > 2¢(2")) =0 v6i moi z > 0.
1—00
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V&i mdi n > 1, ton tai i,, > 1 sao cho 2771 < n < 2. Khi dé, véi moi x > 0, ta cé:

lim P(Y, > 26(n)) < lim P(Yyu > 2¢(2" 1))

n—oo

. T .
< lim P <Y2m > Nqb(? )) — 0 khin — oo.
Vay B6 dé A.19 dugc chitng minh. m

Dinh nghia A.20 ([1], trang 3) (Bi chdn ngau nhién)
Mot day bién ngau nhién {X,,n > 1} dugc goi 1a bi chin ngau nhién bai bién

ngau nhién X néu ton tai mot hang s6 C' > 0 sao cho
P(|X,| >z) <CP(|X|>=z) v6imoi x>0, n>1.

RO rang, néu {X, X,,,n > 1} 1a mot day bién ngau nhién doc 1ap cting phan phoi
thi {X,,n > 1} bi chian ngau nhién béi bién ngdu nhien X. Két qua dudi day 1a
mot tinh chit co ban ctia day bién ngau nhién bi chin ngau nhién (xem Adler va
Rosalsky [1]).

B6 dé A.21 ([1], B6 dé 1) Cho {X,,n > 1} la mét day bién ngau nhién bi chdn

ngdu nhién bdi bién ngdu nhién X. Khi dé véi moin > 1, a >0 vda b > 0 ta cd:
i) E1Xa|*Iix, <0 < C(EIX[2I1xi< + b P(1X| > b)),
i) B X" Ix, 50 < CEIX[*](|x]>t)-

DPinh nghia A.22 (Mt s6 dang phu thudc cia day bién ngau nhién dudc nhic téi
trong ludn dn)

Cho {X,,,n > 1} 1a mot day bién ngau nhién xac dinh trén khong gian xac suat
(Q, F, P). V6i M 1a mot o-dai 86, ki hieu L?(M) 14 16p tat ca cac bién ngau nhién
M-do duge v6i moémen bac hai hitu han.

Cho n, m 1a cac s6 nguyén duong va S, T C N. Ki hidu F™ = o (X;,n < i < m),
Fs=o0(X;,i€ S CN)vadist(S,T) =inf{|s —t|: s € S, t € T}.

i) (p-mizing, [67] trang 853 va p-mizing/p*-mizing, [74], trang 711)
Cho A va B 1a hai o-dai s6 trong F, dat

(A, B) |[EXY — EXEY|
D) = su .
P XeLQ(A),}IZGL?(B) vDX.DY

Pit
p(n) = ililff)(}—f, 2.), n >0,

p(n) =sup{p(Fs,Fr): S,T C N, sao cho dist(S,T) >n}, n>0.
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Khi d6, diay bién ngau nhién {X,,n > 1} dudc goi 1a p-mixing néu p(n) — 0
khi n — co. Day bién ngau nhién {X,,,n > 1} dugc goi 13 j-mixing néu ton tai
k € N sao cho p(k) < 1. (Trong mot s6 tai litu, p-mixing con dudc ki hiéu 1a
p*-mixing, chang han xem [106], trang 102.)

ii) (1-mizing, o-mizing, [111], trang 1) Cho A, B 1a cic o-dai s6 trong F, dit:

P(AB)

A, B) = — 1,
¥ ) AeA,BeBS,EFA)P(Bpo P(A)P(B)
(A, B) = sup |P(B|A) — P(B)|.

AEA,BEB,P(A)>0

W(n) =supY(Fy, Fisn),  ¢(n) =supp(Ff, Fes,), n > 0.
k>1 k>1

Khi d6, day bién ngau nhién {X,,,n > 1} dudc goi 1a ¢-mixing (hodc p-mixing)
néu ¥(n) — 0 (hodc p(n) — 0) khi n — oo.

iii) (NSD, [16], trang 142) Ham s6 ® : R® — R dugc goi 1a (siéu) cong tinh (super-

iv)

additive) néu

D(zVy)+ Pz Ay) > (x) + D(y),
v6i moi z,y € R” trong d6 zVy = (1 VY, 22V Ys, ..., Ty VUYpn), T ANY =
(x1 Ay, 22 Ay, .oy Ty A Yy), ki hiéu a V b = max{a, b}, a A b = min{a, b}.

Mot vécto ngau nhién (X1, X, ..., X,) duge goi 1a NSD (negatively superad-
ditive dependent) néu:

E®(X1, X, ..., Xn) < E®(X7, X5, ..., X5), (A.3)

n

trong d6 X7, X3,..., X 1a doc 1ap, X va X; c¢6 ciing phan phéi véi moi 1 <
i < n, va ® 1 mdt ham cong tinh sao cho cdc ky vong trong (A.3) ton tai.
Mot day cdc bién ngau nhién {X,,n > 1} dugce goi 1a NSD néu véi moi n > 1,
(X1, Xs, ..., X,) 1a NSD.

(Hiéu martingale, [37], Dinh nghia 10.2.6) Ki hiéu {F,,n > 1} la mot bo loc
(day ting cdc o-dai s6) trén khong gian xdc suat (2, F, P). Day bién ngau nhién
{X,,n > 1} dugc goi 1a tuong thich v6i {F,,n > 1} néu X, 1a F,-do dugc véi
moi n > 1.

Cho {X,,n > 1} 1a mot day bién ngau nhién kha tich (E|X,| < co) va tuong
thich v6i {F,,n > 1}. Khi d6, {X,,,n > 1} dugc goi la mot day hiéu martingale
(martingale difference) néu

E(X,1]|Fn) =0 v6imoin > 1.
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v)

vi)

(m-ANA, [24], trang 3) Mot day bién ngau nhién {X,,,n > 1} dudc goi 1a ANA

(asymptotic negatively associated) néu
p(s) =sup{p (S,7);S,T C N:dist(S,T) > s} -0 khis— oo,
trong do,

Cov(f(Xii € 8),9(X;.j €T))
VD(f(Xi,i € 8))D(g(X;,5 € T))

p(S,T):O\/sup{ :f,gEC},

v6i C 1a tdp hop cdc ham khong gidm va ki hiéu a V b = max{a, b}.

Cho m 1a mot s6 nguyén duong c6 dinh. Mot day bién ngau nhién {X,,n > 1}
dudc goi 1a m-ANA (m-asymptotic negatively associated) néu véi moi n > 2 va
v6i moi bo chi 6 4y, 4y, . .., i, thoa man diéu kién khoang cach i, — i;| > m v6i
moi 1 <k #1<mn,thi X;,,X,,,...,X;, 1amdt day bién ngau nhién ANA.

1 27 "

(m-END, [117], trang 2) Mot ho hitu han cdc bién ngdu nhién X, X»,..., X,
duge goi 14 END (extended negatively dependent) néu ton tai M > 0 sao cho
v6i moi s6 thuc x1, 2o, . .., x, ta co
P(Xl >$1,X2 >.Z'2,...,Xn >£L’n) SMHP(X,L >l’i),
i=1
P(Xl S.Tl,XQ SZL’Q,...,Xn an) SMHP(Xl <.Z'Z)
i=1

Mot day vo han bién ngau nhién {X,,,n > 1} dudc goi 1a END néu moi tip con
hitu han ctia né déu 1a END.

Cho m > 1 1a mot s6 nguyén c¢6 dinh. Mot day bién ngau nhién {X,,n > 1}
dugc goi 1a m-END (m-extended negatively dependent) néu véi moi n > 2 va
moi bd chi 86 i1, iy, . .., i, théa man |i, —i;| > m véi moi 1 < k # j <n, ta cb
X, Xiy, .., X, 1a END.
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