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LÍI CAM �OAN

Tæi xin cam �oan c¡c k¸t qu£ tr¼nh b y trong luªn ¡n l  cæng tr¼nh nghi¶n

cùu cõa b£n th¥n nghi¶n cùu sinh trong thíi gian håc tªp v  nghi¶n cùu t¤i

Tr÷íng �¤i håc Khoa håc Tü nhi¶n, �¤i håc Quèc gia H  Nëi, d÷îi sü h÷îng

d¨n cõa GS. TSKH. Ph¤m Ký Anh v  TS. Nguy¹n Th¸ Vinh. C¡c k¸t qu£

tr¼nh b y trong luªn ¡n l  ho n to n trung thüc. C¡c k¸t qu£ sû döng tham

kh£o �·u �¢ �÷ñc tr½ch d¨n �¦y �õ v  theo �óng quy �ành. Nhúng k¸t qu£

vi¸t chung �÷a v o luªn ¡n �·u �÷ñc sü �çng þ cõa c¡c t¡c gi£.

H  Nëi, ng y th¡ng n«m 2026

Nghi¶n cùu sinh

Ngæ Thà Th÷ìng
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LÍI C�M ÌN

Tr÷îc h¸t, tæi xin �÷ñc b y tä láng bi¸t ìn s¥u s­c v  tr¥n trång nh§t tîi

GS. TSKH. Ph¤m Ký Anh (Tr÷íng �¤i håc Khoa håc Tü nhi¶n, �HQGHN)

v  TS. Nguy¹n Th¸ Vinh (Tr÷íng �¤i håc Giao thæng Vªn t£i), nhúng ng÷íi

th¦y �¢ trüc ti¸p h÷îng d¨n tæi trong suèt qu¡ tr¼nh håc tªp v  nghi¶n cùu.

Hai th¦y khæng ch¿ �ành h÷îng khoa håc tªn t¼nh, t¿ m¿ m  cán luæn d nh

cho tæi sü quan t¥m, kh½ch l» v  �ëng vi¶n quþ b¡u. Sü nghi¶m tóc, tªn t¥m

v  s¡ng t¤o trong nghi¶n cùu cõa hai th¦y l  t§m g÷ìng s¡ng �º tæi håc häi

v  noi theo. Tæi k½nh ghi cæng lao to lîn cõa hai th¦y �èi vîi sü ti¸n bë cõa

tæi trong nghi¶n cùu khoa håc công nh÷ sü ho n thi»n luªn ¡n n y.

Tæi xin tr¥n trång gûi líi c£m ìn tîi Ban Gi¡m hi»u Tr÷íng �¤i håc Khoa

håc Tü nhi¶n, �HQGHN, còng Pháng � o t¤o, �¢ t¤o måi �i·u ki»n thuªn

lñi v· håc tªp v  nghi¶n cùu. �çng thíi, tæi công xin ch¥n th nh c£m ìn

Khoa To¡n � Cì � Tin håc, �°c bi»t l  Bë mæn To¡n håc T½nh to¡n v  To¡n

ùng döng � ngæi nh  thù hai cõa tæi trong suèt hìn 15 n«m qua. T¤i �¥y, tæi

�¢ �÷ñc �ân nhªn, �÷ñc �ành h÷îng v  d¼u d­t tø nhúng b÷îc chªp chúng

�¦u ti¶n tr¶n con �÷íng håc tªp, gi£ng d¤y v  nghi¶n cùu khoa håc. Mæi

tr÷íng håc thuªt chuy¶n nghi»p, n«ng �ëng v  cði mð còng vîi sü tªn t¥m

ch¿ b£o cõa c¡c th¦y, cæ v  sü hé trñ quþ b¡u tø c¡c �çng nghi»p �¢ �âng vai

trá væ còng quan trång trong vi»c h¼nh th nh, ph¡t triºn t÷ duy khoa håc

công nh÷ trong qu¡ tr¼nh ho n thi»n luªn ¡n n y.

Tæi xin ch¥n th nh c£m ìn �· ¡n N¥ng cao n«ng lüc �ëi ngô gi£ng vi¶n,

c¡n bë qu£n lþ c¡c cì sð gi¡o döc �¤i håc �¡p ùng y¶u c¦u �êi mîi c«n



b£n to n di»n gi¡o döc v  � o t¤o giai �o¤n 2019 - 2030 (�· ¡n 89) cõa

Bë Gi¡o döc v  � o t¤o �¢ t¤o �i·u ki»n thuªn lñi cho tæi trong qu¡ tr¼nh

håc tªp v  nghi¶n cùu. �çng thíi, tæi xin gûi líi c£m ìn s¥u s­c tîi Quÿ

�êi mîi s¡ng t¤o Vingroup (VINIF) �¢ t i trñ v  hé trñ kinh ph½ trong thíi

gian tæi thüc hi»n nghi¶n cùu thæng qua Ch÷ìng tr¼nh Håc bêng Th¤c s¾,

Ti¸n s¾ trong n÷îc vîi c¡c m¢ sè: VINIF.2022.TS126, VINIF.2023.TS124 v 

VINIF.2024.TS007. Quÿ VINIF, Vi»n Nghi¶n cùu Dú li»u lîn (VNCDLL)

�÷ñc Tªp �o n Vingroup th nh lªp, nhi·u c¡ nh¥n v  tê chùc nghi¶n cùu �¢

câ th¶m �i·u ki»n �º t¤o ra nhúng gi¡ trà thi¸t thüc, gâp ph¦n v o sü ph¡t

triºn b·n vúng cõa �§t n÷îc. B¶n c¤nh �â, tæi công xin b y tä láng c£m

ìn �¸n Quÿ håc bêng IMU, quÿ håc bêng cõa Li¶n minh To¡n håc Quèc t¸

nh¬m t i trñ cho c¡c nghi¶n cùu sinh tr´ thuëc c¡c n÷îc �ang ph¡t triºn,

trong �â câ tæi. Sü �çng h nh v  hé trñ quþ b¡u tø c¡c ch÷ìng tr¼nh v  quÿ

håc bêng khæng ch¿ mang l¤i nhúng �i·u ki»n vªt ch§t thuªn lñi cho qu¡ tr¼nh

håc tªp, nghi¶n cùu m  cán l  nguçn �ëng vi¶n tinh th¦n to lîn, ti¸p th¶m

cho tæi ni·m tin, nghà lüc v  �ëng lüc �º ki¶n tr¼ theo �uêi con �÷íng nghi¶n

cùu khoa håc.

Ti¸p theo, tæi xin gûi líi c£m ìn ch¥n th nh tîi c¡c �çng nghi»p th¥n thi¸t

v  nhúng ng÷íi b¤n nghi¶n cùu sinh �¢ luæn �çng h nh còng tæi trong suèt

ch°ng �÷íng håc tªp v  nghi¶n cùu. Sü s´ chia, hé trñ nhi»t t¼nh còng nhúng

cuëc trao �êi håc thuªt bê ½ch v  c¡c buêi th£o luªn �¦y c£m hùng khæng

ch¿ gióp tæi mð rëng ki¸n thùc, ho n thi»n t÷ duy nghi¶n cùu m  cán mang

�¸n nhi·u gâc nh¼n quþ gi¡ trong qu¡ tr¼nh thüc hi»n luªn ¡n. B¶n c¤nh �â,

sü �ëng vi¶n, kh½ch l» v  t¼nh b¤n ch¥n th nh trong cuëc sèng th÷íng ng y

�¢ trð th nh nguçn �ëng lüc quan trång, gióp tæi v÷ñt qua nhúng khâ kh«n

v  th¶m vúng tin tr¶n con �÷íng m¼nh �¢ lüa chån.
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Cuèi còng, tø tªn �¡y láng m¼nh, tæi xin gûi líi bi¸t ìn s¥u s­c nh§t tîi gia

�¼nh th¥n y¶u, �°c bi»t l  chçng v  con g¡i nhä Tu» Minh. T¼nh y¶u th÷ìng,

sü th§u hiºu, c£m thæng v  nhúng hy sinh th¦m l°ng cõa gia �¼nh luæn l 

nguçn �ëng lüc lîn lao, l  ché düa b¼nh y¶n �º tæi vúng b÷îc tr¶n h nh tr¼nh

håc tªp v  nghi¶n cùu. Méi th nh qu£ m  tæi �¤t �÷ñc hæm nay �·u câ sü

�çng h nh, s´ chia v  �âng gâp væ gi¡ cõa nhúng ng÷íi th¥n y¶u. Ch½nh ni·m

tin, sü �ëng vi¶n v  t¼nh c£m thi¶ng li¶ng §y �¢ ti¸p th¶m cho tæi sùc m¤nh

�º v÷ñt qua nhúng khâ kh«n, thû th¡ch v  ki¶n tr¼ theo �uêi möc ti¶u cõa

m¼nh �¸n ng y hæm nay.

Vîi t§t c£ láng k½nh trång, tæi xin �÷ñc ghi nhî v  tri ¥n sü gióp �ï, hé

trñ v  �çng h nh cõa t§t c£ c¡c c¡ nh¥n, tªp thº �º tæi câ thº vi¸t n¶n h nh

tr¼nh þ ngh¾a n y.

Tr¥n trång v  bi¸t ìn!

H  Nëi, ng y th¡ng n«m 2026

Nghi¶n cùu sinh

Ngæ Thà Th÷ìng
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xk ⇀ x d¢y {xk} hëi tö y¸u tîi x

xk → x d¢y {xk} hëi tö m¤nh tîi x

Jf
λ gi£i thùc cõa song h m f ùng vîi tham sè λ > 0

Uf
λ ¡nh x¤ nghi»m cõa song h m f ùng vîi tham sè

λ > 0

argmin{φ(x) : x ∈ C} nghi»m cõa b i to¡n cüc tiºu cõa h m φ tr¶n C

∂φ(x) d÷îi vi ph¥n cõa h m φ t¤i x
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MÐ ��U

1. Làch sû v§n �· v  lþ do chån �· t i
C¥n b¬ng (equilibria) �÷ñc hiºu l  tr¤ng th¡i m  trong �â c¡c qu¡ tr¼nh

ho°c lüc l÷ñng �èi kh¡ng �¤t tîi sü ên �ành �ëng, ngh¾a l  c¡c t¡c �ëng t÷ìng
hé giúa chóng tri»t ti¶u £nh h÷ðng ráng, d¨n �¸n h» thèng duy tr¼ c§u h¼nh hi»n
t¤i m  khæng ph¡t sinh xu h÷îng bi¸n �êi theo thíi gian. V½ dö, trong kinh t¸
håc, c¥n b¬ng thà tr÷íng x£y ra khi lüc �©y tø ph½a cung v  lüc k²o tø ph½a c¦u
tri»t ti¶u l¨n nhau, khi¸n gi¡ v  l÷ñng h ng hâa ên �ành. Trong l¾nh vüc giao
thæng vªn t£i, c¥n b¬ng câ thº �÷ñc quan s¡t khi c¡c y¸u tè l m t«ng mªt �ë
ph÷ìng ti»n (nh÷ gií cao �iºm) v  c¡c y¸u tè l m gi£m (nh÷ mð th¶m l n �÷íng
ho°c ph¥n luçng) �÷ñc bò trø, d¨n �¸n l÷u l÷ñng giao thæng ên �ành.

C¡c v½ dö thüc ti¹n cho th§y kh¡i ni»m c¥n b¬ng xu§t hi»n mët c¡ch tü nhi¶n
trong nhi·u l¾nh vüc kh¡c nhau v  giú vai trá quan trång trong vi»c duy tr¼ sü
ên �ành công nh÷ hi»u qu£ vªn h nh cõa c¡c h» thèng. Tø gâc �ë to¡n håc,
mæ h¼nh c¥n b¬ng câ thº �÷ñc xem l  mët sü mð rëng cõa mæ h¼nh tèi ÷u hâa
truy·n thèng sang bèi c£nh câ nhi·u chõ thº còng tham gia, trong �â méi chõ
thº theo �uêi nhúng möc ti¶u ri¶ng v  câ thº tçn t¤i sü xung �ët lñi ½ch. Trong
nhúng tr÷íng hñp nh÷ vªy, vi»c t¼m mët ph÷ìng ¡n tèi ÷u chung cho t§t c£ c¡c
chõ thº th÷íng khæng kh£ thi; thay v o �â, mæ h¼nh c¥n b¬ng cho ph²p mæ t£
v  ph¥n t½ch c¡c t÷ìng t¡c n y nh¬m h÷îng tîi mët tr¤ng th¡i thäa hi»p hñp lþ
giúa c¡c b¶n.

Trong kho£ng 50 n«m trð l¤i �¥y, mët d¤ng têng qu¡t cõa b i to¡n tèi ÷u
l  b i to¡n c¥n b¬ng �¢ �÷ñc quan t¥m nghi¶n cùu nhi·u bði c¡c nh  to¡n håc
trong v  ngo i n÷îc. Kh¡c vîi b i to¡n tèi ÷u hâa, vèn g­n vîi vi»c cüc tiºu
hâa mët h m möc ti¶u duy nh§t, b i to¡n c¥n b¬ng �÷ñc �°c tr÷ng bði vi»c gi£i
mët song h m, ph£n ¡nh b£n ch§t t÷ìng t¡c cõa h» thèng. Ch½nh sü kh¡c bi»t
v· c§u tróc n y l m cho b i to¡n c¥n b¬ng trð n¶n phong phó v  câ nhi·u þ
ngh¾a trong c£ lþ thuy¸t l¨n ùng döng. B i to¡n n y l  sü kh¡i qu¡t hâa nhi·u
b i to¡n trong tèi ÷u v  gi£i t½ch phi tuy¸n nh÷ b i to¡n �iºm b§t �ëng, b i to¡n
tèi ÷u, b i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n, trá chìi khæng hñp t¡c, tèi ÷u �a möc
ti¶u, b i to¡n �iºm y¶n ngüa, b i to¡n c¥n b¬ng m¤ng giao thæng, vv...

Thuªt ngú �b i to¡n c¥n b¬ng� (EP - Equilibrium problems), kþ hi»u
EP(f, C), �÷ñc bi¸t �¸n trong c¡c cæng tr¼nh cõa L.D. Muu v  W. Oettli [83]
(1992), E. Blum v  W. Oettli [17] (1994), v  �÷ñc ph¡t biºu nh÷ d÷îi �¥y.

B i to¡n 1 (EP - Equilibrium problems). Cho C l  mët tªp con lçi, �âng, kh¡c
réng trong khæng gian Hilbert thüc H v  f : C × C → R l  mët song h m thäa
m¢n f(x, x) = 0 vîi måi x ∈ C (song h m f cán �÷ñc gåi l  song h m c¥n b¬ng).
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B i to¡n EP(f, C) �÷ñc ph¡t biºu nh÷ sau:

T¼m x∗ ∈ C sao cho f(x∗, y) ≥ 0 ∀y ∈ C. (1)

Vîi mët sè tr÷íng hñp �°c bi»t cõa song h m f , b i to¡n c¥n b¬ng câ thº quy
v· c¡c b i to¡n trong tèi ÷u. Ch¯ng h¤n, khi chån f(x, y) := g(y) − g(x), trong
�â g : C → R, b i to¡n c¥n b¬ng EP(f, C) trð th nh b i to¡n tèi ÷u

T¼m x∗ ∈ C sao cho g(x∗) ≤ g(y) ∀y ∈ C.

Trong tr÷íng hñp f(x, y) := ⟨Fx, y − x⟩, vîi F : C → H l  mët ¡nh x¤, b i to¡n
c¥n b¬ng trð th nh b i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n (VIP - Variational
inequality problems), kþ hi»u VIP(F,C), �÷ñc ph¡t biºu nh÷ sau:

B i to¡n 2 (VIP - Variational inequality problems).

T¼m x∗ ∈ C sao cho ⟨Fx∗, y − x∗⟩ ≥ 0 ∀y ∈ C, (2)

trong �â C l  tªp con lçi, �âng, kh¡c réng trong khæng gian Hilbert thüc H v 
F : C → H l  ¡nh x¤ �¢ cho.

Tr¶n thüc t¸, song h m c¥n b¬ng �¢ �÷ñc x²t �¸n l¦n �¦u ti¶n bði Nikaido
v  Isoda [87] (1955) khi hai æng �÷a ra h m bê trñ �º thi¸t lªp sü tçn t¤i �iºm
c¥n b¬ng Nash cõa c¡c trá chìi khæng hñp t¡c. Trong b i b¡o t÷ìng tü [30]
(1972), K. Fan gåi b i to¡n (1) l  b§t �¯ng thùc minimax v  thi¸t lªp sü tçn
t¤i nghi»m vîi C lçi, compact v  song h m f tüa lçi tr¶n C. Công trong n«m
1972, H. Br²zis v  c¡c cëng sü �¢ mð rëng k¸t qu£ cõa K. Fan vîi sü gi£m nhµ
�i·u ki»n v· t½nh li¶n töc. Sau �â k¸t qu£ tçn t¤i cho b i to¡n c¥n b¬ng �÷ñc
Mosco [78] chùng minh v o n«m 1976. N«m 1984, L.D. Muu [82] gåi b i to¡n
(1) l  b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n v  nghi¶n cùu mët sè t½nh ch§t ên �ành. N«m
1992, L.D. Muu v  W. Oettli [83] gåi b i to¡n (1) l  b i to¡n c¥n b¬ng, v  mët
thuªt to¡n ph¤t �÷ñc �· xu§t �º x§p x¿ nghi»m cõa (1) khi f câ mët sè t½nh
ch§t �ìn �i»u nh§t �ành. C¡c t¡c gi£ E. Blum v  W. Oettli [17] (1994) �¢ chùng
minh mët �ành lþ hñp nh§t c¡c k¸t qu£ cõa K. Fan v  Mosco. Cho �¸n nay �¢
câ nhi·u d¤ng mð rëng �ìn trà l¨n �a trà cõa c¡c k¸t qu£ n¶u tr¶n. Câ thº xem
trong cuèn chuy¶n kh£o cõa X.-Z. Yuan [118] (1999), v  g¦n �¥y cõa G. Kassay
v  V. Radulescu [56] (2018), L.Q. Anh v  c¡c cëng sü [3] (2025).

Mët v§n �· �÷ñc quan t¥m trong kho£ng 30 n«m trð l¤i �¥y l  x¥y düng
c¡c ph÷ìng ph¡p x§p x¿ nghi»m b i to¡n c¥n b¬ng. V§n �· n y �¢ �÷ñc nghi¶n
cùu �¦u ti¶n v o n«m 1992 bði cæng tr¼nh cõa L.D. Muu v  W. Oettli [83], sau
�â l  c¡c k¸t qu£ cõa A.S. Antipin [12] (1995), A. Moudafi [79], A.N. Iusem v 
W. Sosa [53], P.L. Combettes v  S.A. Hirstoaga [24], vv. Ph÷ìng ph¡p �iºm
g¦n k· (PPM - Proximal Point Method) �÷ñc nghi¶n cùu trong c¡c b i b¡o
[24, 53, 79, 103] x¥y düng mët d¢y nghi»m b¬ng c¡ch gi£i tr¶n méi váng l°p mët
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b i to¡n c¥n b¬ng hi»u ch¿nh. T¤i b÷îc l°p k, gi£ sû �¢ bi¸t xk, x§p x¿ ti¸p theo
�÷ñc x¡c �ành bði

xk+1 = Jf
λ (x

k),

trong �â

Jf
λ (x) = {z ∈ C : λf(z, y) + ⟨z − x, y − z⟩ ≥ 0, ∀y ∈ C} , x ∈ H, (3)

ð �¥y Jf
λ l  gi£i thùc cõa song h m f ùng vîi tham sè λ > 0. Vîi gi£ thi¸t f

�ìn �i»u, lçi v  nûa li¶n töc d÷îi theo bi¸n thù hai, hemi-li¶n töc tr¶n theo bi¸n
thù nh§t, ¡nh x¤ Jf

λ l  �ìn trà v  khæng gi¢n. Tuy nhi¶n, n¸u f ch¿ gi£ �ìn �i»u
(mët lîp rëng hìn cõa �ìn �i»u), th¼ b i to¡n c¥n b¬ng hi»u ch¿nh trong cæng
thùc (3) khæng cán �ìn �i»u m¤nh, v  h» qu£ l  ¡nh x¤ Jf

λ nâi chung khæng
cán �ìn trà. �i·u n y khi¸n ph÷ìng ph¡p PPM khæng thº ¡p döng trüc ti¸p.
Hìn núa, vi»c ph£i gi£i mët b i to¡n c¥n b¬ng phö ð méi váng l°p l m t«ng
�¡ng kº khèi l÷ñng t½nh to¡n cõa thuªt to¡n. G. Mastroeni [76] �¢ mð ra mët
h÷îng ti¸p cªn kh¡c nh¬m kh­c phöc nh÷ñc �iºm cõa ph÷ìng ph¡p PPM �â l 
sû döng ph²p chi¸u têng qu¡t. T¤i b÷îc l°p thù k, gi£ sû bi¸t xk, ta t½nh x§p
x¿ ti¸p theo xk+1 = Uf

λ

(
xk
)
, trong �â, Uf

λ l  ¡nh x¤ nghi»m cõa song h m f vîi
tham sè λ > 0, �÷ñc cho bði

Uf
λ (x) = argmin

y∈C

{
λf(x, y) +

1

2
∥y − x∥2

}
. (4)

Vîi gi£ thi¸t song h m f lçi, nûa li¶n töc d÷îi theo bi¸n thù hai, b i to¡n tèi ÷u
trong cæng thùc (4) l  lçi m¤nh, v  do �â, Uf

λ �ìn trà. Hìn núa, vi»c t½nh Uf
λ �ìn

gi£n hìn r§t nhi·u so vîi t½nh Jf
λ . N¸u song h m f �ìn �i»u m¤nh v  thäa m¢n

�i·u ki»n Lipschitz theo Mastroeni, d¢y l°p sinh bði thuªt to¡n sû döng ph²p
chi¸u têng qu¡t hëi tö m¤nh tîi nghi»m cõa b i to¡n c¥n b¬ng. Theo h÷îng ti¸p
cªn n y, �º gi£m nhµ gi£ thi¸t �°t l¶n song h m f , t¡c gi£ T.D. Quoc v  c¡c
cëng sü [93] (2008) �¢ �· xu§t ph÷ìng ph¡p �¤o h m t«ng c÷íng (EGM -
Extragradient Method) nh÷ sau:

x0 ∈ C,

yk = argmin
y∈C

{
λf(xk, y) + 1

2∥y − xk∥2
}
,

xk+1 = argmin
y∈C

{
λf(yk, y) + 1

2∥y − xk∥2
}
.

(5)

Vîi gi£ thi¸t song h m f gi£ �ìn �i»u v  thäa m¢n �i·u ki»n kiºu Lipschitz theo
ngh¾a Mastroeni vîi c¡c h¬ng sè Lipschitz c1, c2, 0 < λ < min

{
1
c1
, 1
c2

}
, d¢y {xk}

sinh bði thuªt to¡n (5) hëi tö y¸u tîi mët nghi»m cõa b i to¡n EP(f, C). Ph÷ìng
ph¡p EGM �÷ñc têng qu¡t hâa tø ph÷ìng ph¡p t÷ìng ùng cho b i to¡n �iºm
y¶n ngüa [62]. Sau �â, ph÷ìng ph¡p �¤o h m t«ng c÷íng (5) �¢ �÷ñc ph¡t triºn
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v  mð rëng bði nhi·u t¡c gi£ trong v  ngo i n÷îc, câ thº xem trong c¡c b i b¡o
[26, 27, 38, 39, 66, 92, 101, 112, 114] v  g¦n �¥y nh§t trong cuèn chuy¶n kh£o
cõa G. Bigi v  c¡c cëng sü [16] (2018) v  c¡c t i li»u tham chi¸u trong �â. Mët
h¤n ch¸ �¡ng chó þ cõa ph÷ìng ph¡p EGM n¬m ð ché �ë d i b÷îc c¦n ph£i
�÷ñc lüa chån düa tr¶n c¡c h¬ng sè kiºu Lipschitz cõa song h m. Trong thüc
ti¹n, c¡c h¬ng sè n y th÷íng khâ x¡c �ành, ho°c thªm ch½ khæng thº ÷îc l÷ñng
ch½nh x¡c, d¨n �¸n vi»c l m gi£m t½nh kh£ thi v  kh£ n«ng ¡p döng rëng r¢i
cõa ph÷ìng ph¡p.

G¦n �¥y, nh¬m c£i thi»n tèc �ë hëi tö cõa c¡c ph÷ìng ph¡p l°p, kÿ thuªt qu¡n
t½nh �¢ �÷ñc �÷a v o sû döng. Kÿ thuªt n y �÷ñc khði x÷îng bði F. Alvarez v 
H. Attouch [2], düa tr¶n mæ h¼nh �ëng lüc bªc hai mæ phäng chuyºn �ëng cõa
�mët qu£ c¦u n°ng chàu t¡c döng cõa ma s¡t�. Tø �â, kÿ thuªt qu¡n t½nh �¢
�÷ñc ¡p döng rëng r¢i �º t«ng tèc �ë hëi tö cõa nhi·u thuªt to¡n l°p kh¡c nhau
[2, 65]. Mët trong nhúng k¸t qu£ �¡ng chó þ nh§t l  ph÷ìng ph¡p l°p Mann
qu¡n t½nh do P.E. Maing² [68] �· xu§t cho b i to¡n t¼m �iºm b§t �ëng cõa c¡c
¡nh x¤ tüa khæng gi¢n. Ti¸p nèi h÷îng ti¸p cªn n y, mët sè t¡c gi£ nh÷ D.V.
Hieu [40], H.u. Rehman v  cëng sü [94, 95], N.T. Vinh v  L.D. Muu [112] �¢ k¸t
hñp kÿ thuªt qu¡n t½nh vîi ph÷ìng ph¡p EGM v  �· xu§t c¡c thuªt to¡n �¤o
h m t«ng c÷íng qu¡n t½nh cho b i to¡n c¥n b¬ng nh÷ d÷îi �¥y:

x0, x1 ∈ C,
wk = xk + αk

(
xk − xk−1

)
,

yk = argmin
y∈C

{
λf
(
wk, y

)
+ 1

2

∥∥y − wk
∥∥2},

xk+1 = argmin
y∈C

{
λf
(
yk, y

)
+ 1

2

∥∥y − wk
∥∥2}.

(6)

Tuy nhi¶n, c¡c thuªt to¡n n y th÷íng y¶u c¦u cï b÷îc ph£i phö thuëc v o h¬ng
sè Lipschitz ho°c gi£m d¦n v· 0 theo thíi gian l°p, �i·u n y câ thº l m gi£m
�¡ng kº hi»u qu£ t½nh to¡n trong thüc t¸ n¸u gi¡ trà cï b÷îc trð n¶n qu¡ nhä.
Ngo i ra, �º �¤t �÷ñc sü hëi tö m¤nh, ng÷íi ta c¦n mët sè kÿ thuªt bê sung,
ch¯ng h¤n nh÷ kÿ thuªt hi»u ch¿nh, kÿ thuªt x§p x¿ g­n k¸t (viscosity), kÿ thuªt
g­n k¸t-lai gh²p, kÿ thuªt thu hµp (xem [44, 101, 114] v  c¡c t i li»u tham chi¸u
t÷ìng ùng). Mët h÷îng ti¸p cªn kh¡c l  sû döng d÷îi vi ph¥n, d÷îi vi ph¥n x§p
x¿ cõa song h m f . Theo h÷îng n y, lîp c¡c thuªt to¡n d÷îi �¤o h m �¢
�÷ñc �· xu§t bði c¡c t¡c gi£ nh÷ H.Iiduka [51], P.S.M. Santos [96], P.N. Anh
[10], D.V. Hieu [106], vv...

�°c �iºm chung cõa c¡c ph÷ìng ph¡p gi£i x§p x¿ nghi»m b i to¡n c¥n b¬ng
l  chóng sinh ra mët d¢y l°p hëi tö m¤nh ho°c y¸u tîi nghi»m cõa b i to¡n.
Nâi chung, t¤i méi b÷îc l°p cõa thuªt to¡n, ta c¦n gi£i c¡c b i to¡n phö. Chi
ph½ t½nh to¡n �º gi£i c¡c b i to¡n phö n y l  mët trong nhúng y¸u tè ch½nh £nh
h÷ðng �¸n t½nh hi»u qu£ v  tèc �ë hëi tö cõa thuªt to¡n. Mët trong nhúng þ
t÷ðng �º gi£m chi ph½ t½nh to¡n cho c¡c b i to¡n phö l  ph¥n r¢ song h m f ban
�¦u th nh têng cõa hai ho°c nhi·u song h m th nh ph¦n. Khi �â, thay v¼ xû lþ
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song h m f , ta ch¿ c¦n l m vi»c vîi tøng song h m th nh ph¦n. Þ t÷ðng n y �°c
bi»t húu hi»u khi song h m f câ d¤ng phùc t¤p, trong khi c¡c song h m th nh
ph¦n câ c¡c d¤ng �ìn gi£n hìn ho°c câ d¤ng �°c bi»t. Ph÷ìng ph¡p ph¥n r¢
�¢ �÷ñc ¡p döng rëng r¢i cho c¡c b i to¡n tèi ÷u v  b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n
[14, 50] v  thu �÷ñc c¡c k¸t qu£ r§t �¡ng kh½ch l». Trong tr÷íng hñp b i to¡n
c¥n b¬ng, c¡c k¸t qu£ thu �÷ñc cõa ph÷ìng ph¡p n y �¢ câ nhúng t½n hi»u khði
s­c. N«m 2009, �º gi£i b i to¡n c¥n b¬ng EP(f, C) vîi f = f1 + f2, Moudafi [80]
�¢ �· xu§t thuªt to¡n �iºm g¦n k· ph¥n r¢ gi£i b i to¡n c¥n b¬ng sau:

Thuªt to¡n 1 (Thuªt to¡n �iºm g¦n k· ph¥n r¢)
Khði t¤o: Chån d¢y tham sè {rk} ⊂ (0,∞) v  chån tòy þ x0 ∈ C.
B÷îc l°p:
B÷îc 1: Cho xk, t½nh yk v  zk bði

rkf1(y
k, y) + ⟨yk − xk, y − yk⟩ ≥ 0 ∀y ∈ C,

rkf2(z
k, y) + ⟨zk − xk, y − zk⟩ ≥ 0 ∀y ∈ C.

B÷îc 2: T½nh xk+1 bði
xk+1 =

yk + zk

2
.

Sü hëi tö y¸u cõa d¢y ergodic
{
x̄k =

k∑
i=1

rix
i

k∑
i=1

ri

}
sinh bði Thuªt to¡n 1 �÷ñc �£m

b£o vîi gi£ thi¸t song h m f �ìn �i»u v  lçi, nûa li¶n töc theo bi¸n thù hai.
Düa tr¶n mèi li¶n h» giúa b i to¡n c¥n b¬ng �ìn �i»u v  b i to¡n bao h m �ìn
�i»u trong khæng gian Hilbert, Brice�no-Arias [19] (xem th¶m [18] cho mët c¡ch
ti¸p cªn kh¡c) �¢ k¸t hñp ph÷ìng ph¡p ph¥n r¢ v  kÿ thuªt Douglas-Rachford
[63, 102] �º thi¸t k¸ thuªt to¡n ph¥n r¢ kiºu Douglas-Rachford, hëi tö y¸u
(khæng ergodic) cho b i to¡n (1) nh÷ sau:

x0 ∈ H,
yk = Jf2

(
xk
)
+ bk,

zk = Jf1
(
2yk − xk

)
+ ak,

xk+1 = xk + λk
(
zk − yk

)
,

(7)

trong �â {ak} v  {bk} l  c¡c sai sè ph¡t sinh khi t½nh c¡c to¡n tû gi£i Moreau
Jf1 v  Jf2. M°c dò ph÷ìng ph¡p n y câ ÷u �iºm l  khæng y¶u c¦u t½nh vîi song
h m têng, nh÷ng tr¶n thüc t¸ vi»c x¡c �ành ch½nh x¡c c¡c to¡n tû Jf1 v  Jf2
th÷íng kh¡ phùc t¤p, n¶n kh£ n«ng ¡p döng thuªt to¡n n y cán bà h¤n ch¸. �º
v÷ñt qua nhúng h¤n ch¸ cõa thuªt to¡n n¶u tr¶n, mët sè t¡c gi£ (xem [5, 33])
�¢ k¸t hñp ph÷ìng ph¡p ph¥n r¢ vîi ph÷ìng ph¡p �¤o h m t«ng c÷íng, tø �â
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x¥y düng c¡c thuªt to¡n kiºu �¤o h m t«ng c÷íng ph¥n r¢ nh¬m gi£i c¡c
b i to¡n c¥n b¬ng gi£ �ìn �i»u v  gi£ �ìn �i»u m¤nh. Vîi c¡c thuªt to¡n n y,
thay v¼ ph£i gi£i mët b i to¡n c¥n b¬ng hi»u ch¿nh t¤i méi váng l°p (nh÷ trong
ph÷ìng ph¡p �iºm g¦n k·), ta ch¿ c¦n gi£i c¡c b i to¡n tèi ÷u lçi m¤nh cõa c¡c
song h m th nh ph¦n, vèn �ìn gi£n hìn �¡ng kº v· m°t t½nh to¡n. Tuy nhi¶n,
t½nh hëi tö cõa c¡c ph÷ìng ph¡p trong [5, 33] �÷ñc thi¸t lªp d÷îi mët gi£ thi¸t
kh¡ m¤nh, �â l  �i·u ki»n li¶n töc H�older cõa song h m. �i·u n y ph¦n n o
h¤n ch¸ ph¤m vi ¡p döng cõa thuªt to¡n trong thüc t¸. Theo h÷îng ti¸p cªn sû
döng ph÷ìng ph¡p d÷îi �¤o h m, nhâm t¡c gi£ P.M. Duc v  L.X. Thanh [29]
�¢ �· xu§t ph÷ìng ph¡p d÷îi �¤o h m ph¥n r¢ sau �¥y:

Thuªt to¡n 2 (Thuªt to¡n d÷îi �¤o h m ph¥n r¢)
Khði t¤o: Chån mët d¢y d÷ìng {βk} thäa m¢n

∞∑
k=0

βk = ∞,

∞∑
k=0

β2k <∞.

Chån x0 ∈ C, v  �°t k := 0.
B÷îc l°p: Cho xk, l§y gk1 ∈ ∂2f1(x

k, xk), gk2 ∈ ∂2f2(x
k, xk) (k ≥ 0). T½nh

ηk = max{βk, ∥gk1∥, ∥gk2∥}, λk =
βk
ηk
,

yk = argmin
{
λkf1(x

k, y) +
1

2
∥y − xk∥2 : y ∈ C

}
,

xk+1 = argmin
{
λkf2(y

k, y) +
1

2
∥y − yk∥2 : y ∈ C

}
.

L÷u þ r¬ng, thuªt to¡n d÷îi �¤o h m ph¥n r¢ �¤t �÷ñc hëi tö y¸u khi song
h m f thäa �i·u ki»n �ìn �i»u v  para-�ìn �i»u. Tuy nhi¶n công ph£i l÷u þ
r¬ng vi»c gi£i c¡c b i to¡n quy ho¤ch lçi m¤nh câ thº công ph£i tr£ chi ph½ �­t
n¸u c¡c h m câ c§u tróc phùc t¤p. Chó þ �¸n �i·u n y, trong [42] c¡c t¡c gi£ �¢
�· xu§t ph÷ìng ph¡p ph¥n r¢ kiºu chi¸u song song gi£i b i to¡n (1). Tuy
nhi¶n trong b i b¡o [42], c¡c t¡c gi£ v¨n ch÷a thi¸t lªp �÷ñc d¤ng tu¦n tü cõa
ph÷ìng ph¡p v  �º l¤i d÷îi d¤ng b i to¡n mð. Chóng tæi th§y r¬ng, cho �¸n nay
c¡c ph÷ìng ph¡p ph¥n r¢ gi£i b i to¡n c¥n b¬ng công ch÷a câ thuªt to¡n n o
k¸t hñp y¸u tè qu¡n t½nh nh¬m t«ng tèc thuªt to¡n. Tø nhúng h¤n ch¸ cõa c¡c
ph÷ìng ph¡p hi»n câ, cö thº: ph÷ìng ph¡p PPM g°p khâ kh«n trong vi»c gi£i
b i to¡n phö; ph÷ìng ph¡p EGM �ái häi h¬ng sè Lipschitz khâ ÷îc l÷ñng; c¡c
ph÷ìng ph¡p qu¡n t½nh th÷íng y¶u c¦u cï b÷îc gi£m d¦n v· 0; v  c¡c ph÷ìng
ph¡p ph¥n r¢ c¦n gi£ thi¸t H�older qu¡ ch°t, �¢ n£y sinh v§n �· sau:
V§n �· thù nh§t l  �· xu§t, nghi¶n cùu v  c£i ti¸n c¡c ph÷ìng ph¡p ph¥n

r¢ gi£i b i to¡n c¥n b¬ng, vîi möc ti¶u khæng ch¿ �¤t �÷ñc sü hëi tö m¤nh m 
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cán n¥ng cao hi»u qu£ t½nh to¡n. �°c bi»t, vi»c k¸t hñp y¸u tè qu¡n t½nh v o
ph÷ìng ph¡p ph¥n r¢ �÷ñc xem nh÷ mët h÷îng ti¸p cªn mîi, cho ph²p vøa khai
th¡c hi»u qu£ c§u tróc �°c bi»t cõa song h m th nh ph¦n, vøa gia t«ng hi»u qu£
t½nh to¡n thæng qua vi»c tªn döng thæng tin tø c¡c b÷îc l°p tr÷îc �â, �çng thíi
câ thº k¸t hñp vîi c¡c kÿ thuªt hi»u ch¿nh, x§p x¿ g­n k¸t v  mët ph²p chi¸u.

Ngo i ra, cï b÷îc cõa c¡c thuªt to¡n l°p công l  mët trong nhúng y¸u tè £nh
h÷ðng �¸n tèc �ë v  hi»u qu£ cõa thuªt to¡n. G¦n �¥y, c¡c t¡c gi£ trong c¡c
b i b¡o [28, 38, 39] �¢ �· xu§t c¡c thuªt to¡n x§p x¿ nghi»m b i to¡n c¥n b¬ng
vîi song h m f gi£ �ìn �i»u m¤nh v  thäa m¢n �i·u ki»n kiºu Lipschitz. �i·u
�¡ng chó þ ð nhúng thuªt to¡n n y l  sü phö thuëc v o c¡c h¬ng sè Lipschitz
cõa cï b÷îc, tuy nhi¶n, vi»c t¼m c¡c h¬ng sè Lipschitz c1, c2 khæng ph£i lóc n o
công d¹ thüc hi»n, do �â h¤n ch¸ ph¤m vi ùng döng cõa thuªt to¡n. �º khæng
ph£i sû döng h¬ng sè Lipschitz, Yang v  Liu [117] �¢ �· xu§t thuªt to¡n kiºu
d÷îi �¤o h m t«ng c÷íng vîi cï b÷îc tü th½ch nghi nh÷ sau:

Thuªt to¡n 3 (Thuªt to¡n kiºu d÷îi �¤o h m t«ng c÷íng vîi cï b÷îc
tü th½ch nghi)
B÷îc 0. Chån λ0 > 0, x0 ∈ H, µ ∈ (0, 1).
B÷îc 1. Tø x§p x¿ hi»n t¤i xk, t½nh

yk = argmin

{
λkf

(
xk, y

)
+

1

2

∥∥xk − y
∥∥2 , y ∈ C

}
= proxλkf(xk,.)

(
xk
)
.

B÷îc 2. Chån wk ∈ ∂
(
f
(
xk, .

))
(yk) sao cho xk − λkw

k − yk ∈ NC

(
yk
)
, t½nh

zk = argmin

{
λkf

(
yk, y

)
+

1

2

∥∥xk − y
∥∥2 , y ∈ Tk

}
,

trong �â, Tk =
{
v ∈ H |

〈
xk − λkw

k − yk, v − yk
〉
≤ 0
}
.

B÷îc 3. T½nh tk = αkx
0 + (1− αk) z

k, xk+1 = βkz
k + (1− βk)St

k, vîi ¡nh x¤
S : H → H v 

λk+1 =

min
{

µ
(
∥xk−yk∥2+∥zk−yk∥2

)
2
(
f(xk,zk)−f(xk,yk)−f(yk,zk)

) , λk

}
, n¸u f(xk, zk)− f(xk, yk)− f(yk, zk) > 0,

λk, ng÷ñc l¤i.

Cªp nhªt k := k + 1 v  quay l¤i B÷îc 1.

Câ thº th§y r¬ng, d¢y cï b÷îc {λk} �÷ñc x¡c �ành nh÷ tr¶n �ìn �i»u gi£m.
Cï b÷îc nhä th¼ khèi l÷ñng t½nh to¡n lîn, n¶n vi»c t½nh to¡n câ thº tèn k²m v 
m§t nhi·u thíi gian. Hìn núa, ph÷ìng ph¡p chi¸u kiºu t¼m ki¸m theo tia (xem
[26, 113]) th÷íng câ cï b÷îc gi£m d¦n v· 0, �i·u n y khi¸n thuªt to¡n hëi tö
kh¡ chªm vîi sè l¦n l°p lîn. Nhúng nhªn x²t n y d¨n �¸n c¥u häi li»u câ thº
thi¸t k¸ thuªt to¡n hi»u qu£ vîi cï b÷îc t«ng hay khæng. �¸n �¥y chóng tæi �°t
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ra mët v§n �· mîi c¦n gi£i quy¸t nh÷ sau:
V§n �· thù hai h÷îng tîi vi»c x¥y düng c¡c ph÷ìng ph¡p �¤o h m t«ng

c÷íng vîi chi¸n l÷ñc �i·u ch¿nh cï b÷îc tü th½ch nghi, trong �â cï b÷îc câ thº
�÷ñc gia t«ng mët c¡ch câ kiºm so¡t sau mët sè l¦n l°p nh¬m c£i thi»n hi»u qu£
t½nh to¡n v  gióp thuªt to¡n tho¡t khäi c¡c vòng hëi tö chªm. Vi»c gia t«ng cï
b÷îc n y khæng câ ngh¾a t«ng væ h¤n g¥y ph¥n ký, m  �÷ñc thi¸t k¸ düa tr¶n c¡c
�i·u ki»n th½ch hñp �º v¨n �£m b£o t½nh ên �ành v  hëi tö cõa ph÷ìng ph¡p.

L¾nh vüc nghi¶n cùu cõa �· t i l  tèi ÷u t½nh to¡n v  ùng döng. Nh÷ chóng ta
�·u bi¸t, lþ thuy¸t tèi ÷u �÷ñc ùng döng rëng r¢i trong r§t nhi·u b i to¡n thüc
t¸ cõa kinh t¸ v  kÿ thuªt nh÷ xû l½ £nh, khæi phöc t½n hi»u, c¥n b¬ng Nash, kÿ
thuªt �i»n tû, vv... Mët v½ dö quen thuëc sû döng cæng cö tèi ÷u l  b i to¡n
LASSO, b i to¡n n y �÷ñc sû döng rëng r¢i trong thèng k¶ v  khæi phöc h¼nh
£nh, t½n hi»u th÷a v  câ thº gi£i b¬ng c¡c thuªt to¡n chi¸u cho b§t �¯ng thùc
bi¸n ph¥n thu �÷ñc tø b i to¡n tèi ÷u câ r ng buëc sau:

min
x∈Rn

1

2
∥Bx− y∥2, (8)

vîi �i·u ki»n ∥x∥1 ≤ t,

vîi t > 0 n o �â, ∥.∥1 l  chu©n 1, x ∈ Rn, y ∈ Rm l  c¡c vectì v  B ∈ Rm×n l 
to¡n tû tuy¸n t½nh.

Lþ thuy¸t b i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n �âng vai trá quan trång trong
nhi·u l¾nh vüc nh÷ quy ho¤ch to¡n håc, nghi¶n cùu m¤ng giao thæng, lþ thuy¸t
trá chìi, håc m¡y, vv... v  �¢ trð th nh mët l¾nh vüc nghi¶n cùu quan trång
trong váng 60 n«m trð l¤i �¥y (xem Ansari [11], Kinderlehrer v  Stampacchia
[60], Konnov [61]). N«m 1966, Hartman v  Stampacchia [34] �¢ cæng bè nhúng
nghi¶n cùu �¦u ti¶n cõa m¼nh v· b i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n, li¶n quan
�¸n vi»c gi£i c¡c b i to¡n bi¸n ph¥n, b i to¡n �i·u khiºn tèi ÷u v  c¡c b i to¡n
bi¶n trong lþ thuy¸t ph÷ìng tr¼nh �¤o h m ri¶ng.

V§n �· quan t¥m tr÷îc h¸t l  sü tçn t¤i nghi»m cõa b i to¡n b§t �¯ng thùc
bi¸n ph¥n. Khi C compact v  F li¶n töc th¼ sü tçn t¤i nghi»m cõa b i to¡n
VIP(F,C) l  h» qu£ cõa �ành lþ �iºm b§t �ëng Schauder. N¸u C compact v  F
l  gi£ �ìn �i»u v  hemi-li¶n töc th¼ sü tçn t¤i nghi»m cõa VIP(F,C) �÷ñc thi¸t
lªp b¬ng kÿ thuªt KKM.

Mët trong nhúng v§n �· thó và v  quan trång nh§t trong lþ thuy¸t b§t �¯ng
thùc bi¸n ph¥n l  nghi¶n cùu c¡c thuªt to¡n l°p húu hi»u �º t¼m nghi»m x§p x¿
cõa b i to¡n. Nhi·u thuªt to¡n l°p �¢ �÷ñc �· xu§t �º gi£i b§t �¯ng thùc bi¸n
ph¥n trong c£ khæng gian húu h¤n chi·u v  væ h¤n chi·u, ch¯ng h¤n xem trong
[54, 59, 61, 62, 71, 72, 73, 75] v  c¡c t i li»u tham kh£o li¶n quan.
Ph÷ìng ph¡p chi¸u �÷ñc bi¸t �¸n nh÷ l  mët trong nhúng ph÷ìng ph¡p

�ìn gi£n v  hi»u qu£ nh§t �º gi£i b i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n. Þ t÷ðng
ch½nh cõa ph÷ìng ph¡p n y xu§t ph¡t tø mèi li¶n h» sau: x∗ l  nghi»m cõa b i
to¡n VI(F,C) khi v  ch¿ khi nâ l  �iºm b§t �ëng cõa ¡nh x¤ Φ(x) := PC(x−λFx)
vîi λ > 0. Do �â, ta câ thº sû döng ph÷ìng ph¡p l°p �º gi£i b i to¡n (2), vîi
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d¢y l°p �÷ñc x¡c �ành theo cæng thùc sau:

xk+1 = Φ(xk). (9)

D¢y l°p (9) s³ hëi tö tîi �iºm b§t �ëng cõa Φ n¸u nâ l  ¡nh x¤ co tr¶n C. �º
�£m b£o t½nh co cõa Φ, �ái häi t½nh �ìn �i»u m¤nh (ho°c �ìn �i»u m¤nh ng÷ñc)
v  li¶n töc Lipschitz cõa ¡nh x¤ F .

Trong tr÷íng hñp F khæng li¶n töc Lipschitz, thuªt to¡n (9) �¢ �÷ñc c£i ti¸n
trong [96] nh÷ sau:

� Chån x0 ∈ C, {αk} ⊂ (0,∞),
∞∑
k=0

αk = ∞,
∞∑
k=0

α2
k <∞.

� T¤i b÷îc l°p k, câ xk. Kiºm tra �i·u ki»n Fxk = 0. N¸u �i·u ki»n n y thäa
m¢n, ta døng thuªt to¡n. Trong tr÷íng hñp ng÷ñc l¤i, t½nh xk+1 theo cæng
thùc sau �¥y: {

λk = αk

max{1,∥Fxk∥} .

xk+1 = PC

(
xk − λkFx

k
)
.

(10)

�iºm kh¡c bi»t lîn nh§t ð �¥y l  thuªt to¡n (10) sû döng thæng tin (k¸t qu£)
cõa váng l°p tr÷îc �º x¡c �ành �ë d i b÷îc cho váng l°p ti¸p theo. Ta gåi c¡c
thuªt to¡n kiºu nh÷ vªy l  vîi �ë d i b÷îc tü th½ch nghi. Hiºn nhi¶n, n¸u thuªt
to¡n døng ð b÷îc k, xk ch½nh l  nghi»m c¦n t¼m. Trong tr÷íng hñp ng÷ñc l¤i,
thuªt to¡n tr¶n sinh ra mët d¢y væ h¤n {xk} hëi tö tîi nghi»m cõa b i to¡n b§t
�¯ng thùc bi¸n ph©n VIP(F,C).

Trong tr÷íng hñp F �ìn �i»u v  li¶n töc Lipschitz, ph÷ìng ph¡p sû döng mët
l¦n chi¸u câ thº khæng hëi tö tîi nghi»m cõa b i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n.
Trong mët k¸t qu£ g¦n �¥y, Malitsky [73] �¢ k¸t hñp ph÷ìng ph¡p sû döng mët
l¦n chi¸u vîi ph²p ph£n x¤ �º thu �÷ñc ph÷ìng ph¡p chi¸u ph£n x¤. �º gi£m
nhµ gi£ thi¸t v· t½nh �ìn �i»u m¤nh, Korpelevich [62] �· xu§t ph÷ìng ph¡p
�¤o h m t«ng c÷íng, trong �â t¤i méi b÷îc l°p thuªt to¡n �ái häi th¶m mët
ph²p chi¸u l¶n tªp r ng buëc, tùc l {

yk = PC(x
k − λFxk)

xk+1 = PC(x
k − λFyk).

(11)

Thuªt to¡n (11) hëi tö vîi �i·u ki»n ¡nh x¤ F gi£ �ìn �i»u v  L-li¶n töc
Lipschitz tr¶n C v  λ ∈

(
0, 1L
)
. Tuy nhi¶n, trong thuªt to¡n (11), t¤i méi b÷îc

l°p, ta ph£i t½nh gi¡ trà cõa ¡nh x¤ F hai l¦n. �i·u n y câ thº £nh h÷ðng tîi
hi»u qu£ t½nh to¡n cõa thuªt to¡n n¸u ¡nh x¤ F câ d¤ng phùc t¤p. �º kh­c
phöc �i·u n y, L. Popov �¢ �· xu§t thuªt to¡n trong [91], t¤i méi b÷îc l°p, gi¡
trà cõa ¡nh x¤ F ch¿ ph£i t½nh mët l¦n. Mët phi¶n b£n c£i ti¸n kh¡c cõa ph÷ìng
ph¡p chi¸u Kopelevich câ thº kº �¸n �â l  ph÷ìng ph¡p chi¸u d÷îi �¤o h m
t«ng c÷íng �÷ñc giîi thi»u bði Y. Censor v  cëng sü [23].
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Nh¼n chung, cho �¸n nay c¡c k¸t qu£ �¢ cæng bè cán nhi·u h¤n ch¸ nh÷ khèi
l÷ñng t½nh to¡n lîn, chi¸u hai l¦n tr¶n tªp r ng buëc, t½nh gi¡ trà cõa to¡n tû
hai l¦n tr¶n méi ph²p l°p �¢ d¨n �¸n khèi l÷ñng t½nh to¡n v  thíi gian t½nh to¡n
r§t lîn, £nh h÷ðng nghi¶m trång �¸n t½nh hi»u qu£ cõa thuªt to¡n. Do vªy, mët
v§n �· c¦n �÷ñc nghi¶n cùu hi»n nay l  n¸u sû döng ph÷ìng ph¡p chi¸u �º gi£i
b i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n th¼ c¦n thi¸t k¸ sao cho thuªt to¡n mîi ch¿
c¦n chi¸u mët l¦n l¶n tªp r ng buëc, t½nh gi¡ trà cõa to¡n tû mët l¦n trong méi
ph²p l°p v  cï b÷îc �÷ñc chån theo c¡ch tü th½ch nghi.

Ð Vi»t Nam, b i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n �¢ �÷ñc nghi¶n cùu m¤nh
trong v i n«m g¦n �¥y. C¡c chuy¶n gia trong l¾nh vüc n y nh÷ Ph¤m Ký Anh
[4, 7, 8], Ph¤m Ngåc Anh [9, 10, 92, 110], Nguy¹n B÷íng [20], Bòi V«n �ành
[26], Trành Ngåc H£i [5, 6, 33, 109], �°ng V«n Hi¸u [41, 45, 106, 107], Ph¤m Duy
Kh¡nh [57, 58], L¶ Dông M÷u [4, 41], D÷ìng Vi»t Thæng [45, 106, 107], Nguy¹n
Th¸ Vinh [7, 8], Phan Tü V÷ñng [58], vv..., �¢ câ nhi·u �âng gâp quan trång
vîi mët sè cæng bè g¦n �¥y tr¶n c¡c t¤p ch½ quèc t¸ uy t½n. Tuy nhi¶n, c¡c k¸t
qu£ nghi¶n cùu trong n÷îc v· v§n �· n y ch÷a nhi·u v  c¡c k¸t qu£ thu �÷ñc
cán mët sè h¤n ch¸ nh÷ t½nh nhi·u ph²p chi¸u tr¶n méi b÷îc l°p, cï b÷îc phö
thuëc v o h¬ng sè Lipschitz, c¡c �i·u ki»n �°t l¶n to¡n tû cán kh¡ ch°t, vv...

Chó þ r¬ng, trong nhi·u ùng döng thüc t¸, tªp ch§p nhªn �÷ñc th÷íng câ
d¤ng tªp mùc d÷îi cõa mët h m lçi, tùc l 

C = {x ∈ H : c(x) ≤ 0},

vîi c l  mët h m lçi, khæng nh§t thi¸t kh£ vi. Ch¯ng h¤n, trong b i to¡n LASSO,
h m c(x) = ∥x∥1 − τ vîi τ > 0 l  mët v½ dö �iºn h¼nh thäa m¢n c§u tróc tr¶n.
G¦n �¥y, mët sè cæng tr¼nh nh÷ [21, 36, 37] �¢ �· xu§t c¡c thuªt to¡n chi¸u nîi
läng �º gi£i b i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n (2), düa tr¶n ph÷ìng ph¡p �¤o
h m t«ng c÷íng [23] v  ph÷ìng ph¡p chi¸u co [35]. Tuy nhi¶n, c¡c k¸t qu£ hëi
tö cõa nhúng ph÷ìng ph¡p n y �·u y¶u c¦u h m c ph£i lçi, kh£ vi li¶n töc v 
câ �¤o h m thäa m¢n �i·u ki»n Lipschitz - mët gi£ thi¸t kh¡ ch°t, l m h¤n ch¸
kh£ n«ng ¡p döng trong c¡c mæ h¼nh thüc t¸.

Tr¶n cì sð còng h÷îng tîi möc ti¶u t«ng hi»u qu£ t½nh to¡n thæng qua vi»c
gi£m chi ph½ méi b÷îc l°p v  �çng thíi c£i thi»n tèc �ë hëi tö, c¡c v§n �· thù
nh§t v  thù hai l¦n l÷ñt tªp trung v o vi»c khai th¡c c§u tróc b i to¡n công
nh÷ chi¸n l÷ñc �i·u ch¿nh �ëng c¡c tham sè thuªt to¡n. Ti¸p nèi m¤ch nghi¶n
cùu n y, v§n �· thù ba tªp trung v o vi»c nghi¶n cùu v  �· xu§t thuªt to¡n
chi¸u d÷îi �¤o h m d¤ng nîi läng nh¬m gi£i b i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n,
vîi möc ti¶u ti¸p töc gi£m g¡nh n°ng t½nh to¡n t¤i méi b÷îc l°p nh÷ng v¨n �£m
b£o t½nh ên �ành v  hëi tö cõa thuªt to¡n. C¡c thuªt to¡n �÷ñc �· xu§t khæng
ch¿ câ þ ngh¾a lþ thuy¸t m  cán �÷ñc ùng döng v o b i to¡n khæi phöc £nh, qua
�â minh håa rã r ng hi»u qu£ t½nh to¡n v  t½nh kh£ thi cõa ph÷ìng ph¡p trong
c¡c b i to¡n thüc ti¹n câ quy mæ lîn.
2. Möc ti¶u nghi¶n cùu
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Möc ti¶u cõa luªn ¡n l  nghi¶n cùu v  �· xu§t mët sè ph÷ìng ph¡p húu hi»u
gi£i b i to¡n c¥n b¬ng v  b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n. Cö thº nh÷ sau:

� �· xu§t v  x¥y düng c¡c thuªt to¡n chi¸u ph¥n r¢ mîi gi£i b i to¡n c¥n
b¬ng, tr¶n cì sð k¸t hñp kÿ thuªt kiºu Tseng vîi c¡c kÿ thuªt hi»u ch¿nh,
qu¡n t½nh v  x§p x¿ g­n k¸t, cho ph²p xû lþ b i to¡n c¥n b¬ng gi£ �ìn �i»u
trong khæng gian Hilbert d÷îi c¡c �i·u ki»n y¸u hìn, khæng �ái häi h¬ng sè
Lipschitz, ch¿ sû döng mët ph²p chi¸u �çng thíi �£m b£o hëi tö m¤nh v 
c£i thi»n tèc �ë hëi tö cõa thuªt to¡n.

� X¥y düng thuªt to¡n d÷îi �¤o h m t«ng c÷íng gi£i b i to¡n c¥n b¬ng vîi
cì ch¸ cï b÷îc tü th½ch nghi, trong �â cï b÷îc câ thº �÷ñc gia t«ng câ kiºm
so¡t nh¬m tho¡t khäi vòng hëi tö chªm, �çng thíi v¨n �÷ñc �i·u ch¿nh �º
�£m b£o t½nh ên �ành v  hëi tö cõa thuªt to¡n.

� Ph¡t triºn c¡c thuªt to¡n chi¸u nîi läng düa tr¶n d÷îi �¤o h m nh¬m gi£i
b i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n vîi tªp r ng buëc �÷ñc biºu di¹n d÷îi
d¤ng tªp mùc d÷îi cõa mët h m lçi, cho ph²p xû lþ hi»u qu£ c¡c r ng buëc
lçi khæng kh£ vi. C¡c thuªt to¡n �· xu§t �÷ñc ùng döng v o b i to¡n khæi
phöc £nh, qua �â tèi ÷u hâa hi»u qu£ t½nh to¡n trong c¡c mæ h¼nh thüc ti¹n
nh÷ LASSO.

T§t c£ c¡c thuªt to¡n �÷ñc �· xu§t trong luªn ¡n �·u �÷ñc chùng minh l 
hëi tö y¸u ho°c m¤nh. Chóng tæi công thüc hi»n thû nghi»m sè �º �¡nh gi¡ hi»u
qu£ cõa c¡c thuªt to¡n mîi, so s¡nh chóng vîi nhúng thuªt to¡n �¢ câ, �çng
thíi ¡p döng chóng v o mët sè mæ h¼nh rót ra tø c¡c b i to¡n thüc t¸.
3. �èi t÷ñng v  ph¤m vi nghi¶n cùu

�èi t÷ñng nghi¶n cùu: C¡c ph÷ìng ph¡p tèi ÷u hâa; c¡c thuªt to¡n c£i ti¸n
düa tr¶n sü k¸t hñp c¡c ph÷ìng ph¡p kinh �iºn �º gi£i b i to¡n c¥n b¬ng v  b§t
�¯ng thùc bi¸n ph¥n.

Ph¤m vi nghi¶n cùu: B i to¡n c¥n b¬ng EP (f, C) v  b i to¡n b§t �¯ng thùc
bi¸n ph¥n V IP (F,C) tr¶n khæng gian Hilbert.
4. Ph÷ìng ph¡p nghi¶n cùu

Ph÷ìng ph¡p nghi¶n cùu l  sû döng c¡c k¸t qu£ cì b£n cõa gi£i t½ch lçi, c¡c
thuªt to¡n tèi ÷u, thuªt to¡n ph¥n r¢, thuªt to¡n chi¸u k¸t hñp vîi kÿ thuªt
hi»u ch¿nh, qu¡n t½nh v  x§p x¿ g­n k¸t �º x¥y düng c¡c thuªt to¡n mîi húu
hi»u gi£i b i to¡n c¥n b¬ng v  b i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n.
5. C§u tróc v  k¸t qu£ cõa luªn ¡n

Ngo i ph¦n mð �¦u, k¸t luªn, danh möc c¡c cæng tr¼nh �¢ cæng bè cõa t¡c
gi£ câ li¶n quan �¸n luªn ¡n v  danh möc t i li»u tham kh£o, luªn ¡n gçm 3
ch÷ìng. C¡c k¸t qu£ ch½nh �÷ñc tªp trung trong c¡c Ch÷ìng 2 v  Ch÷ìng 3.
Ch÷ìng 1 tr¼nh b y mët sè ki¸n thùc chu©n bà v  k¸t qu£ bê trñ �÷ñc sû

döng trong luªn ¡n. Cö thº, ch÷ìng n y nh­c l¤i mët sè cæng cö cõa gi£i t½ch
lçi v  lþ thuy¸t to¡n tû trong khæng gian Hilbert, sau �â tr¼nh b y v· b i to¡n
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c¥n b¬ng, b i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n v  c¡c b i to¡n li¶n quan, v  cuèi
còng tr¼nh b y v· mët sè mæ h¼nh to¡n håc li¶n quan �¸n b i to¡n c¥n b¬ng.
Ch÷ìng 2 �· xu§t mët sè ph÷ìng ph¡p ph¥n r¢ gi£i b i to¡n c¥n b¬ng.

Chóng tæi �· xu§t c¡c thuªt to¡n chi¸u ph¥n r¢ kiºu Tseng v  thuªt to¡n ph¥n
r¢ mët ph²p chi¸u �º x§p x¿ nghi»m cõa b i to¡n c¥n b¬ng EP(f, C). �èi vîi
méi thuªt to¡n �· xu§t, chóng tæi �·u �÷a ra mët sè v½ dö thû nghi»m sè �º
minh ho¤ hi»u qu£ thüc nghi»m cõa thuªt to¡n, �çng thíi, ti¸n h nh so s¡nh
hi»u su§t giúa c¡c thuªt to¡n �· xu§t vîi mët sè thuªt to¡n �¢ câ.
Ch÷ìng 3, ð ph¦n �¦u, chóng tæi giîi thi»u ph÷ìng ph¡p chi¸u d÷îi �¤o

h m cho b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n v  tr¼nh b y ùng döng trong khû mí £nh.
Trong ph¦n ti¸p theo, chóng tæi �÷a ra thuªt to¡n d÷îi �¤o h m t«ng c÷íng k¸t
hñp sû döng kÿ thuªt qu¡n t½nh, kÿ thuªt x§p x¿ g­n k¸t (viscosity) vîi cï b÷îc
t«ng gi£i b i to¡n c¥n b¬ng. Chóng tæi công �÷a ra c¡c v½ dö sè �º minh håa
cho hi»u qu£ cõa c¡c thuªt to¡n �· xu§t.

Trong luªn ¡n n y, c¡c th½ nghi»m sè �÷ñc thüc hi»n tr¶n ph¦n m·mMATLAB
R2022b ch¤y tr¶n m¡y t½nh �º b n vîi bë xû lþ Intel(R) Core(TM) i5-1035G1
CPU @ 1.00GHz 1.19GHz, RAM 4.00 GB.

C¡c k¸t qu£ cõa luªn ¡n n y �¢ �÷ñc cæng bè trong 4 b i b¡o trong danh
möc cæng tr¼nh khoa håc v  công �÷ñc b¡o c¡o t¤i:

1. X¶-mi-na cõa Bë mæn To¡n håc T½nh to¡n v  To¡n ùng döng, Khoa To¡n
- Cì - Tin håc, Tr÷íng �¤i håc Khoa håc Tü Nhi¶n, �HQGHN.

2. Hëi nghà Khoa håc �Mët sè chõ �· thíi sü trong to¡n håc v  ùng döng�,
Tr÷íng �¤i håc Khoa håc Tü nhi¶n, �HQGHN, 31/10/2021.

3. Hëi th£o �Nhúng h÷îng mîi trong tèi ÷u t½nh to¡n v  ùng döng�, VIASM,
26-27/12/2021.

4. Hëi nghà To¡n håc to n quèc l¦n thù 10, �  N®ng, 8-12/8/2023.

5. G°p gï To¡n håc 2023 - Hëi th£o Khoa håc c¡c nh  nghi¶n cùu tr´, Tr÷íng
�¤i håc S÷ ph¤m H  Nëi 2, V¾nh Phóc, 14-15/10/2023.

6. Hëi th£o �Tèi ÷u v  T½nh to¡n khoa håc l¦n thù 22�, Ba V¼, 25-27/4/2024.

7. Hëi nghà Khoa håc Khoa To¡n - Cì - Tin håc, Tr÷íng �¤i håc Khoa håc
Tü Nhi¶n, �¤i håc Quèc Gia H  Nëi, 09/10/2024.
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Ch÷ìng 1

KI�N THÙC CHU�N BÀ

Trong ch÷ìng n y, chóng tæi tr¼nh b y mët sè ki¸n thùc cì sð c¦n thi¸t
cho c¡c ch÷ìng ti¸p theo. Ch÷ìng n y gçm ba ph¦n. Ph¦n �¦u ti¶n tr¼nh b y l¤i
mët sè cæng cö cõa gi£i t½ch lçi v  lþ thuy¸t to¡n tû trong khæng gian Hilbert.
Ph¦n thù hai tr¼nh b y v· b i to¡n c¥n b¬ng, b i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n
v  c¡c b i to¡n li¶n quan. Ph¦n cuèi còng tr¼nh b y v· mët sè mæ h¼nh to¡n
håc li¶n quan �¸n b i to¡n c¥n b¬ng. Nëi dung cõa ch÷ìng chõ y¸u �÷ñc tham
kh£o tø c¡c t i li»u [13, 15, 53, 61, 67, 93].

1.1. Mët sè cæng cö cõa gi£i t½ch lçi v  lþ thuy¸t to¡n tû trong khæng
gian Hilbert

Mët khæng gian vectì thüc H �÷ñc trang bà t½ch væ h÷îng ⟨., .⟩ v  �¦y �õ
�èi vîi chu©n

∥x∥ :=
√

⟨x, x⟩

�÷ñc gåi l  khæng gian Hilbert thüc. Tø nay v· sau, ta luæn kþ hi»u H l  khæng
gian Hilbert thüc. Kþ hi»u ωw

(
xk
)
l  tªp t§t c£ c¡c �iºm tö y¸u cõa

{
xk
}
, �i·u

�â câ ngh¾a

ωw
(
xk
)
:=
{
x ∈ H : xkj ⇀ x vîi mët d¢y con {kj} cõa {k}

}
.

1.1.1. To¡n tû chi¸u v  c¡c t½nh ch§t h¼nh håc

�ành ngh¾a 1.1 ([13]). Cho C ⊂ H l  tªp lçi, �âng, kh¡c réng. Khi �â, ¡nh x¤

PC : H → C

x 7→ argmin{∥y − x∥ : y ∈ C}

�÷ñc gåi l  ph²p chi¸u tø H l¶n C. Ph¦n tû PC(x) ∈ C �÷ñc gåi l  h¼nh chi¸u
cõa x l¶n C v  ∥x− PC(x)∥ ch½nh l  kho£ng c¡ch tø x tîi C.

�nh x¤ PC �âng vai trá quan trång trong vi»c x¥y düng c¡c thuªt to¡n x§p
x¿ nghi»m cõa b i to¡n c¥n b¬ng, b i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n. T½nh ch§t
cì b£n cõa PC �÷ñc ph¡t biºu trong M»nh �· 1.1.

M»nh �· 1.1 ([13], M»nh �· 4.8). Cho C ⊆ H l  tªp lçi, �âng, kh¡c réng. Khi
�â, ta câ c¡c kh¯ng �ành sau

13



(1) Vîi måi x ∈ H, PC(x) luæn tçn t¤i duy nh§t, �çng thíi �i·u sau l  t÷ìng
�÷ìng: x0 = PC(x) khi v  ch¿ khi〈

x− x0, y − x0
〉
≤ 0 ∀y ∈ C;

(2) �nh x¤ PC câ t½nh ch§t khæng gi¢n vúng (ho°c 1-�ìn �i»u m¤nh ng÷ñc),
�i·u �â câ ngh¾a,

∥PC(x)− PC(y)∥2 ≤ ⟨x− y, PC(x)− PC(y)⟩ ∀x, y ∈ H;

(3) PC l  ¡nh x¤ khæng gi¢n, tùc l 

∥PC(x)− PC(y)∥ ≤ ∥x− y∥ ∀x, y ∈ H;

(4) ∥PC(x)− y∥2 ≤ ∥x− y∥2 − ∥x− PC(x)∥2 ∀x ∈ H, y ∈ C.

Trong tr÷íng hñp �°c bi»t, tªp C l  nûa khæng gian, tùc l 

C := {z ∈ H : ⟨a, z⟩ ≤ β},

vîi a ∈ H, a ̸= 0 v  β ∈ R, ph²p chi¸u l¶n C �÷ñc x¡c �ành bði cæng thùc d¤ng
hiºn sau

PC(x) =

{
x− ⟨a,x⟩−β

∥a∥2 a n¸u ⟨a, x⟩ − β > 0,

x n¸u ⟨a, x⟩ − β ≤ 0.

1.1.2. D÷îi �¤o h m, nân ph¡p tuy¸n v  b i to¡n tèi ÷u lçi

�ành ngh¾a 1.2 ([13]). Cho g : H → R, x0 ∈ H. Khi �â,

� H m g �÷ñc gåi l  hemi-li¶n töc t¤i x0 n¸u

lim
t→0+

g
(
tz + (1− t)x0

)
= g
(
x0
)

∀z ∈ H;

� H m g �÷ñc gåi l  nûa li¶n töc d÷îi (l.s.c) (t÷ìng ùng nûa li¶n töc tr¶n
(u.s.c)) t¤i x0 n¸u

∀
{
xk
}
⊂ H, xk → x0 ⇒ lim inf

k→∞
g
(
xk
)
≥ g

(
x0
)
;(

t÷ìng ùng ∀
{
xk
}
⊂ H, xk → x0 ⇒ lim sup

k→∞
g
(
xk
)
≤ g

(
x0
))

;

� H m g �÷ñc gåi l  nûa li¶n töc d÷îi y¸u (w.l.s.c) (t÷ìng ùng nûa li¶n töc
tr¶n y¸u (w.u.s.c)) t¤i x0 n¸u

∀
{
xk
}
⊂ H, xk ⇀ x0 ⇒ lim inf

k→∞
g
(
xk
)
≥ g

(
x0
)
;(

t÷ìng ùng ∀
{
xk
}
⊂ H, xk ⇀ x0 ⇒ lim sup

k→∞
g
(
xk
)
≤ g

(
x0
))

;
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� H m g �÷ñc gåi l  nûa li¶n töc d÷îi (t÷ìng ùng y¸u) tr¶n C n¸u nâ nûa
li¶n töc d÷îi (t÷ìng ùng y¸u) t¤i måi �iºm thuëc C;

� H m g �÷ñc gåi l  nûa li¶n töc tr¶n (t÷ìng ùng y¸u) n¸u −f nûa li¶n töc
d÷îi (t÷ìng ùng y¸u). H m f �÷ñc gåi l  li¶n töc n¸u nâ vøa li¶n töc tr¶n
vøa li¶n töc d÷îi.

� H m g : H → R ∪ {∞} �÷ñc gåi l  ch½nh th÷íng n¸u dom(g) ̸= ∅, trong �â

dom(g) = {x ∈ H : g(x) <∞}.

� H m ch½nh th÷íng g : H → R ∪ {∞} �÷ñc gåi l  lçi n¸u

g(αx+ (1− α)y) ≤ αg(x) + (1− α)g(y) ∀x, y ∈ dom(g) v  α ∈ [0, 1].

�ành ngh¾a 1.3 ([13], �ành ngh¾a 16.1). Cho g : H → R∪{∞}, x0 ∈ H. N¸u tªp

∂g
(
x0
)
:=
{
w ∈ H :

〈
w, y − x0

〉
≤ g(y)− g

(
x0
)

∀y ∈ H
}

kh¡c réng th¼ g �÷ñc gåi l  kh£ d÷îi vi ph¥n t¤i x0, ∂g
(
x0
)
�÷ñc gåi l  d÷îi vi

ph¥n, méi vectì w thuëc ∂g
(
x0
)
�÷ñc gåi l  d÷îi �¤o h m cõa g t¤i x0. H m

g �÷ñc gåi l  kh£ d÷îi vi ph¥n tr¶n mët tªp n¸u nâ kh£ d÷îi vi ph¥n t¤i måi
�iºm thuëc tªp �â.

Trong tr÷íng hñp g : C ⊂ H → R, b¬ng vi»c mð rëng h m sè n y ra to n bë
khæng gian

ḡ(x) :=

{
g(x) n¸u x ∈ C,

∞ n¸u x /∈ C

ta câ thº �ành ngh¾a h m g kh£ d÷îi vi ph¥n tr¶n C t÷ìng tü nh÷ trong �ành
ngh¾a 1.3

V½ dö 1.1. Chóng ta �¢ bi¸t h m sè g(x) = |x| khæng câ �¤o h m t¤i 0. Tuy
nhi¶n d¹ d ng t½nh �÷ñc d÷îi vi ph¥n cõa g t¤i 0 l  �o¤n [−1, 1]. Têng qu¡t, ta
câ d÷îi vi ph¥n cõa h m g(x) = ∥x∥, x ∈ Rn, t¤i x0 ∈ Rn �÷ñc x¡c �ành nh÷ sau

∂g
(
x0
)
=

{
{w ∈ Rn : ∥w∥ ≤ 1} , n¸u x0 = 0,{

x0

∥x0∥

}
, n¸u x0 ̸= 0.

�ành ngh¾a 1.4 ([52]). Cho song h m f : H×H → R thäa m¢n f(x, x) = 0 vîi
måi x ∈ H. D÷îi vi ph¥n �÷íng ch²o ∂2f : H ⇒ H cõa song h m f t¤i x ∈ H
�÷ñc x¡c �ành bði

∂2f(x, x) : = {u ∈ H : f(x, y) ≥ ⟨u, y − x⟩+ f(x, x) ∀y ∈ H}
= {u ∈ H : f(x, y) ≥ ⟨u, y − x⟩ ∀y ∈ H}. (1.1)
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�ành lþ 1.1 ([13]). N¸u g : H → R ∪ {∞} l  h m lçi ch½nh th÷íng v  nûa li¶n
töc d÷îi th¼ ∂g(x) ̸= ∅ ∀x ∈ int(dom(g)).

�ành ngh¾a 1.5 ([13]). Cho C l  tªp con lçi, �âng, kh¡c réng trong khæng gian
Hilbert thüc H v  x0 ∈ C. Tªp

NC

(
x0
)
:=
{
w ∈ H :

〈
w, y − x0

〉
≤ 0 ∀y ∈ C

}
�÷ñc gåi l  nân ph¡p tuy¸n (ngo i) cõa C t¤i x0.

Hiºn nhi¶n NC

(
x0
)
l  mët nân lçi, �âng, kh¡c réng.

Bê �· 1.1 ([13], M»nh �· 26.5). Cho C l  tªp lçi, �âng v  kh¡c réng trong khæng
gian Hilbert H v  g : H → R ∪ {∞} l  h m lçi, nûa li¶n töc d÷îi, ch½nh th÷íng.
Gi£ sû g li¶n töc t¤i mët �iºm n o �â cõa C ho°c tçn t¤i mët �iºm trong cõa C
m  g l  húu h¤n. Khi �â, x∗ l  nghi»m cõa b i to¡n tèi ÷u lçi min {g(x) : x ∈ C}
khi v  ch¿ khi 0 ∈ ∂g(x∗) +NC(x

∗).

�ành ngh¾a 1.6 ([1], �ành ngh¾a 1). D¢y {xk} ⊂ H �÷ñc gåi l  tüa-Fej²r �èi
vîi C n¸u tçn t¤i N ∈ N sao cho vîi måi x∗ ∈ C, ta câ

∥xk+1 − x∗∥2 ≤ ∥xk − x∗∥2 + σk ∀k ≥ N, (1.2)

trong �â {σk} l  mët d¢y sè thüc d÷ìng thäa m¢n
∞∑
k=0

σk <∞.

Ti¸p theo, chóng tæi tr¼nh b y l¤i mët sè bê �· v· d¢y sè, c¦n thi¸t cho vi»c
chùng minh k¸t qu£ ð c¡c ch÷ìng ti¸p theo.

Bê �· 1.2 ([69], Bê �· 2.2). Cho hai d¢y sè {ϕk} ⊂ [0,∞) v  {δk} ⊂ [0,∞) thäa
m¢n c¡c �i·u ki»n sau:

(1) {αk} ⊂ [0, θ], trong �â θ ∈ [0, 1);

(2)
∞∑
k=1

δk <∞;

(3) ϕk+1 − ϕk ≤ αk(ϕk − ϕk−1) + δk.

Khi �â, {ϕk} l  d¢y hëi tö v 
∞∑
k=1

[ϕk+1 − ϕk]+ < ∞, vîi [t]+ := max{t, 0} (t ∈ R

b§t ký).

M»nh �· 1.2 ([1], M»nh �· 1). N¸u {xk} tüa-Fej²r �èi vîi C, ta câ c¡c kh¯ng
�ành sau

(1) D¢y {∥xk − x∗∥} hëi tö vîi x∗ ∈ C b§t ký;
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(2) N¸u måi �iºm tö y¸u cõa {xk} thuëc C th¼ d¢y {xk} hëi tö y¸u tîi mët ph¦n
tû cõa C.

Bê �· 1.3 ([70], Bê �· 3.1). Cho {Γn} l  mët d¢y sè thüc khæng gi£m t¤i væ
còng, theo ngh¾a tçn t¤i d¢y con {Γnj} cõa d¢y {Γn} sao cho Γnj < Γnj+1 vîi måi
j ≥ 0. X²t d¢y sè nguy¶n {τ(n)}n≥n0 �÷ñc x¡c �ành bði

τ(n) = max{k ≤ n : Γk < Γk+1}. (1.3)

Khi �â, {τ(n)}n≥n0 l  mët d¢y khæng gi£m thäa m¢n lim
n→∞

τ(n) = ∞ v , vîi måi

n ≥ n0, ta câ
max{Γτ(n),Γn} ≤ Γτ(n)+1. (1.4)

Bê �· 1.4. ([90]) Cho H l  khæng gian Hilbert, {xk} l  mët d¢y trong H. Gi£
sû tçn t¤i tªp con lçi, �âng, kh¡c réng C ⊂ H thäa m¢n:

(i) Vîi méi z ∈ C, lim
k→∞

∥xk − z∥ tçn t¤i;

(ii) B§t ký �iºm tö y¸u cõa d¢y {xk} �·u thuëc C.

Khi �â, tçn t¤i x̄ ∈ C sao cho d¢y {xk} hëi tö y¸u tîi x̄.

Bê �· 1.5. ([104]) Gi£ sû r¬ng {ak} v  {bk} l  hai d¢y sè khæng ¥m thäa m¢n

b§t �¯ng thùc ak+1 ≤ ak + bk ∀k ∈ N. N¸u
∞∑
k=1

bk <∞ th¼ d¢y {ak} hëi tö.

Bê �· 1.6. ([67], Bê �· 3.1; [115], Bê �· 2.5) Cho ba d¢y sè thüc khæng ¥m
{ak}, {bk} v  {ck} thäa m¢n

ak+1 ≤ (1− δk)ak + bk + ck k ≥ 1, (1.5)

trong �â, {δk} l  mët d¢y trong (0, 1) v  {bk} l  mët d¢y sè thüc. Gi£ sû r¬ng
∞∑
k=1

ck <∞. Khi �â, ta câ c¡c kh¯ng �ành sau:

(1) N¸u bk ≤ δkM , vîi M ≥ 0 v  vîi måi k ≥ 1, khi �â, {ak} l  mët d¢y bà ch°n;

(2) N¸u
∞∑
k=1

δk = ∞ v  lim sup
k→∞

bk
δk

≤ 0, khi �â, lim
k→∞

ak = 0.

Bê �· 1.7 ([7]). Cho c¡c d¢y sè thüc khæng ¥m {ak}, {θk}, {δk} v  {tk} sao cho

ak+1 ≤ (1− tk + θk)ak − θkak−1 + δk k ≥ 1, (1.6)

trong �â

(1)
∞∑
k=1

tk = ∞;
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(2) {θk} ⊂ [0, θ], vîi θ ∈ [0, 1);

(3)
∞∑
k=1

δk <∞.

Khi �â, d¢y {ak}∞k=0 hëi tö tîi 0.

1.1.3. To¡n tû �ìn �i»u, gi£ �ìn �i»u v  c¡c t½nh ch§t cì b£n

Trong tiºu möc n y, chóng tæi tr¼nh b y l¤i mët sè t½nh ch§t �ìn �i»u v 
li¶n töc Lipschitz cõa ¡nh x¤ F . C¡c t½nh ch§t n y li¶n quan ch°t ch³ �¸n c¡c
�i·u ki»n �õ cho sü tçn t¤i v  duy nh§t nghi»m cõa b i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n
ph¥n v  s³ �÷ñc tr¼nh b y ð möc sau.

�ành ngh¾a 1.7 ([93]). �nh x¤ F : C → H �÷ñc gåi l 

1. γ-�ìn �i»u m¤nh tr¶n C n¸u tçn t¤i h¬ng sè γ > 0 sao cho vîi måi x, y ∈ C,

⟨Fx− Fy, x− y⟩ ≥ γ∥x− y∥2;

2. �ìn �i»u tr¶n C n¸u vîi måi x, y ∈ C,

⟨Fx− Fy, x− y⟩ ≥ 0;

3. γ-gi£ �ìn �i»u m¤nh tr¶n C n¸u tçn t¤i h¬ng sè γ > 0 sao cho vîi måi
x, y ∈ C,

⟨Fy, x− y⟩ ≥ 0 ⇒ ⟨Fx, x− y⟩ ≥ γ∥x− y∥2;

4. gi£ �ìn �i»u tr¶n C n¸u vîi måi x, y ∈ C,

⟨Fy, x− y⟩ ≥ 0 ⇒ ⟨Fx, x− y⟩ ≥ 0;

5. L-li¶n töc Lipschitz tr¶n C n¸u vîi måi x, y ∈ C, tçn t¤i L ≥ 0 sao cho

∥Fx− Fy∥ ≤ L∥x− y∥.

Trong tr÷íng hñp L = 1, ¡nh x¤ F �÷ñc gåi l  khæng gi¢n v  n¸u L ∈ [0, 1), F

�÷ñc gåi l  ¡nh x¤ co.

Bê �· 1.8. ([22], �ành lþ 5) Gi£ sû F l  to¡n tû thäa m¢n t½nh ch§t L-li¶n
töc Lipschtz v  η-�ìn �i»u m¤nh v  µ l  h¬ng sè sao cho µ ∈

(
0, 2ηL2

)
. L§y

Tµ = PC(I − µF ) (ho°c I − µF ), trong �â I l  to¡n tû �ìn và tr¶n H. Khi �â, Tµ

l  ¡nh x¤ co vîi h» sè 1− τ , trong �â τ = 1
2µ(2η − µL2).
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1.2. B i to¡n c¥n b¬ng v  b i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n

1.2.1. B i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n

Cho ¡nh x¤ F : H −→ H, C l  tªp con, lçi, �âng, kh¡c réng trong khæng
gian Hilbert thüc H. B i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n, kþ hi»u VIP(F,C), �÷ñc
ph¡t biºu nh÷ sau:

T¼m x∗ ∈ C sao cho ⟨Fx∗, y − x∗⟩ ≥ 0 ∀y ∈ C. (1.7)

Kþ hi»u Sol(F,C) l  tªp nghi»m cõa VIP(F,C). Sû döng kh¡i ni»m nân ph¡p
tuy¸n, ta câ thº ph¡t biºu l¤i b i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n nh÷ sau:

T¼m x∗ ∈ C sao cho − Fx∗ ∈ NC (x∗) .

�ành lþ 1.2 ([53]). Gi£ sû ¡nh x¤ F : C → C gi£ �ìn �i»u m¤nh tr¶n C. Khi
�â b i to¡n VIP(F,C) câ tèi �a mët nghi»m.

�ành lþ 1.3 ([84, 93]). Gi£ sû C ⊂ H l  compact v  F : C → C l  ¡nh x¤ li¶n
töc. Khi �â, b i to¡n VIP(F,C) câ ½t nh§t mët nghi»m.

1.2.2. B i to¡n c¥n b¬ng v  c¡c b i to¡n li¶n quan

B i to¡n c¥n b¬ng, kþ hi»u EP(f, C), �÷ñc ph¡t biºu nh÷ sau:

T¼m x∗ ∈ C sao cho f(x∗, y) ≥ 0 ∀y ∈ C, (1.8)

trong �â C l  tªp con, lçi, �âng, kh¡c réng trong khæng gian Hilbert thüc H v 
f : H×H → R l  song h m thäa m¢n f(x, x) = 0 vîi måi x ∈ C. Tªp nghi»m cõa
b i to¡n (1.8) �÷ñc kþ hi»u bði Sol(f, C), tùc l 

Sol(f, C) := {x∗ ∈ C : f(x∗, y) ≥ 0 ∀y ∈ C} . (1.9)

Nh÷ �¢ �· cªp ð ph¦n Mð �¦u, b i to¡n n y bao h m mët lo¤t c¡c b i to¡n
quan trång trong tèi ÷u. �iºn h¼nh l  mët sè b i to¡n �÷ñc �· cªp ti¸p sau �¥y.

D¹ th§y b i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n ch½nh l  tr÷íng hñp ri¶ng cõa
EP(f, C) vîi f(x, y) := ⟨Fx, y − x⟩. Chó þ r¬ng b£n th¥n b i to¡n b§t �¯ng thùc
bi¸n ph¥n công �¢ bao h m mët lo¤t c¡c b i to¡n trong lþ tèi ÷u v  gi£i t½ch
phi tuy¸n. Câ thº kº �¸n c¡c b i to¡n �iºn h¼nh sau:
B i to¡n tèi ÷u
X²t b i to¡n tèi ÷u têng qu¡t sau:

min{g(x) : x ∈ C}, (1.10)

trong �â g : H → R l  mët h m kh£ vi. �°t F (x) := ∇g(x) vîi måi x. Mèi quan
h» giúa hai b i to¡n (1.7) v  (1.10) �÷ñc kh¯ng �ành bði �ành lþ 1.4.
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�ành lþ 1.4 ([61]). Gi£ sû g l  h m lçi, kh£ vi. Khi �â, x∗ l  nghi»m cõa (1.7)
khi v  ch¿ khi x∗ l  nghi»m cõa (1.10).

B i to¡n bò phi tuy¸n
B i to¡n bò phi tuy¸n cõa F tr¶n C, kþ hi»u NCP(F,C), �÷ñc ph¡t biºu nh÷

d÷îi �¥y:
T¼m x∗ ∈ C sao cho Fx∗ ∈ C∗ v  ⟨Fx∗, x∗⟩ = 0, (1.11)

trong �â C ⊂ H l  mët nân lçi, �âng v 

C∗ := {x ∈ H : ⟨x, y⟩ ≥ 0 ∀y ∈ C}

l  nân �èi ng¨u cõa C. Mèi li¶n h» giúa b i to¡n VIP(F,C) v  b i to¡n NCP(F,C)
�÷ñc ph¡t biºu trong �ành lþ 1.5.

�ành lþ 1.5 ([61]). Cho C ⊂ H l  mët nân lçi, �âng. Khi �â, x∗ l  nghi»m cõa
NCP(F,C) khi v  ch¿ khi nâ l  nghi»m cõa VIP(F,C).

B i to¡n �iºm b§t �ëng
Cho ¡nh x¤ T : C → C. B i to¡n �iºm b§t �ëng cõa ¡nh x¤ T tr¶n C, kþ hi»u

FP(T,C), �÷ñc ph¡t biºu nh÷ sau:

T¼m x∗ ∈ C sao cho Tx∗ = x∗. (1.12)

Trong tr÷íng hñp, �°t ¡nh x¤ F nh÷ sau:

Fx := x− Tx, (1.13)

khi �â, b i to¡n �iºm b§t �ëng câ thº chuyºn qua b i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n
ph¥n thæng qua �ành lþ 1.6.

�ành lþ 1.6 ([61]). Gi£ sû F l  ¡nh x¤ x¡c �ành bði (1.13). Khi �â x∗ ∈ C l 
nghi»m cõa FP(T,C) khi v  ch¿ khi nâ l  nghi»m cõa VIP(F,C).

Ð chi·u ng÷ñc l¤i, ta câ thº chuyºn b i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n v· b i
to¡n t¼m �iºm b§t �ëng thæng qua �ành lþ 1.7.

�ành lþ 1.7 ([61]). Cho C ⊂ H l  mët tªp lçi, �âng, F : C → H, λ > 0. Khi �â,
x∗ l  nghi»m cõa (1.7) khi v  ch¿ khi nâ l  �iºm b§t �ëng cõa ¡nh x¤

Φ : C → C

x 7→ PC(x− λFx).

Tø �ành lþ 1.7 suy ra Φ �âng vai trá l  ¡nh x¤ nghi»m cõa b i to¡n b§t
�¯ng thùc bi¸n ph¥n, theo ngh¾a, b§t cù �iºm b§t �ëng n o cõa Φ công s³ l 
nghi»m cõa b i to¡n VIP(F,C). C¥u häi �°t ra l : li»u ta câ thº x¥y düng mët
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¡nh x¤ nghi»m t÷ìng tü cho b i to¡n c¥n b¬ng? Ta câ nhªn x²t sau: N¸u �°t
f(x, y) := ⟨Fx, y − x⟩, th¼

Φ(x) = argmin
{
λf(x, y) +

1

2
∥y − x∥2 : y ∈ C

}
.

Thªt vªy, gi£ sû x∗ := argmin
{
λf(x, y) + 1

2∥y − x∥2 : y ∈ C
}
. �p döng Bê �· 1.1,

ta câ
0 = λFx+ x∗ − x+ q,

trong �â q ∈ NC (x∗). �p döng �ành ngh¾a cõa NC (x∗), ta câ

⟨x− x∗ − λFx, y − x∗⟩ ≤ 0 ∀y ∈ C.

�i·u n y câ ngh¾a x∗ = PC(x−λFx). Nhªn x²t tr¶n ch½nh l  gñi þ �º ta mð rëng
�ành lþ 1.7 cho tr÷íng hñp b i to¡n c¥n b¬ng.

�ành lþ 1.8 ([76]). Cho C ⊂ H l  tªp lçi, �âng, câ mi·n trong kh¡c réng,
f : C ×C → R l  song h m c¥n b¬ng tr¶n C thäa m¢n �i·u ki»n: vîi måi x ∈ C,
h m sè f(x, .) lçi, kh£ d÷îi vi ph¥n tr¶n C. Gi£ sû λ > 0. Khi �â, x∗ l  nghi»m
cõa b i to¡n EP(f, C) khi v  ch¿ khi nâ l  �iºm b§t �ëng cõa ¡nh x¤

Uλ : C → C

x 7→ argmin
{
λf(x, y) +

1

2
∥y − x∥2 : y ∈ C

}
.

1.2.3. Sü tçn t¤i duy nh§t nghi»m

Tø mèi li¶n h» giúa b i to¡n c¥n b¬ng EP(f, C) v  b i to¡n b§t �¯ng thùc
bi¸n ph¥n VIP(F,C), thæng qua vi»c chån song h m f(x, y) = ⟨F (x), y−x⟩, ∀x, y ∈
C, ta công câ c¡c kh¡i ni»m �ìn �i»u v  li¶n töc kiºu Lipschitz cõa song h m f
t÷ìng ùng d÷îi �¥y.

�ành ngh¾a 1.8 ([93]). Song h m f : C × C → R �÷ñc gåi l 

1. γ-�ìn �i»u m¤nh tr¶n C n¸u tçn t¤i h¬ng sè γ > 0 sao cho vîi måi x, y ∈ C,
ta câ

f(x, y) + f(y, x) ≤ −γ∥x− y∥2;

2. �ìn �i»u tr¶n C n¸u vîi måi x, y ∈ C, ta câ

f(x, y) + f(y, x) ≤ 0;

3. γ-gi£ �ìn �i»u m¤nh tr¶n C n¸u tçn t¤i h¬ng sè γ > 0 sao cho vîi måi
x, y ∈ C,

f(x, y) ≥ 0 ⇒ f(y, x) ≤ −γ∥x− y∥2;
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4. gi£ �ìn �i»u tr¶n C n¸u vîi måi x, y ∈ C, ta câ

f(x, y) ≥ 0 ⇒ f(y, x) ≤ 0;

5. para-�ìn �i»u n¸u f �ìn �i»u v  �i·u ki»n sau �÷ñc thäa m¢n

x ∈ Sol(f, C), y ∈ C, f(x, y) = f(y, x) = 0 ⇒ y ∈ Sol(f, C);

6. thäa m¢n �i·u ki»n Lipschitz theo Mastroeni [76], n¸u tçn t¤i hai h¬ng sè
c1, c2 > 0 sao cho vîi måi x, y, z ∈ C, ta câ

f(x, y) + f(y, z) ≥ f(x, z)− c1∥x− y∥2 − c2∥y − z∥2.

Chó þ 1.1. C¡c �i·u ki»n �ìn �i»u trong �ành ngh¾a 1.8 quan h» vîi nhau theo
sì �ç sau: (1) ⇒ (2) ⇒ (4); (1) ⇒ (3) ⇒ (4). C¡c môi t¶n theo chi·u ng÷ñc l¤i nâi
chung khæng �óng. �i·u �â �÷ñc chùng minh qua c¡c v½ dö sau �¥y.

V½ dö 1.2. L§y H = L2([0, 1]). X²t

C = {x ∈ H : ∥x∥ ≤ 1}, f(x, y) =
〈

2x+ y

1 + ∥x∥2
, y − x

〉
.

Câ thº chùng minh �÷ñc r¬ng f gi£ �ìn �i»u m¤nh tr¶n C. Thªt vªy, l§y x, y ∈ C
sao cho f(x, y) =

〈
2x+y
1+∥x∥2 , y − x

〉
≥ 0. �i·u n y suy ra r¬ng ⟨2x + y, y − x⟩ ≥ 0.

Tùc l ,

f(y, x) =
〈

2y + x

1 + ∥y∥2
, x− y

〉
≤ 1

1 + ∥y∥2
(⟨2y + x, x− y⟩ − ⟨2x+ y, x− y⟩)

≤ −1

2
∥x− y∥2

= −γ∥x− y∥2,

vîi γ := 1
2 > 0.

Tuy nhi¶n, f khæng �ìn �i»u m¤nh, thªm ch½ công khæng �ìn �i»u tr¶n C.
�º chùng minh, x²t x =

√
3t
2 , y =

√
2t v  ta câ �¡nh gi¡ sau

f(x, y) + f(y, x) =
〈

2y + x

1 + ∥y∥2
− 2x+ y

1 + ∥x∥2
, x− y

〉
=
〈
1

4
(4
√
2t+

√
3t)− 8

11
(
√
3t+

√
2t),

√
3t

2
−
√
2t
〉

=
1

2

[
1

4
(4
√
2 +

√
3)− 8

11
(
√
3 +

√
2)
](√

3

2
−

√
2
)
> 0.
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V½ dö 1.3. Cho tªp C1 = {x ∈ R : x ≤ −2}, C2 = {x ∈ R : x ≤ 0} v  song h m
f : C × C → R x¡c �ành bði

f(x, y) =
(
2 + x2

)
(x− y).

Khi �â, f �ìn �i»u m¤nh tr¶n C1 v  �ìn �i»u tr¶n C2. Nh÷ng f khæng �ìn �i»u
m¤nh tr¶n C2. Thªt vªy, vîi x, y ∈ C1 tòy þ, ta câ

f(x, y) + f(y, x) =
(
2 + x2

)
(x− y) +

(
2 + y2

)
(y − x)

= (x+ y)(x− y)2

≤ −4(x− y)2.

Nh÷ vªy, f �ìn �i»u m¤nh tr¶n C1 vîi h¬ng sè γ = 4. T÷ìng tü tr¶n, vîi x, y ∈ C2

v  x ̸= y ta công câ

f(x, y) + f(y, x) = (x+ y)(x− y)2 < 0,

do �â, f �ìn �i»u tr¶n C2. Gi£ sû f �ìn �i»u m¤nh tr¶n C2 vîi h» sè β > 0. Khi
�â, ta câ �i·u sau

f(x, y) + f(y, x) ≤ −β(x− y)2 ∀x, y ∈ C2.

Suy ra,
x+ y ≤ −β ∀x, y ∈ C2.

Chån x = 0 v  y = −β
2 còng thuëc C2, thay v o b§t �¯ng thùc tr¶n ta thu �÷ñc

−β
2 ≤ −β, væ lþ. D¨n �¸n, f khæng �ìn �i»u m¤nh tr¶n C2.

V½ dö 1.4. X²t song h m f : R×R → R x¡c �ành bði

f(x, y) = x2(y − x).

Khi �â, f gi£ �ìn �i»u tr¶n C := R\{0}. Nh÷ng f khæng �ìn �i»u tr¶n C. Thªt
vªy, gi£ sû f(x, y) = x2(y − x) ≥ 0, ∀x, y ∈ C. V¼ xy ̸= 0, n¶n suy ra y ≥ x v 
do �â f(y, x) = y2(x − y) ≤ 0. Vªy f gi£ �ìn �i»u tr¶n C. M°t kh¡c vîi måi
x, y ∈ (−∞, 0) v  x ̸= y, ta câ

f(x, y) + f(y, x) = x2(y − x) + y2(x− y) = −(x+ y)(x− y)2 > 0,

suy ra f khæng �ìn �i»u tr¶n C.

V½ dö 1.5. X²t b i to¡n c¥n b¬ng vîi C = [0, 1] v  f(x, y) = x2(−x + y). Nhªn
th§y r¬ng x∗ = 0 l  nghi»m duy nh§t cõa b i to¡n EP(f, C), f(y, x∗) = −y2.y ≤ 0

vîi måi y ∈ C, v  f(x, x∗) = f(x∗, x) = 0 suy ra x = 0, tùc l , x ∈ Sol(f, C). M°t
kh¡c, ta câ f(x, y) + f(y, x) = −(x− y)2(x+ y). Do �â, f l  para-�ìn �i»u nh÷ng
khæng �ìn �i»u tr¶n C.
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V½ dö 1.6. Cho F : H → H l  mët to¡n tû tuy¸n t½nh compact tü li¶n hñp trong
khæng gian Hilbert H v  ⟨Fx, x⟩ ≥ 0 vîi måi x ∈ H. Khi �â, theo Liu v  Nashed
[64], tçn t¤i h¬ng sè d÷ìng β > 0, sao cho ⟨Fx, x⟩ ≥ β∥Fx∥2 vîi måi x ∈ H. �ành
ngh¾a song h m f(x, y) := ⟨Fx, y − x⟩, C = H. Ta câ

f(x, y) + f(y, x) = −⟨Fx− Fy, x− y⟩ ≤ −β∥Fx− Fy∥2 ≤ 0,

do �â song h m f �ìn �i»u.
Tªp nghi»m Sol(f, C) cõa b i to¡n c¥n b¬ng f(x, y) ≥ 0, ∀y ∈ H bao gçm t§t c£

x, sao cho ⟨Fx, y−x⟩ ≥ 0, ∀y ∈ H. Ri¶ng vîi y = 0, ta câ −⟨Fx, x⟩ ≥ 0, �i·u n y câ
ngh¾a r¬ng Fx = 0, ho°c x ∈ KerF . Do �â, Sol(f, C) = KerF . Song h m f l  para-
�ìn �i»u. Thªt vªy, gi£ sû x ∈ Sol(f, C) v  0 = f(y, x) = ⟨Fy, x − y⟩ = −⟨Fy, y⟩.
�i·u n y suy ra r¬ng y ∈ Sol(F,C) v  t½nh para-�ìn �i»u �÷ñc thi¸t lªp.

�ành lþ 1.9 ([15]). Cho C l  mët tªp con lçi, compact, kh¡c réng trong khæng
gian Hilbert thüc H v  song h m c¥n b¬ng f : C × C → R câ c¡c t½nh ch§t

(i) f(., y) nûa li¶n töc tr¶n vîi måi y ∈ C.

(ii) f(x, .) lçi vîi måi x ∈ C.

Khi �â, b i to¡n EP(f, C) câ nghi»m.

�ành lþ 1.10 ([15]). Cho C l  mët tªp lçi �âng v  song h m c¥n b¬ng f nh÷
ð m»nh �· tr¶n. Gi£ sû �i·u ki»n bùc (C1) sau �¥y �÷ñc thäa m¢n: Tçn t¤i tªp
compact B sao cho

C ∩B ̸= ∅ ∀x ∈ C\B, ∃y ∈ C : f(x, y) < 0.

Khi �â, b i to¡n EP(f, C) câ nghi»m.

�ành lþ 1.11 ([84]). Cho C l  tªp lçi, �âng, kh¡c réng v  f : C × C → R l 
song h m c¥n b¬ng.

(i) N¸u f �ìn �i»u ch°t tr¶n C, th¼ b i to¡n c¥n b¬ng EP(f, C) câ nhi·u nh§t
mët nghi»m.

(ii) N¸u f(., y) nûa li¶n töc tr¶n vîi måi y ∈ C, f(x, .) lçi, nûa li¶n töc d÷îi vîi
måi x ∈ C v  f �ìn �i»u m¤nh tr¶n C, th¼ b i to¡n EP(f, C) câ duy nh§t
mët nghi»m.

M»nh �· 1.3. ([33], M»nh �· 2) Cho C l  tªp lçi, �âng, kh¡c réng v  f :

C × C → R l  song h m c¥n b¬ng. Gi£ sû f gi£ �ìn �i»u tr¶n C, nûa li¶n töc
tr¶n y¸u theo bi¸n thù nh§t, lçi v  nûa li¶n töc d÷îi theo bi¸n thù hai. Khi �â

(1) Sol(f, C) = {y ∈ C : f(x, y) ≤ 0 ∀x ∈ C}.

(2) Sol(f, C) lçi, �âng.

24



1.3. Mët sè mæ h¼nh to¡n håc li¶n quan �¸n b i to¡n c¥n b¬ng

1.3.1. B i to¡n c¥n b¬ng Nash trong trá chìi khæng hñp t¡c

�¦u nhúng n«m 1950, Nash �÷a ra kh¡i ni»m ��iºm c¥n b¬ng Nash� trong
trá chìi khæng hñp t¡c [85]. C¥n b¬ng Nash �¤t �÷ñc khi khæng mët ng÷íi chìi
n o câ thº t«ng �÷ñc lñi ½ch b¬ng c¡ch thay �êi chi¸n l÷ñc cõa m¼nh trong khi
c¡c �èi thõ kh¡c v¨n giú nguy¶n chi¸n l÷ñc cõa hå. Mët c¡ch têng qu¡t, gi£ sû
câ n ng÷íi tham gia mët trá chìi khæng hñp t¡c. Ng÷íi chìi thù i câ tªp chi¸n
l÷ñc l  Ci v  câ h m lñi ½ch l  fi : C → R vîi C = C1× . . .×Cn. Möc ti¶u cõa méi
ng÷íi chìi l  t¼m ki¸m mët chi¸n l÷ñc cho ri¶ng m¼nh �º tèi �a hâa lñi ½ch fi.
�iºm x∗ ∈ C �÷ñc gåi l  �iºm c¥n b¬ng Nash n¸u vîi måi y = (y1, . . . , yn) ∈ C,

fi (x
∗
1, . . . , x

∗
n) ≥ fi

(
x∗1, . . . , x

∗
i−1, yi, x

∗
i+1, . . . , x

∗
n

)
∀i = 1, . . . , n.

B¬ng c¡ch �°t

f(x, y) :=

n∑
i=1

[fi (x1, . . . , xi, . . . , xn)− fi (x1, . . . , yi, . . . , xn)] ∀x, y ∈ C, (1.14)

b i to¡n t¼m �iºm c¥n b¬ng Nash câ thº �÷a v· b i to¡n c¥n b¬ng EP(f, C).

�ành lþ 1.12 ([87]). Gi£ sû f l  song h m Nikaido�Isoda �÷ñc �ành ngh¢a bði
(1.14). �iºm x∗ ∈ C l  �iºm c¥n b¬ng Nash khi v  ch¿ khi nâ l  nghi»m cõa b i
to¡n c¥n b¬ng EP(f, C).

1.3.2. B i to¡n �iºm y¶n ngüa

Cho A ⊆ H, B ⊆ H v  L : A × B → R. B i to¡n �iºm y¶n ngüa, kþ hi»u
SP(L,A,B), l  b i to¡n t¼m (x∗, y∗) ∈ A×B sao cho

L (x∗, y) ≤ L (x∗, y∗) ≤ L (x, y∗) ∀(x, y) ∈ A×B.

Mët �iºm (x∗, y∗) ∈ A × B thäa m¢n b§t �¯ng thùc tr¶n gåi l  �iºm y¶n ngüa
cõa L tr¶n A×B. Ta ch¿ ra r¬ng b i to¡n �iºm y¶n ngüa câ thº mæ t£ d÷îi d¤ng
b i to¡n c¥n b¬ng. Thªt vªy, vîi méi u = (x, y)T , v = (x′, y′)

T , ta �°t

C := A×B, f(u, v) := L
(
x′, y

)
− L

(
x, y′

)
.

Khi �â, n¸u u∗ l  nghi»m cõa b i to¡n c¥n b¬ng EP(f, C), tùc l 

u∗ ∈ A×B, f (u∗, v) ≥ 0 ∀v ∈ C,

th¼ ta câ �¡nh gi¡ sau

L
(
x′, y∗

)
≥ L

(
x∗, y′

)
∀x′ ∈ A, y′ ∈ B.

Vªy (x∗, y∗) l  �iºm y¶n ngüa. �i·u ng÷ñc l¤i, n¸u (x∗, y∗) l  �iºm y¶n ngüa cõa
L tr¶n A × B, th¼ u∗ = (x∗, y∗) l  líi gi£i cõa b i to¡n c¥n b¬ng �÷ñc suy ra tø
�ành ngh¾a.
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K¸t luªn

Trong ch÷ìng n y, chóng tæi �¢ tr¼nh b y mët sè kh¡i ni»m v  k¸t qu£ cì
b£n cõa gi£i t½ch lçi phöc vö cho c¡c ch÷ìng ti¸p theo. Nhúng �iºm kh¡i qu¡t
v· b i to¡n c¥n b¬ng, b i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n �¢ �÷ñc giîi thi»u. Câ
thº th§y, mët sè b i to¡n trong tèi ÷u, gi£i t½ch phi tuy¸n v  mæ h¼nh kinh t¸
trong lþ thuy¸t trá chìi �·u câ thº �÷ñc ph¡t biºu d÷îi d¤ng b i to¡n c¥n b¬ng.
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Ch÷ìng 2

MËT SÈ PH×ÌNG PH�P PH�N R� GI�I
B�I TO�N C�N B�NG

C¡c ph÷ìng ph¡p chi¸u ph¥n r¢ kiºu Tseng �¢ �÷ñc nghi¶n cùu rëng r¢i cho
b i to¡n c¥n b¬ng v  b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n. Tuy nhi¶n, nhi·u thuªt to¡n
hi»n câ y¶u c¦u sû döng nhi·u ph²p chi¸u ho°c gi£i c¡c b i to¡n con phùc t¤p
t¤i méi váng l°p, l m t«ng chi ph½ t½nh to¡n. Do �â, vi»c x¥y düng c¡c thuªt
to¡n ph¥n r¢ vîi c§u tróc �ìn gi£n hìn, sè ph²p chi¸u ½t hìn nh÷ng v¨n �£m
b£o t½nh hëi tö l  mët v§n �· câ þ ngh¾a c£ v· lþ thuy¸t v  thüc ti¹n.

Tr¶n cì sð �â, trong ch÷ìng n y chóng tæi �· xu§t hai ph÷ìng ph¡p ph¥n r¢
gi£i b i to¡n c¥n b¬ng vîi song h m �÷ñc biºu di¹n d÷îi d¤ng têng cõa hai song
h m trong khæng gian Hilbert, bao gçm ph÷ìng ph¡p chi¸u ph¥n r¢ kiºu Tseng
v  ph÷ìng ph¡p ph¥n r¢ mët ph²p chi¸u. Nëi dung cõa ch÷ìng �÷ñc x¥y düng
tr¶n cì sð c¡c k¸t qu£ �¢ cæng bè trong c¡c b i b¡o [2] v  [3] thuëc Danh möc
cæng tr¼nh khoa håc cõa t¡c gi£ câ li¶n quan �¸n luªn ¡n.

2.1. Ph÷ìng ph¡p chi¸u ph¥n r¢ kiºu Tseng

2.1.1. Mæ h¼nh b i to¡n v  c¡c gi£ thi¸t

Ta x²t b i to¡n EP(f, C) vîi f := f1+f2, trong �â f, fi : H×H → R, i = 1, 2

l  c¡c song h m c¥n b¬ng. �º nghi¶n cùu c¡c thuªt to¡n l°p cho b i to¡n EP(f, C)
trong khæng gian væ h¤n chi·u, c¡c �i·u ki»n sau �¥y s³ �÷ñc sû döng trong c¡c
ph¦n ti¸p theo:

(A1) f �ìn �i»u tr¶n C;

(A1') f gi£ �ìn �i»u tr¶n C;

(A1�) f gi£ �ìn �i»u m¤nh tr¶n C;

(A2) f(., y) nûa li¶n töc tr¶n y¸u.

(A3) fi(x, .) lçi v  nûa li¶n töc d÷îi (i = 1, 2);

(A4) f thäa m¢n �i·u ki»n para-�ìn �i»u;

(A5) D÷îi vi ph¥n �÷íng ch²o ∂2fi bà ch°n tr¶n tªp bà ch°n (i = 1, 2);
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(A6) Sol(f, C) ̸= ∅.

Chó þ r¬ng gi£ thi¸t (A1) v· t½nh �ìn �i»u v  gi£ thi¸t (A2) v· nûa li¶n töc
tr¶n y¸u cõa f(·, y) l  c¡c �i·u ki»n ti¶u chu©n th÷íng �÷ñc sû döng trong lþ
thuy¸t b i to¡n c¥n b¬ng nh¬m �£m b£o c¡c t½nh ch§t �âng cõa ¡nh x¤ nghi»m
v  �âng vai trá quan trång trong vi»c suy ra hëi tö y¸u cõa d¢y l°p. Gi£ thi¸t
para-�ìn �i»u (A4) �¢ �÷ñc sû döng trong [97] cho tr÷íng hñp khæng gian húu
h¤n chi·u nh¬m �£m b£o r¬ng måi �iºm giîi h¤n cõa d¢y l°p �·u thuëc tªp
nghi»m. �i·u ki»n n y tü �ëng �÷ñc thäa m¢n trong mët sè tr÷íng hñp �°c
bi»t, ch¯ng h¤n khi b i to¡n c¥n b¬ng suy bi¸n th nh b i to¡n tèi ÷u lçi, ho°c
khi song h m f l  �ìn �i»u m¤nh. M°t kh¡c, trong c¡c ph÷ìng ph¡p kiºu d÷îi
�¤o h m ho°c ph¥n r¢, �º kiºm so¡t sai sè v  �£m b£o t½nh hëi tö cõa d¢y l°p,
nh÷ �¢ ch¿ ra trong [96, 97], ng÷íi ta th÷íng c¦n gi£ thi¸t r¬ng d¢y c¡c d÷îi vi
ph¥n {uk}, vîi uk ∈ ∂2f(x

k, xk), bà ch°n tr¶n måi tªp bà ch°n cõa khæng gian.
�çng thíi, trong [52] �¢ ch¿ ra r¬ng vîi f li¶n töc v  f(x, x) = 0 vîi måi x ∈ H
th¼ gi£ thi¸t (A5) �÷ñc thäa m¢n. Do �â, gi£ thi¸t (A5) �÷ñc �÷a ra nh÷ mët
�i·u ki»n kÿ thuªt phò hñp v  tü nhi¶n trong bèi c£nh nghi¶n cùu cõa luªn ¡n.

2.1.2. X¥y düng thuªt to¡n v  ph¥n t½ch hëi tö

Trong möc n y, chóng tæi tr¼nh b y ba thuªt to¡n chi¸u ph¥n r¢ kiºu
Tseng �º gi£i b i to¡n c¥n b¬ng (1.8). Thuªt to¡n �¦u ti¶n chóng tæi �· xu§t
�÷ñc mæ t£ nh÷ d÷îi �¥y.

Thuªt to¡n 2.1 (Thuªt to¡n chi¸u ph¥n r¢ qu¡n t½nh kiºu Tseng
[iTSM])

Khði t¤o: Chån hai d¢y sè d÷ìng {βk} v  {ϵk} sao cho

∞∑
k=0

ϵk <∞,
∞∑
k=0

βk = ∞,
∞∑
k=0

β2
k <∞. (2.1)

Chån c¡c �iºm x0, x1 ∈ C tòy þ v  tham sè θ ∈ [0, 1). �°t k = 1.
B÷îc l°p: Vîi k ≥ 1, tø xk−1 v  xk, chån αk sao cho 0 ≤ αk ≤ ᾱk, trong �â

ᾱk =

min
{
θ,

ϵk
∥xk − xk−1∥

,
ϵk

∥xk − xk−1∥2
}

n¸u xk ̸= xk−1,

θ n¸u xk = xk−1.
(2.2)

T½nh vk = xk + αk(x
k − xk−1) v  wk = PC(v

k).
Chån u1(w

k) ∈ ∂2f1(w
k, wk), u2(wk) ∈ ∂2f2(w

k, wk), v  �°t

ηk = max{1, ∥u1(wk)∥, ∥u2(wk)∥}, λk =
βk
ηk
. (2.3)
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Thuªt to¡n 2.1 (Thuªt to¡n chi¸u ph¥n r¢ qu¡n t½nh kiºu Tseng
[iTSM])
T½nh

yk = PC(w
k − 2λku1(w

k)), (2.4)

xk+1 = yk − λk(u2(w
k)− u1(w

k)). (2.5)

�i·u ki»n døng: N¸u xk+1 = vk v  yk = wk, th¼ thuªt to¡n døng. Ng÷ñc l¤i,
�°t k := k + 1 v  quay l¤i B÷îc l°p.

Chó þ 2.1. (1) Rã r ng, tø (2.2) ta câ thº suy ra r¬ng

∞∑
k=1

αk∥xk − xk−1∥ <∞,

∞∑
k=1

αk∥xk − xk−1∥2 <∞. (2.6)

(2) Thuªt to¡n 2.1 �÷ñc �· xu§t câ nhúng �°c �iºm kh¡c bi»t so vîi c¡c thuªt
to¡n �¢ �÷ñc nghi¶n cùu tr÷îc �¥y trong [5, 29, 32, 33, 42]. Cö thº, trong h¦u
h¸t c¡c ph÷ìng ph¡p �â, méi b÷îc l°p �ái häi ph£i gi£i hai b i to¡n tèi ÷u lçi
m¤nh m  khæng câ th nh ph¦n qu¡n t½nh. Ngay c£ thuªt to¡n trong [43], dò
công sû döng hai ph²p chi¸u, nh÷ng �÷ñc thi¸t k¸ theo c§u tróc song song; trong
khi �â, Thuªt to¡n 2.1 �÷ñc x¥y düng theo sì �ç t½nh to¡n tu¦n tü k¸t hñp vîi
y¸u tè qu¡n t½nh.
(3) X²t tr÷íng hñp �°c bi»t khi αk = 0 v  f(x, y) = ⟨A1x, y − x⟩ + ⟨A2x, y − x⟩,
vîi A1, A2 : H → H. Khi �â, (2.4) v  (2.5) trð th nh

yk = PC(x
k − 2λkA1x

k),

xk+1 = yk − λk(A2x
k − A1x

k).

C¡c cæng thùc tr¶n câ d¤ng t÷ìng tü nh÷ ph÷ìng ph¡p ph¥n r¢ cõa Tseng [111].
N¸u A2 = 0 th¼

yk = PC(x
k − 2λkA1x

k),

xk+1 = yk + λkA1x
k. (2.7)

D¹ th§y r¬ng thuªt to¡n cõa chóng tæi ho n to n kh¡c vîi c¡c ph÷ìng ph¡p cho
b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n �¢ câ (v½ dö, xem Malitsky [73], Solodov v  Svaiter
[100] v  c¡c t i li»u tham kh£o trong �â). N¸u C = H th¼ (2.7) trð th nh ph÷ìng
ph¡p kiºu gi£m gradient cho b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n

xk+1 = xk − λkA1x
k.

Bê �· sau chùng minh r¬ng �i·u ki»n døng trong Thuªt to¡n 2.1 l  hñp lþ.
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Bê �· 2.1. N¸u xk+1 = vk v  yk = wk th¼ wk ∈ Sol(f, C).

Chùng minh. Gi£ sû xk+1 = vk v  yk = wk. Khi �â, tø (2.4), (2.5) v  M»nh
�· 1.1(1), ta câ 〈

wk − 2λku1(w
k)− wk, z − wk

〉
≤ 0 ∀z ∈ C,〈

wk − λk(u2(w
k)− u1(w

k))− wk, z − wk
〉
≤ 0 ∀z ∈ C.

Rót gån hai b§t �¯ng thùc tr¶n, ta �÷ñc

⟨u1(wk), z − wk⟩ ≥ 0 ∀z ∈ C, (2.8)
⟨u2(wk), z − wk⟩ ≥ 0 ∀z ∈ C. (2.9)

Do ui(wk) ∈ ∂2fi(w
k, wk) (i = 1, 2) v  �ành ngh¾a 1.4, tø (2.8) v  (2.9) suy ra

f1(w
k, y) ≥ 0 ∀y ∈ C, (2.10)

f2(w
k, y) ≥ 0 ∀y ∈ C. (2.11)

Cëng v¸ vîi v¸ (2.10) v  (2.11), ta �÷ñc

f(wk, y) = f1(w
k, y) + f2(w

k, y) ≥ 0 ∀y ∈ C.

Do �â, wk ∈ Sol(f, C).

Bê �· 2.2. Cho {xk} l  d¢y sinh bði Thuªt to¡n 2.1. Khi �â, ta câ
∞∑
k=1

∥xk+1 − wk∥2 <∞. (2.12)

Chùng minh. Tø (2.4) v  (2.5), k¸t hñp vîi t½nh ch§t khæng gi¢n cõa ¡nh x¤
chi¸u PC , ta �÷ñc

∥xk+1 − wk∥ =
∥∥yk − λk(u2(w

k)− u1(w
k))− wk

∥∥
≤ ∥yk − wk∥+ λk∥u2(wk)− u1(w

k)∥
≤ 2λk∥u1(wk)∥+ λk∥u2(wk)− u1(w

k)∥
≤ 3λk∥u1(wk)∥+ λk∥u2(wk)∥
≤ 4βk, (2.13)

trong �â, b§t �¯ng thùc cuèi còng suy ra do (2.3). Do �â, ta câ

∥xk+1 − wk∥2 ≤ 16β2k.

Tø �i·u ki»n (2.1), suy ra
∞∑
k=1

∥xk+1 − wk∥2 <∞.

Tø �â ta suy ra �÷ñc �i·u c¦n chùng minh.
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Sü hëi tö y¸u. �ành lþ sau �¥y kh¯ng �ành t½nh hëi tö y¸u cõa d¢y l°p sinh
bði Thuªt to¡n 2.1.

�ành lþ 2.1. Cho {xk} l  d¢y sinh bði Thuªt to¡n 2.1. Gi£ sû r¬ng c¡c gi£ thi¸t
(A1'), (A2)�(A6) �÷ñc thäa m¢n. Khi �â, d¢y {xk} hëi tö y¸u tîi mët ph¦n tû
cõa tªp nghi»m Sol(f, C).

Chùng minh. Ta chia chùng minh th nh 6 b÷îc.
B÷îc 1. Vîi méi z ∈ C, ta chùng minh b§t �¯ng thùc sau �÷ñc thäa m¢n

∥xk+1 − z∥2 ≤ ∥wk − z∥2 − 1

2
∥wk − yk∥2 + 2λkf(w

k, z) + 12β2k. (2.14)

Do ∂2f1(wk, wk) + ∂2f2(w
k, wk) ⊂ ∂2f(w

k, wk), n¶n tçn t¤i u(wk) ∈ ∂2f(w
k, wk)

sao cho
u(wk) = u1(w

k) + u2(w
k),

vîi u1(wk) ∈ ∂2f1(w
k, wk) v  u2(wk) ∈ ∂2f2(w

k, wk). Theo �ành ngh¾a 1.4, suy ra

f(wk, y) ≥ ⟨u(wk), y − wk⟩ ∀y ∈ C.

Vîi méi z ∈ C, ta câ

∥xk+1 − z∥2 = ∥yk − λk(u2(w
k)− u1(w

k))− z∥2

= ∥yk − z∥2 − 2λk⟨u2(wk)− u1(w
k), yk − z⟩

+ λ2k∥u2(w
k)− u1(w

k)∥2. (2.15)

M°t kh¡c, ta l¤i câ

∥yk − z∥2 = ∥PC(w
k − 2λku1(w

k))− z∥2

≤ ∥wk − 2λku1(w
k)− z∥2 − ∥wk − 2λku1(w

k)− yk∥2

= ∥wk − z∥2 − ∥wk − yk∥2 − 2λk⟨2u1(wk), yk − z⟩. (2.16)

K¸t hñp (2.15) v  (2.16), ta nhªn �÷ñc

∥xk+1 − z∥2 ≤ ∥wk − z∥2 − ∥wk − yk∥2 − 2λk⟨u(wk), wk − z⟩
+ 2λk⟨u2(wk) + u1(w

k), wk − yk⟩+ λ2k∥u2(w
k)− u1(w

k)∥2. (2.17)

Ti¸p theo, ta �¡nh gi¡ hai sè h¤ng cuèi ð v¸ ph£i cõa (2.17) b¬ng c¡ch sû döng
b§t �¯ng thùc Cauchy�Schwarz v  ∥u1(wk)∥ ≤ ηk, ∥u2(wk)∥ ≤ ηk nh÷ sau

2λk⟨u2(wk) + u1(w
k), wk − yk⟩ ≤ 4

βk
ηk
ηk∥wk − yk∥

= 4βk∥wk − yk∥ ≤ 8β2k +
1

2
∥wk − yk∥2, (2.18)

λ2k∥u2(w
k)− u1(w

k)∥2 ≤ 2λ2k(∥u1(w
k)∥2 + ∥u2(wk)∥2) ≤ 4β2k. (2.19)
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K¸t hñp (2.17), (2.18) v  (2.19), ta thu �÷ñc

∥xk+1 − z∥2 ≤ ∥wk − z∥2 − 1

2
∥wk − yk∥2 − 2λk⟨u(wk), wk − z⟩+ 12β2k (2.20)

≤ ∥wk − z∥2 − 1

2
∥wk − yk∥2 + 2λkf(w

k, z) + 12β2k. (2.21)

B÷îc 2. Ta chùng minh r¬ng

lim inf
k→∞

〈
u(wk), wk − z

〉
≤ 0 ∀z ∈ Sol(f, C).

Thªt vªy, gi£ sû ng÷ñc l¤i tçn t¤i z ∈ Sol(f, C) sao cho

lim inf
k→∞

⟨u(wk), wk − z⟩ > 0.

Khi �â, tçn t¤i ϵ > 0 v  k̄ sao cho〈
u(wk), wk − z

〉
> ϵ ∀k ≥ k̄. (2.22)

B¬ng �¡nh gi¡ �ìn gi£n, ta câ �÷ñc

∥wk − z∥2 ≤ ∥vk − z∥2

= ∥(1 + αk)(x
k − z)− αk(x

k−1 − z)∥2

= (1 + αk)∥xk − z∥2 − αk∥xk−1 − z∥2 + αk(1 + αk)∥xk − xk−1∥2

≤ (1 + αk)∥xk − z∥2 − αk∥xk−1 − z∥2 + 2αk∥xk − xk−1∥2. (2.23)

Theo �â, tø (2.21), ta suy ra

∥xk+1 − z∥2 − ∥xk − z∥2 ≤ αk(∥xk − z∥2 − ∥xk−1 − z∥2)− 1

2
∥yk − wk∥2

+ 2αk∥xk − xk−1∥2 + 2λkf(w
k, z) + 12β2k

≤ αk(∥xk − z∥2 − ∥xk−1 − z∥2) + 2αk∥xk − xk−1∥2 + 12β2k. (2.24)

Do �â, ta câ c¡c �¡nh gi¡ sau

∥xk+1 − z∥2 − ∥xk − z∥2 ≤ αk(∥xk − z∥2 − ∥xk−1 − z∥2) + 2αk∥xk − xk−1∥2 + 12β2k,
(2.25)

1

2
∥yk − wk∥2 ≤ ∥xk − z∥2 − ∥xk+1 − z∥2 + αk(∥xk − z∥2 − ∥xk−1 − z∥2)

+ 2αk∥xk − xk−1∥2 + 12β2k. (2.26)

�p döng Bê �· 1.2 cho (2.25) vîi c¡c thæng tin sau

ϕk := ∥xk − z∥2, δk := 2αk∥xk − xk−1∥2 + 12β2k, (2.27)
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trong �â
∞∑
k=1

δk <∞ (sû döng (2.1) v  (2.6)), ta suy ra lim
k→∞

∥xk−z∥ tçn t¤i. �i·u

n y k²o theo d¢y {xk} v  do �â d¢y {wk} công bà ch°n. Sû döng sü hëi tö cõa
{ϕk} v  hëi tö tîi 0 cõa {δk} khi k → ∞, qua giîi h¤n biºu thùc (2.26), ta câ

lim
k→∞

∥yk − wk∥ = 0. (2.28)

Hìn núa, tø (2.20) ta suy ra

βk
ηk

〈
u(wk), wk − z

〉
≤ ∥wk − z∥2 − ∥xk+1 − z∥2 + 12β2k. (2.29)

K¸t hñp (2.23) v  (2.29) ta câ �¡nh gi¡ sau

∥xk+1 − z∥2 − ∥xk − z∥2 ≤ αk(∥xk − z∥2 − ∥xk−1 − z∥2)− βk
ηk

〈
u(wk), wk − z

〉
+ 2αk∥xk − xk−1∥2 + 12β2k. (2.30)

�p döng Bê �· 1.2 cho (2.30), ta suy ra d¢y {∥xk − z∥} hëi tö v 
∞∑
k=1

[θk]+ < ∞,

trong �â
θk = ϕk − ϕk−1, [t]+ = max{t, 0}.

M°t kh¡c, tø (2.30) ta câ

βk
ηk

〈
u(wk), wk − z

〉
≤ ϕk − ϕk+1 + θ[θk]+ + δk (2.31)

v  suy ra r¬ng

∞∑
k=1

βk
ηk

〈
u(wk), wk − z

〉
≤ ϕ1 +

∞∑
k=1

θ[θk]+ +

∞∑
k=1

δk <∞. (2.32)

Hìn núa, sû döng t½nh bà ch°n cõa d¢y {wk} v  gi£ thi¸t (A5), suy ra tçn t¤i
M > 0 sao cho ∥u1(wk)∥ ≤M, ∥u2(wk)∥ ≤M vîi måi k ∈ N. V¼ vªy, ta câ thº l§y
L ≥ max{1,M} sao cho vîi méi k ∈ N, ta câ

ηk = max{1, ∥u1(wk)∥, ∥u2(wk)∥} ≤ L. (2.33)

Sû döng (2.33) k¸t hñp vîi (2.22) v  (2.32), ta nhªn �÷ñc
∞∑
k=0

βk < ∞, �i·u n y

tr¡i vîi gi£ sû
∞∑
k=0

βk = ∞. Do �â, ta thu �÷ñc �i·u c¦n chùng minh.

B÷îc 3. Chùng minh d¢y {xk} l  tüa-Fej²r �èi vîi tªp nghi»m.
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L§y z ∈ Sol(f, C). Tø (2.31), ta câ

∥xk+1 − z∥2 ≤ ∥xk − z∥2 + θ[θk]+ + δk. (2.34)

Theo �ành ngh¾a 1.6, suy ra �i·u c¦n chùng minh.
B÷îc 4. Ta chùng minh r¬ng

lim sup
k→∞

f
(
wk, z

)
= 0 ∀z ∈ Sol(f, C).

L§y z ∈ Sol(f, C). Sû döng �ành ngh¾a cõa d÷îi vi ph¥n v  f gi£ �ìn �i»u tr¶n
C �èi vîi Sol(f, C), ta nhªn �÷ñc

0 ≥ f
(
wk, z

)
≥
〈
u
(
wk
)
, z − wk

〉
∀z ∈ Sol(f, C).

V¼ vªy, theo chùng minh cõa B÷îc 2, ta thu �÷ñc

0 ≤ − lim sup
k→∞

f
(
wk, z

)
= lim inf

k→∞

[
−f
(
wk, z

)]
≤ lim inf

k→∞

〈
u
(
wk
)
, wk − z

〉
≤ 0,

tø �â ta suy ra �i·u c¦n chùng minh.
B÷îc 5. Ta chùng minh r¬ng

lim
k→∞

∥xk+1 − xk∥ = 0. (2.35)

�¦u ti¶n, ta thu �÷ñc ngay

∥vk − xk∥ = αk∥xk − xk−1∥ → 0 khi k → ∞. (2.36)

Ti¸p theo, d¹ d ng nhªn th§y r¬ng vîi måi z ∈ C, ta câ

∥xk+1 − vk∥2 = ∥vk − z∥2 − ∥xk+1 − z∥2 + 2⟨xk+1 − vk, xk+1 − z⟩. (2.37)

Theo �â, tø (2.23) v  (2.37), vîi z ∈ Sol(f, C), ta thu �÷ñc

∥xk+1 − vk∥2 ≤ ∥xk − z∥2 − ∥xk+1 − z∥2 + αk(∥xk − z∥2 − ∥xk−1 − z∥2)
+ 2αk∥xk − xk−1∥2 + 2⟨xk+1 − vk, xk+1 − z⟩. (2.38)

M°t kh¡c, v¼ wk = PC(v
k) n¶n ¡p döng M»nh �· 1.1(1), ta suy ra r¬ng

⟨vk − wk, z − wk⟩ ≤ 0,

Khi �â, ta câ �¡nh gi¡ sau

⟨vk − xk+1 + xk+1 − wk, z − xk+1 + xk+1 − wk⟩ ≤ 0

⇐⇒⟨xk+1 − vk, xk+1 − z⟩ ≤ ⟨xk+1 − vk, xk+1 − wk⟩+ ⟨xk+1 − z, xk+1 − wk⟩
− ∥xk+1 − wk∥2. (2.39)
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V¼ {xk} bà ch°n, n¶n tø (2.36) suy ra d¢y {vk} công bà ch°n. Ti¸p theo, ta câ
∥xk+1 − wk∥ → 0, n¶n tø (2.39), ta câ

⟨xk+1 − vk, xk+1 − z⟩ → 0 khi k → ∞,

k¸t hñp �i·u n y vîi (2.38), ta thu �÷ñc

∥xk+1 − vk∥2 → 0 khi k → ∞. (2.40)

K¸t hñp (2.13), (2.36) v  (2.40), ta nhªn �÷ñc

∥xk+1 − xk∥ → 0 v  ∥wk − xk∥ → 0 khi k → ∞. (2.41)

B÷îc 6. Chùng minh r¬ng ωw(xk) ⊂ Sol(f, C).
L§y z̄ ∈ ωw(x

k) v  d¢y con {xkj} cõa d¢y {xk} sao cho

xkj ⇀ z̄.

Theo B÷îc 4, tçn t¤i mët d¢y con {wkj} cõa {wk} sao cho

lim sup
k→∞

f(wk, z) = lim
j→∞

f(wkj , z) = 0.

Theo (2.41), ta công câ wkj ⇀ z̄. K¸t hñp gi£ thi¸t (A2) còng vîi B÷îc 4, ta
suy ra

f (z̄, z) ≥ lim sup
j→∞

f
(
wkj , z

)
= lim

j→∞
f
(
wkj , z

)
= lim sup

k→∞
f
(
wk, z

)
≥ 0.

Tø gi£ thi¸t (A1'), ta câ f(z, z̄) ≤ 0, v¼ vªy

f (z̄, z) = 0.

Do �â, tø gi£ thi¸t (A4) suy ra z̄ ∈ Sol(f, C), �i·u �â câ ngh¾a ωw(xk) ⊂ Sol(f, C).
Khi �â, d¢y {xk} hëi tö y¸u tîi mët ph¦n tû cõa Sol(f, C).

Ti¸p theo, chóng tæi x²t mët d¢y ergodic nh¬m thi¸t lªp k¸t qu£ hëi tö m 
khæng c¦n gi£ thi¸t v· t½nh para-�ìn �i»u. Cö thº, d¢y �÷ñc x¡c �ành bði cæng
thùc trung b¼nh câ trång sè nh÷ sau

zk :=

∑k
i=1 λiw

i∑k
i=1 λi

.

Vîi mët sè �i·u ki»n nh§t �ành, d¢y {zk} �÷ñc chùng minh l  hëi tö �¸n mët
�iºm thuëc tªp nghi»m Sol(f, C), nh÷ �÷ñc ph¡t biºu trong �ành lþ sau.
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�ành lþ 2.2. Gi£ sû c¡c gi£ thi¸t (A1), (A3), (A5) v  (A6) �÷ñc thäa m¢n.
Khi �â, d¢y ergodic {zk} hëi tö y¸u tîi mët ph¦n tû cõa Sol(f, C).

Chùng minh. Theo Bê �· 1.4, �º chùng minh d¢y {zk} hëi tö y¸u tîi mët �iºm
trong Sol(f, C), ta ch¿ c¦n chùng minh r¬ng måi �iºm tö y¸u cõa {zk} �·u thuëc
Sol(f, C), tùc l 

ωw(z
k) ⊂ Sol(f, C).

Trong ph¦n chùng minh cõa �ành lþ 2.1 (B÷îc 2), ta �¢ ch¿ ra d¢y {wk} bà
ch°n. Nâi c¡ch kh¡c, tçn t¤i h¬ng sè R > 0 sao cho

∥wk∥ ≤ R ∀k.

Suy ra

∥zk∥ ≤
∑k

i=1 λi∥w
i∥∑n

i=1 λi
≤ R ∀k,

tùc l  d¢y {zk} công bà ch°n.
X²t z ∈ C tòy þ. Sû döng t½nh �ìn �i»u cõa f , ta câ thº vi¸t l¤i b§t �¯ng

thùc (2.21) d÷îi d¤ng

2λkf(z, w
k) ≤ ∥wk − z∥2 − ∥xk+1 − z∥2 − 1

2
∥wk − yk∥+ 12β2k

≤ ∥wk − z∥2 − ∥xk+1 − z∥2 + ∥wk − xk+1∥2 + 12β2k.

Sû döng b§t �¯ng thùc tam gi¡c v  mët v i �¡nh gi¡ cì b£n, ta câ

2λkf(z, w
k) ≤ (∥xk − z∥+ αk∥xk − xk−1∥)2 − ∥xk+1 − z∥2 + ∥wk − xk+1∥2 + 12β2k

≤ Γk − Γk+1 + ∥wk − xk+1∥2 + 2αkM∥xk − xk−1∥
+ α2

k∥x
k − xk−1∥2 + 12β2k, (2.42)

trong �â, Γk = ∥xk − z∥2, M := sup
k≥0

∥xk − z∥. Cëng c£ hai v¸ cõa b§t �¯ng thùc

(2.42) tø i = 1 �¸n k ta �÷ñc

2

k∑
i=1

λif(z, w
i) ≤

k∑
i=1

(Γi − Γi+1)

+

k∑
i=1

(
2αiM∥xi − xi−1∥+ α2

i ∥xi − xi−1∥2 + ∥wi − xi+1∥2 + 12β2i
)

= Γ1 − Γk+1 +

k∑
i=1

γi ≤ Γ1 +

k∑
i=1

γi,
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trong �â, γi = 2αiM∥xi − xi−1∥ + α2
i ∥xi − xi−1∥2 + ∥wi − xi+1∥2 + 12β2i . Tø �ành

ngh¾a cõa zk v  t½nh lçi cõa f(z, ·), ta câ

f(z, zk) = f

(
z,

∑k
i=1 λiw

i∑k
i=1 λi

)

≤
∑k

i=1 λif(z, w
i)∑k

i=1 λi
≤

Γ1 +
∑k

i=1 γi

2
∑k

i=1 λi
.

Gåi x̄ ∈ ωw(z
k), tùc l  tçn t¤i d¢y con {zkj} sao cho zkj ⇀ x̄. Khi �â

f(z, zkj) ≤
Γ1 +

∑kj
i=1 γi

2
∑kj

i=1 λi
. (2.43)

Ta �¢ bi¸t tø B÷îc 2, �ành lþ 2.1 r¬ng λk = βk

ηk
≥ βk

L v 
∞∑
k=1

βk = ∞ n¶n

λk =
βk
ηk

≥ βk
L
.

Do
∞∑
k=1

βk = ∞, n¶n ta câ
∞∑
k=1

λk = ∞. Khi �â, sû döng (2.6), (2.12) v  l§y giîi

h¤n khi j → ∞, ta thu �÷ñc
∑kj

i=1 γi∑kj
i=1 λi

→ 0. Tø �â suy ra

lim inf
j→∞

f(z, zkj) ≤ 0. (2.44)

Do f(z, ·) l  h m lçi v  nûa li¶n töc d÷îi, v  zkj ⇀ x̄, n¶n theo �ành lþ v· giîi
h¤n y¸u, ta câ

f(z, x̄) ≤ 0.

V¼ b§t �¯ng thùc tr¶n �óng vîi måi z ∈ C, n¶n ta k¸t luªn x̄ ∈ Sol(f, C). Do �â,
måi �iºm tö y¸u cõa {zk} �·u n¬m trong Sol(f, C), v  theo Bê �· 1.4, ta suy ra
d¢y {zk} hëi tö y¸u �¸n mët �iºm z∗ ∈ Sol(f, C).

Sü hëi tö m¤nh. Ta �¢ th§y r¬ng �ành lþ 2.1 ch¿ kh¯ng �ành sü hëi tö y¸u
cõa d¢y {xk} sinh bði Thuªt to¡n 2.1. Tuy nhi¶n, trong tr÷íng hñp tªp nghi»m
cõa b i to¡n c¥n b¬ng câ ph¦n trong kh¡c réng, tùc l  intSol(f, C) ̸= ∅, th¼ ta câ
thº kh¯ng �ành sü hëi tö m¤nh cõa d¢y n y, nh÷ �÷ñc ph¡t biºu trong �ành lþ
sau �¥y.

�ành lþ 2.3. Gi£ sû c¡c gi£ thi¸t cõa �ành lþ 2.1 thäa m¢n v  intSol(f, C) ̸= ∅.
Khi �â, d¢y {xk} sinh bði Thuªt to¡n 2.1 hëi tö m¤nh tîi mët nghi»m cõa b i
to¡n EP(f, C).
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Chùng minh. Tø b§t �¯ng thùc (2.21), vîi måi z ∈ Sol(f, C), ta câ

∥xk+1 − z∥2 ≤ ∥wk − z∥2 − 1

2
∥wk − yk∥2 + 12β2k

≤ ∥wk − z∥2 + ∥wk − xk+1∥2 + 12β2k

≤ (∥xk − z∥+ αk∥xk − xk−1∥)2 + ∥wk − xk+1∥2 + 12β2k

= ∥xk − z∥2 + 2αk∥xk − z∥∥xk − xk−1∥
+ α2

k∥x
k − xk−1∥2 + ∥wk − xk+1∥2 + 12β2k

≤ ∥xk − z∥2 + 2αkM∥xk − xk−1∥
+ α2

k∥x
k − xk−1∥2 + ∥wk − xk+1∥2 + 12β2k, (2.45)

vîi M := sup
k≥0

∥xk − z∥. Cè �ành u ∈ intSol(f, C) v  chån r > 0 sao cho ∥v− u∥ ≤ r

th¼ v ∈ Sol(f, C). Khi �â, vîi måi k sao cho xk+1 ̸= xk, ta câ∥∥∥∥xk+1 −
(
z − r

xk+1 − xk

∥xk+1 − xk∥

)∥∥∥∥2 ≤ ∥∥∥∥xk −(z − r
xk+1 − xk

∥xk+1 − xk∥

)∥∥∥∥2 + γk, (2.46)

trong �â γk := 2αkM∥xk − xk−1∥+α2
k∥x

k − xk−1∥2+ ∥wk − xk+1∥2+12β2k. Rót gån
b§t �¯ng thùc (2.46), ta thu �÷ñc

2r∥xk+1 − xk∥ ≤ ∥xk − z∥2 − ∥xk+1 − z∥2 + γk. (2.47)

L§y M > N l  c¡c sè nguy¶n d÷ìng tòy þ. Cëng (2.47) tø k = N �¸n M − 1, ta
�÷ñc �¡nh gi¡ sau

2r∥xM − xN∥ ≤ ∥xN − z∥2 − ∥xM − z∥2 +
M−1∑
i=N

γi. (2.48)

Do d¢y {∥xk−z∥} hëi tö v 
∞∑
k=1

γk <∞ (theo c¡c �i·u ki»n (2.1), (2.6) v  (2.12)),

n¶n tø b§t �¯ng thùc (2.48) suy ra r¬ng {xk} l  mët d¢y Cauchy. Tø �â, ta k¸t
luªn r¬ng {xk} hëi tö m¤nh. Hìn núa, trong chùng minh �ành lþ 2.1, ta �¢ ch¿
ra r¬ng måi �iºm tö y¸u cõa {xk} �·u l  nghi»m cõa b i to¡n EP(f, C). Do vªy,
giîi h¤n cõa {xk} công l  nghi»m cõa EP(f, C). �ành lþ �÷ñc chùng minh.

Khi song h m f thäa m¢n t½nh ch§t gi£ �ìn �i»u m¤nh, chóng tæi s³ ch¿ ra
r¬ng d¢y {xk} sinh bði Thuªt to¡n 2.1 hëi tö m¤nh �¸n nghi»m duy nh§t cõa
b i to¡n EP(f, C).

�ành lþ 2.4. Gi£ sû r¬ng c¡c gi£ thi¸t (A1�), (A3) v  (A5)�(A6) thäa m¢n.
Khi �â, hai d¢y {xk} v  {yk} sinh bði Thuªt to¡n 2.1 hëi tö m¤nh tîi nghi»m
duy nh§t cõa EP(f, C).
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Chùng minh. Tø gi£ thi¸t (A1�), d¹ d ng suy ra r¬ng b i to¡n EP(f, C) câ
nghi»m duy nh§t. M°t kh¡c, theo b§t �¯ng thùc (2.21) v  t½nh γ-gi£ �ìn �i»u
m¤nh cõa f , vîi måi z ∈ C, ta câ

∥xk+1 − z∥2 ≤ ∥wk − z∥2 + ∥wk − xk+1∥2 − 2γλk∥wk − z∥2 + 12β2k

= (1− 2γλk)∥wk − z∥2 + ∥wk − xk+1∥2 + 12β2k

= (1− 2γλk)
[
(1 + αk)∥xk − z∥2 − αk∥xk−1 − z∥2 + 2αk∥xk − xk−1∥2

]
+ ∥wk − xk+1∥2 + 12β2k

= (1− 2γλk + αk)∥xk − z∥2 − αk(1− 2γαk)∥xk−1 − z∥2

+ 2αk(1− 2γαk)∥xk − xk−1∥2 + ∥wk − xk+1∥2 + 12β2k.

Do lim
k→∞

λk = 0 n¶n tçn t¤i k̂ sao cho 1− 2γλk >
1
2 , ∀k > k̂. V¼ vªy, vîi z = x∗ ∈

Sol(f, C), ta câ

∥xk+1 − x∗∥2 ≤ (1− 2γλk + αk)∥xk − x∗∥2 − αk∥xk−1 − x∗∥2

+ ∥wk − xk+1∥2 + 2αk∥xk − xk−1∥2 + 12β2k. (2.49)

T÷ìng tü lªp luªn trong �ành lþ 2.2, ta công thu �÷ñc

∞∑
k=1

λk = ∞. (2.50)

�p döng Bê �· 1.7 vîi c¡c d¢y

ak := ∥xk−x∗∥2, tk := 2γλk, θk := αk, δk := ∥wk−xk+1∥2+2αk∥xk−xk−1∥2+12β2k,

tø b§t �¯ng thùc (2.49) v  �i·u ki»n (2.50), ta suy ra

lim
k→∞

∥xk − x∗∥ = 0.

�i·u n y chùng minh r¬ng d¢y {xk} hëi tö m¤nh �¸n nghi»m duy nh§t x∗ cõa
b i to¡n EP(f, C), v  do �â, chùng minh �÷ñc ho n t§t.

Ti¸p theo, chóng tæi tr¼nh b y hai bi¸n thº cõa Thuªt to¡n 2.1. Do qu¡ tr¼nh
x¥y düng v  ph¥n t½ch hëi tö cõa c¡c thuªt to¡n n y t÷ìng tü vîi nhúng k¸t
qu£ �¢ �÷ñc tr¼nh b y tr÷îc �â, n¶n chóng tæi s³ khæng l°p l¤i chi ti¸t ð �¥y.

1. Düa tr¶n k¸t qu£ �¢ thi¸t lªp ð ph¦n tr÷îc, ta nhªn th§y r¬ng n¸u thay th¸
ph²p cªp nhªt

xk+1 = yk − λk(u2(w
k)− u1(w

k))

b¬ng ph²p chi¸u l¶n nûa khæng gian chùa C

xk+1 = PTk
(yk − λk(u2(w

k)− u1(w
k)))
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th¼ t½nh hëi tö cõa d¢y {xk} v¨n �÷ñc �£m b£o. �i·u n y cho ph²p chóng
tæi �· xu§t mët bi¸n thº mîi, �÷ñc mæ t£ trong Thuªt to¡n 2.2 d÷îi �¥y.

Thuªt to¡n 2.2 (Thuªt to¡n ph¥n r¢ kiºu d÷îi �¤o h m t«ng c÷íng
[SESM])
Khði t¤o: Chån hai d¢y sè d÷ìng {βk} v  {ϵk} thäa m¢n (2.1). Chån tòy þ c¡c �iºm
x0, x1 ∈ C, θ ∈ [0, 1) v  �°t k = 1.
B÷îc l°p: Vîi méi k ≥ 1, tø c¡c �iºm xk−1 v  xk (k ≥ 1), chån αk sao cho 0 ≤ αk ≤ ᾱk,
trong �â

ᾱk =

min
{
θ, ϵk

∥xk−xk−1∥ ,
ϵk

∥xk − xk−1∥2
}

n¸u xk ̸= xk−1,

θ n¸u xk = xk−1,

v  t½nh
wk = PC(x

k + αk(x
k − xk−1)).

L§y u1(wk) ∈ ∂2f1(w
k, wk), u2(wk) ∈ ∂2f2(w

k, wk) v  t½nh

ηk = max{1, ∥u1(wk)∥, ∥u2(wk)∥}, λk =
βk
ηk
,

yk = PC(w
k − 2λku1(w

k)),

xk+1 = PTk
(yk − λk(u2(w

k)− u1(w
k))),

trong �â Tk := {z ∈ H : ⟨wk − λku1(w
k)− yk, z − yk⟩ ≤ 0}.

�i·u ki»n døng: N¸u xk+1 = yk = wk, th¼ thuªt to¡n døng. Ng÷ñc l¤i, �°t k := k+1
v  quay l¤i B÷îc l°p.

2. N¸u thay ph²p chi¸u l¶n nûa khæng gian

xk+1 = PTk
(yk − λk(u2(w

k)− u1(w
k)))

b¬ng ph²p chi¸u l¶n C

xk+1 = PC(y
k − λk(u2(w

k)− u1(w
k))),

v  thay cªp nhªt wk = PC(x
k + αk(x

k − xk−1)) b¬ng cªp nhªt nh÷ sau

wk = xk + αk(x
k − xk−1),

th¼ ta thu �÷ñc Thuªt to¡n 2.3.

Thuªt to¡n 2.3 (Thuªt to¡n ph¥n r¢ �¤o h m t«ng c÷íng kiºu Tseng
[TESM])
Khði t¤o: Chån hai d¢y sè d÷ìng {βk} v  {ϵk} thäa m¢n (2.1). Chån tòy þ c¡c �iºm
x0, x1 ∈ C, θ ∈ [0, 1) v  �°t k = 1.
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Thuªt to¡n 2.3 (Thuªt to¡n ph¥n r¢ �¤o h m t«ng c÷íng kiºu Tseng
[TESM])
B÷îc l°p: Tø xk−1 v  xk (k ≥ 1), chån αk sao cho 0 ≤ αk ≤ ᾱk, trong �â

ᾱk =

min
{
θ,

ϵk
∥xk − xk−1∥

, ϵk
∥xk−xk−1∥2

}
n¸u xk ̸= xk−1,

θ n¸u xk = xk−1.

T½nh wk = xk +αk(x
k − xk−1). L§y u1(xk) ∈ ∂2f1(x

k, xk), u2(xk) ∈ ∂2f2(x
k, xk) v  t½nh

ηk = max{1, ∥u1(xk)∥, ∥u2(xk)∥}, λk =
βk
ηk
,

yk = PC(w
k − 2λku1(x

k)),

xk+1 = PC(y
k − λk(u2(x

k)− u1(x
k))).

�i·u ki»n døng: N¸u xk+1 = yk = wk, th¼ thuªt to¡n døng. Ng÷ñc l¤i, �°t k := k+1
v  quay l¤i B÷îc l°p.

2.1.3. Thû nghi»m sè v  ùng döng

Trong ph¦n n y, chóng tæi ¡p döng c¡c Thuªt to¡n 2.1, 2.2 v  2.3 �º x§p
x¿ nghi»m b i to¡n c¥n b¬ng ph¡t sinh tø mæ h¼nh c¥n b¬ng Nash�Cournot trong
thà tr÷íng �i»n. V§n �· n y �¢ �÷ñc nghi¶n cùu trong mët sè cæng tr¼nh tr÷îc
�¥y (xem, ch¯ng h¤n, [25, 92, 109]). Chóng tæi sû döng h m chi ph½ �÷ñc �·
xu§t trong [109], l  mët h m lçi nh÷ng khæng trìn. Do �â, b i to¡n n y khæng
thº chuyºn trüc ti¸p v· b i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n cê �iºn, do �â t¤o ra
mët bèi c£nh tü nhi¶n �º minh håa ÷u th¸ cõa c¡c thuªt to¡n düa tr¶n ph¥n r¢
song h m v  d÷îi vi ph¥n. �çng thíi, chóng tæi �÷a ra mët v½ dö v· b i to¡n
b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n hén hñp câ c§u tróc �ìn �i»u m¤nh v  nghi»m duy
nh§t, v· b£n ch§t l  mët b i to¡n t÷ìng �èi �thuªn lñi�. Trong tr÷íng hñp n y,
nhi·u thuªt to¡n �¢ bi¸t �·u hëi tö nhanh. Do �â, v½ dö n y chõ y¸u �âng vai
trá kiºm chùng t½nh ên �ành v  t½nh �óng �­n cõa c¡c thuªt to¡n �· xu§t.

V½ dö 2.1 (Ùng döng v o mæ h¼nh c¥n b¬ng Nash�Cournot cõa thà tr÷íng �i»n).

Gi£ sû r¬ng nguçn cung �i»n n«ng cho mët th nh phè �÷ñc cung c§p bði N
cæng ty s£n xu§t �i»n còng vîi mët h» thèng pin n«ng l÷ñng m°t tríi. Khi �â,
têng s£n l÷ñng �i»n tr¶n thà tr÷íng �÷ñc biºu di¹n bði

ξ =

N∑
n=1

xn + a,

trong �â xn l  s£n l÷ñng ph¡t �i»n cõa cæng ty thù n, vîi n = 1, N , v  a l  s£n
l÷ñng �i»n do h» thèng pin m°t tríi cung c§p, �÷ñc gi£ �ành l  khæng �êi.
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Gi¡ thà tr÷íng cõa �i»n n«ng, kþ hi»u l  δ(x), phö thuëc v o têng s£n l÷ñng
cung ùng v  �÷ñc gi£ �ành câ d¤ng

δ(x) = 378.4− 2
( N∑

n=1

xn + a
)
, (2.51)

trong �â x = (x1, . . . , xN )⊤ l  vectì s£n l÷ñng cõa c¡c cæng ty �i»n.
Chi ph½ s£n xu§t cõa cæng ty thù n �÷ñc mæ h¼nh hâa thæng qua mët h m

chi ph½ khæng trìn, cö thº

ρn (xn) := max {ρ̂n (xn) , ρ̄n (xn)} ,

trong �â

ρ̂n (xn) :=
µ̂n
2
x2n + α̂nxn + β̂n, ρ̄n (xn) := µ̄nxn +

ᾱn
ᾱn + 1

β̄
−1/ᾱn
n x

(ᾱn+1)/ᾱn
n .

H m chi ph½ ρn (xn) câ t½nh ch§t lçi nh÷ng khæng trìn, ph£n ¡nh sü thay �êi
trong c§u tróc chi ph½ khi s£n l÷ñng v÷ñt ng÷ïng nh§t �ành - �i·u n y câ thº
x£y ra do thay �êi cæng ngh» ho°c chi ph½ bi¶n theo quy mæ.

Vîi N = 6, c¡c h¬ng sè cõa h m chi ph½ ρn (xn) �÷ñc l§y theo B£ng 2.1.

j µ̂n α̂n β̂n µ̄n ᾱn β̄n

1 0.0400 2.00 0.00 2.0000 1.0000 25.0000
2 0.0350 1.75 0.00 1.7500 1.0000 28.5714
3 0.1250 1.00 0.00 1.0000 1.0000 8.0000
4 0.0116 3.25 0.00 3.2500 1.0000 86.2069
5 0.0500 3.00 0.00 3.0000 1.0000 20.0000
6 0.0500 3.00 0.00 3.0000 1.0000 20.0000

B£ng 2.1: C¡c h¬ng sè cõa h m chi ph½

H m lñi nhuªn cõa cæng ty thù n �÷ñc mæ h¼nh hâa bði

νn(x) := δ(x)xn − ρn(xn) =
(
378.4− 2

[ N∑
k=1

xk + a
])
xn − ρn(xn). (2.52)

Gi£ sû s£n l÷ñng cõa méi cæng ty bà r ng buëc trong mët �o¤n x¡c �ành, cö
thº xn ∈

[
xmin
n , xmax

n

]
, vîi c¡c gi¡ trà �÷ñc cho trong B£ng 2.2.

Gåi C :=
∏N

n=1[x
min
n , xmax

n ] ⊂ RN l  tªp c¡c chi¸n l÷ñc kh£ thi. B i to¡n c¥n
b¬ng Nash�Cournot �÷ñc ph¡t biºu nh÷ sau: t¼m �iºm x∗ ∈ C sao cho

νn(x
∗
1, . . . , x

∗
n−1, yn, x

∗
n+1, . . . , x

∗
N) ≤ νn(x

∗
1, . . . , x

∗
N) ∀y = (y1, . . . , yN) ∈ C, ∀n = 1, N.
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n 1 2 3 4 5 6

xmin
n 0 0 0 0 0 0
xmax
n 90 70 100 60 110 50

B£ng 2.2: Gi¡ trà cõa xmin
n , xmax

n

Düa theo ph÷ìng ph¡p ti¸p cªn trong [92], b i to¡n c¥n b¬ng Nash�Cournot ð
tr¶n câ thº �÷ñc vi¸t l¤i t÷ìng �÷ìng d÷îi d¤ng b i to¡n c¥n b¬ng sau

T¼m x∗ ∈ C sao cho f(x∗, y) ≥ 0 ∀y ∈ C, (2.53)

trong �â f(x, y) = ⟨(A+ 3
2B)x+ 1

2By + s, y − x⟩+ ρ(y)− ρ(x), v 

A :=2
N∑

n=1

σ̄n(σn)⊤, B := 2
N∑

n=1

σn(σn)⊤,

s :=(2a− 378.4)
N∑

n=1

σn, ρ(x) :=
N∑

n=1

ρn(xn).

Khi �â, c¡c vectì cì sð σn := (σn1 , . . . , σ
n
N ) v  σ̄n := (σ̄n1 , . . . , σ̄

n
N ) �÷ñc x¡c �ành

bði biºu thùc nh÷ d÷îi �¥y

σnm =

{
1 n¸u n = m,

0 n¸u n ̸= m

v  σ̄nm = 1− σnm vîi måi n,m = 1, N .
D¹ th§y song h m f �ìn �i»u, para-�ìn �i»u v  thäa m¢n t§t c£ c¡c gi£ thi¸t

(A2)�(A6). H m ρ kh£ d÷îi vi ph¥n v  d÷îi vi ph¥n cõa nâ t¤i x �÷ñc x¡c �ành
bði ∂ρ(x) = (∂ρ1 (x1) , . . . , ∂ρN (xN ))⊤ trong �â, vîi méi j = 1, N

∂ρj (xj) =


{µ̂jxj + α̂j}, n¸u ρ̂j (xj) > ρ̄j (xj) ,[
µ̂jxj + α̂j, µ̄j +

(xj
β̄j

)1/ᾱj
]
, n¸u ρ̂j(xj) = ρ̄j(xj),{

µ̄j +
(xj
β̄j

)1/ᾱj
}
, n¸u ρ̂j(xj) < ρ̄j(xj).

Ph¥n r¢ song h m f th nh hai song h m th nh ph¦n f1 v  f2, vîi

f1(x, y) = ⟨(A+
3

2
B)x+

1

2
By + s, y − x⟩ v  f2(x, y) = ρ(y)− ρ(x).

Ti¸p theo, chóng tæi ti¸n h nh c¡c thû nghi»m sè nh¬m minh håa h nh vi hëi
tö v  �¡nh gi¡ hi»u qu£ t½nh to¡n cõa ba thuªt to¡n �· xu§t (iTSM, SESM v 
TESM), thæng qua vi»c so s¡nh vîi t¡m thuªt to¡n hi»n câ, cö thº l : SSA trong
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[29, Thuªt to¡n 1], 3-CSA trong [32, Thuªt to¡n 3.1], PSA trong [42, Thuªt to¡n
3.1], PSPM trong [80], SAL trong [5, Thuªt to¡n 1], EGA trong [93, Thuªt to¡n
1], MPA trong [97, Thuªt to¡n 3.1] v  SGA trong [96, Thuªt to¡n 3.1]. Trong
qu¡ tr¼nh ¡p döng EGA , chóng tæi sû döng �i·u ki»n kiºu Lipschitz cõa song
h m f vîi c¡c h¬ng sè c1 = c2 = L

2 , trong �â L = ∥A + B∥. Thi¸t lªp mùc ph¡t
�i»n tø h» thèng n«ng l÷ñng m°t tríi l  a = 110 v  ti¸n h nh kh£o s¡t hi»u qu£
cõa c¡c thuªt to¡n vîi ba �iºm khði �¦u kh¡c nhau sau:

xa = (0, 0, 0, 0, 0, 0)⊤, xb = (54, 42, 60, 36, 66, 30)⊤, xc = (90, 70, 100, 60, 110, 50)⊤.

Thû nghi»m 1: Trong t½nh to¡n n y, chóng tæi chån nhúng tham sè nh÷ sau:

� Trong thuªt to¡n PSA, ϵk = 0, ρk = 1, βk =
1

(k + 5)0.55
∀k ≥ 1.

� Trong thuªt to¡n SGA, ξk = 0, ϵk = 0, ρk = 1, βk =
1

(k + 5)0.55
∀k ≥ 1.

� Trong thuªt to¡n MPA, ρk = 1, βk =
1

(k + 5)0.55
∀k ≥ 1, D = C.

� Trong thuªt to¡n PSPM, rk =
1

(k + 1)0.84
∀k ≥ 1.

� Trong c¡c thuªt to¡n iTSM, SESM, v  TESM, x1 = x0, θ = 0.75, ϵk =
1

k1.1
,

βk =
1

(k + 5)0.55
, αk = ᾱk ∀k ≥ 1.

Chóng tæi sû döng �i·u ki»n ∥xk − x∗∥ ≤ 10−6 �º døng t§t c£ c¡c thuªt to¡n,
trong �â

x∗ = (11.3361, 11.4868, 11.3533, 10.8748, 10.7930, 10.7930)⊤

l  nghi»m g¦n �óng cõa b i to¡n (2.53). Hi»u su§t cõa b£y thuªt to¡n �÷ñc so
s¡nh trong B£ng 2.3. H¼nh 2.1 minh håa k¸t qu£ cõa thû nghi»m n y vîi x0 = xb.
B£ng 2.3 v  H¼nh 2.1 cho th§y r¬ng c¡c thuªt to¡n ph¥n r¢ kiºu Tseng k¸t hñp
vîi kÿ thuªt qu¡n t½nh do chóng tæi �· xu§t ti¶u tèn ½t thíi gian t½nh to¡n v 
sè váng l°p hìn so vîi c¡c ph÷ìng ph¡p kh¡c nh÷ SGA, MPA v  PSPM, �°c
bi»t khi �iºm khði t¤o c¡ch xa nghi»m cõa b i to¡n. K¸t qu£ n y câ thº �÷ñc
lþ gi£i bði vi»c c¡c thuªt to¡n �· xu§t ch¿ thao t¡c trüc ti¸p vîi tøng song h m
th nh ph¦n trong méi b÷îc l°p, thay v¼ xû lþ to n bë song h m gèc nh÷ c¡c
thuªt to¡n n¶u tr¶n. Ngo i ra, so vîi thuªt to¡n chi¸u ph¥n r¢ PSA vèn triºn
khai theo cì ch¸ song song, ph÷ìng ph¡p cõa chóng tæi - vîi c§u tróc tu¦n tü
k¸t hñp y¸u tè qu¡n t½nh - v¨n �¤t �÷ñc hi»u qu£ cao hìn, cho th§y ÷u th¸ rã
r»t v· hi»u qu£ t½nh to¡n trong thüc nghi»m.
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x0 = xa x0 = xb x0 = xc

Running time Iter. Running time Iter. Running time Iter.
PSA 0.4274 12417 4.2556 63172 61.8338 167691

SGA 0.0134 542 0.2149 7013 0.8056 24257

MPA 0.0837 2210 1.9088 31303 13.8827 110342

PSPM 0.6335 18847 5.5718 79695 78.3686 210691

iTSM 0.0089 118 0.0488 653 0.0893 1748

SESM 0.0040 117 0.0358 652 0.0492 1747

TESM 0.0036 126 0.0690 652 0.0488 1747

B£ng 2.3: Hi»u su§t cõa c¡c thuªt to¡n PSA, SGA, MPA, PSPM, iTSM, SESM
v  TESM trong Thû nghi»m 1

H¼nh 2.1: So s¡nh hi»u su§t giúa thuªt to¡n iTSM v  c¡c thuªt to¡n PSA, SGA,
MPA v  PSPM, vîi x0 = xb trong Thû nghi»m 1

Thû nghi»m 2: Ta chån c¡c tham sè nh÷ sau:

� Trong thuªt to¡n SSA, βk =
1

(k + 5)0.55
∀k ≥ 1.

� Trong thuªt to¡n SAL, λk =
1

k + 5
∀k ≥ 1.

� Trong thuªt to¡n EGA, ρ = 0.1, G(x) = 1
2∥x∥

2.

� Trong thuªt to¡n 3-CSA, f1(x, y) = ⟨(A+ 3
2B)x, y−x⟩, f2(x, y) = ⟨12By+s, y−

x⟩, f3(x, y) = ρ(y)− ρ(x), λk =
1

k + 5
∀k ≥ 1.
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� Trong c¡c thuªt to¡n iTSM, SESM, v  TESM, x1 = x0, θ = 0.4, ϵk =
1

k1.1
,

βk =
1

(k + 5)0.55
, αk = ᾱk ∀k ≥ 1.

Sû döng ÷îc l÷ñng ∥xk − x∗∥ ≤ 10−4 ho°c sè b÷îc l°p khæng v÷ñt qu¡ 104 l 
�i·u ki»n døng cõa t§t c¡c c¡c thuªt to¡n. K¸t qu£ �÷ñc têng hñp trong B£ng
2.7 v  H¼nh 2.2. Nhªn th§y r¬ng, trong h¦u h¸t c¡c tr÷íng hñp, c¡c thuªt to¡n
chi¸u ph¥n r¢ kiºu Tseng m  chóng tæi �· xu§t ti¶u tèn ½t thíi gian hìn so vîi
c¡c thuªt to¡n SSA, SAL, EGA, 3-CSA. Lþ do v¼ c¡c Thuªt to¡n 2.1, 2.2, 2.3
t¤i méi b÷îc l°p, ta ch¿ c¦n c¡c ph²p chi¸u, trong khi �â, c¡c thuªt to¡n cán
l¤i, t¤i méi b÷îc l°p, ta ph£i gi£i c¡c b i to¡n quy ho¤ch lçi têng qu¡t ho°c b i
to¡n quy ho¤ch to n ph÷ìng vîi song h m gèc ho°c c¡c song h m th nh ph¦n,
câ chi ph½ t½nh to¡n �­t hìn.

H¼nh 2.2: So s¡nh hi»u su§t giúa thuªt to¡n iTSM v  c¡c thuªt to¡n SSA, SAL,
EGA v  3-CSA, vîi x0 = xa trong Thû nghi»m 2
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V½ dö 2.2 (�p döng cho b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n hén hñp).
Trong v½ dö n y, ta so s¡nh thuªt to¡n �÷ñc �· xu§t vîi c¡c thuªt to¡n �¢

�÷ñc n¶u trong V½ dö 2.1. X²t b i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n hén hñp, �¢
�÷ñc x²t trong c¡c t i li»u [88, 89], nh÷ sau:

T¼m x ∈ C sao cho ⟨Ax+ P (x), y − x⟩+ φ(y)− φ(x) ≥ 0 ∀y ∈ C,

trong �â, tªp ch§p nhªn �÷ñc C ⊂ R5 �÷ñc cho bði

C := {x ∈ R5 : −5 ≤ xi ≤ 5 ∀i = 1, . . . , 5}, φ : R5 → R, φ(x) = ∥x∥2,

G : R5 → R5, G(x) = Ax+ P (x),

vîi ma trªn A �÷ñc l§y nh÷ sau

A :=


3 1 0 1 2
1 5 −1 0 1
0 −1 4 2 −2
1 0 2 6 −1
2 1 −2 −1 5

 ,

v  P : R5 → R5 l  ¡nh x¤ g¦n k· cõa h(x) := ∥x∥4
4 , tùc l ,

P (x) := argmin
{
∥y∥4

4
+

1

2
∥y − x∥2 : y ∈ R5

}
.

Chó þ r¬ng vi»c t½nh to¡n gi¡ trà cõa P câ thº tèn k²m v¼ chóng ta ph£i gi£i c¡c
b i to¡n lçi m¤nh.

� Trong ba thuªt to¡n m  chóng tæi �· xu§t, thuªt to¡n SAL, PSA, v  SSA,
l§y f1(x, y) := ⟨Ax+ P (x), y − x⟩, f2(x, y) := φ(y)− φ(x) v  f := f1 + f2.

� Trong thuªt to¡n 3-CSA, l§y f1(x, y) := ⟨Ax, y − x⟩, f2(x, y) := ⟨P (x), y − x⟩,
f3(x, y) := φ(y)− φ(x) v  f := f1 + f2 + f3.

Ta câ thº chùng minh song h m f gi£ �ìn �i»u m¤nh. Thªt vªy, vîi måi
x, y ∈ R5, ta x²t

f(x, y) + f(y, x) = ⟨(Ax− Ay) + (P (x)− P (y)) + (x− y) + (y − x), y − x⟩
=⟨A(x− y) + P (x)− P (y), y − x⟩ = −⟨A(x− y), x− y⟩ − ⟨P (x)− P (y), x− y⟩.

V¼ A l  ma trªn �èi xùng vîi c¡c gi¡ trà ri¶ng d÷ìng, n¶n tçn t¤i µ > 0 sao cho

⟨A(x− y), x− y⟩ ≥ µ∥x− y∥2.

M°t kh¡c, h(x) l  mët h m lçi m¤nh, n¶n P (x) l  ¡nh x¤ �ìn �i»u m¤nh, do �â
tçn t¤i h¬ng sè η > 0 sao cho

⟨P (x)− P (y), x− y⟩ ≥ η∥x− y∥2.
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K¸t hñp hai b§t �¯ng thùc tr¶n ta câ �¡nh gi¡

f(x, y) + f(y, x) = −⟨A(x− y), x− y⟩ − ⟨P (x)− P (y), x− y⟩ ≤ −(µ+ η)∥x− y∥2.

Vªy n¸u f(x, y) ≥ 0, th¼

f(y, x) ≤ −(µ+ η)∥x− y∥2.

�i·u �â câ ngh¾a song h m f gi£ �ìn �i»u m¤nh. Ta công d¹ d ng ch½nh minh
�÷ñc song h m f para-�ìn �i»u. Thªt vªy, gi£ sû x ∈ Sol(f, C) v  f(y, x) = 0, ta
c¦n chùng minh y ∈ Sol(f, C). Do x ∈ Sol(f, C), ta câ f(x, y) ≥ 0, k¸t hñp t½nh
gi£ �ìn �i»u m¤nh, suy ra r¬ng

f(y, x) ≤ −(µ+ η)∥x− y∥2.

K¸t hñp �i·u ki»n f(y, x) = 0, ta �÷ñc

0 ≤ −(µ+ η)∥x− y∥2 ⇒ ∥x− y∥ = 0 ⇒ x = y.

Khi �â, ta câ �i·u sau

f(y, z) = f(x, z) ≥ 0 ∀z ∈ C.

Do �â, t½nh para-�ìn �i»u cõa song h m f �÷ñc thäa m¢n. Hìn núa, ta công
câ thº chùng minh �÷ñc song h m f v  c¡c song h m th nh ph¦n thäa m¢n c¡c
�i·u ki»n cõa c¡c �ành lþ 2.1, 2.2, 2.3. M°t kh¡c, ¡nh x¤ P l  khæng gi¢n v  c¡c
h¬ng sè Lipschitz cõa f (�÷ñc �ành ngh¾a trong [26]) l  c1 = c2 =

1
2(∥A∥+ 1).

�p döng c¡c thuªt to¡n �¢ �· cªp trong V½ dö 2.1 nh¬m x§p x¿ nghi»m b i
to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n hén hñp �ang x²t vîi c¡c tham sè �÷ñc lüa chån
phò hñp nh÷ sau:

� Trong thuªt to¡n EGA, ρ = 0.2, G(x) = 1
2∥x∥

2.

� Trong thuªt to¡n SGA, ξk = 0, ϵk = 0, ρk = 1, βk =
1

k0.6
∀k ≥ 1.

� Trong thuªt to¡n MPA, ρk = 1, βk =
1

k0.6
∀k ≥ 1, D = C.

� Trong thuªt to¡n SAL v  3-CSA, λk =
1

k0.6
∀k ≥ 1.

� Trong thuªt to¡n PSA, ϵk = 0, ρk = 1, βk =
1

k0.6
∀k ≥ 1.

� Trong thuªt to¡n PSPM, rk =
1

(k + 1)0.84
∀k ≥ 1.

� Trong c¡c thuªt to¡n iTSM, SESM, TESM, x1 = x0, θ = 0.2, ϵk =
1

k1.1
,

βk =
1

k0.6
, αk = ᾱk ∀k ≥ 1.
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T§t c£ c¡c thuªt to¡n �·u sû döng còng mët �iºm xu§t ph¡t v  còng mët
ti¶u chu©n døng: ∥xk − x∗∥ ≤ 10−6, trong �â x∗ = (0, 0, 0, 0, 0)⊤ l  nghi»m duy
nh§t cõa b i to¡n �ang x²t. K¸t qu£ �÷ñc tr¼nh b y trong H¼nh 2.3 v  B£ng 2.5.
K¸t qu£ thüc nghi»m cho th§y hi»u qu£ cõa vi»c sû döng ph÷ìng ph¡p ph¥n r¢
v  k¸t hñp kÿ thuªt qu¡n t½nh trong c¡c thuªt to¡n m  chóng tæi �· xu§t.

H¼nh 2.3: So s¡nh hi»u su§t thuªt to¡n iTSM vîi c¡c thuªt to¡n EGA, SGA,
MPA, SAL, PSA, 3-CSA, SSA v  PSPM, vîi x0 = (10, 10, 10, 10, 10)⊤
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2.2. Ph÷ìng ph¡p ph¥n r¢ mët ph²p chi¸u

2.2.1. �ëng lüc x¥y düng ph÷ìng ph¡p ph¥n r¢ mët ph²p chi¸u

Trong nhi·u ùng döng thüc t¸, khi tªp ch§p nhªn �÷ñc câ c§u tróc phùc
t¤p ho°c khi b i to¡n con li¶n quan �¸n song h m câ �ë phùc t¤p cao, chi ph½
t½nh to¡n cõa c¡c ph÷ìng ph¡p ph£i thüc hi»n nhi·u b÷îc chi¸u ho°c gi£i nhi·u
b i to¡n con t¤i méi váng l°p th÷íng trð th nh nót th­t ch½nh c¦n gi£i quy¸t.
Xu§t ph¡t tø thüc t¸ �â, ph÷ìng ph¡p mët ph²p chi¸u �÷ñc �· xu§t vîi möc
ti¶u gi£m �¡ng kº chi ph½ tr¶n méi váng l°p b¬ng c¡ch x¥y düng mët cæng thùc
cªp nhªt ch¿ sû döng mët ph²p chi¸u duy nh§t, trong �â k¸t hñp kÿ thuªt qu¡n
t½nh v  hi»u ch¿nh, qua �â v¨n b£o �£m hëi tö d÷îi c¡c gi£ thi¸t th½ch hñp,
�çng thíi t¤o ra mët khuæn khê thuªt to¡n gån nhµ, linh ho¤t, phò hñp cho
thüc nghi»m t½nh to¡n.

2.2.2. X¥y düng thuªt to¡n v  ph¥n t½ch hëi tö

Thuªt to¡n ph¥n r¢ mët ph²p chi¸u m  chóng tæi �· xu§t �÷ñc thi¸t k¸
nh÷ d÷îi �¥y.

Thuªt to¡n 2.4 (Thuªt to¡n ph¥n r¢ mët ph²p chi¸u gi£i b i to¡n c¥n
b¬ng [oPSM])
Khði t¤o: Chån hai d¢y sè tham sè {ϵk} v  {βk} thäa m¢n

∞∑
k=0

βk = ∞,
∞∑
k=0

β2
k <∞,

∞∑
k=0

ϵk <∞. (2.54)

Chån tòy þ c¡c �iºm x1, y0, y1 ∈ C, θ ∈ [0, 1) v  �°t k = 1.
B÷îc l°p: Tø xk, yk−1 v  yk (k ≥ 1), chån αk sao cho 0 ≤ αk ≤ ᾱk, trong �â

ᾱk =

min
{
θ,

ϵk
∥yk − yk−1∥

,
ϵk

∥yk − yk−1∥2
}

n¸u yk ̸= yk−1,

θ n¸u yk = yk−1,
(2.55)

v  t½nh wk = yk + αk(y
k − yk−1). L§y u1(xk) ∈ ∂2f1(x

k, xk), u2(xk) ∈ ∂2f2(x
k, xk),

thüc hi»n c¡c cªp nhªt sau

ηk = max{1, ∥u1(xk)∥, ∥u2(xk)∥}, λk =
βk
ηk
, (2.56)

xk+1 = PC(w
k − λku1(x

k)), (2.57)

yk+1 = xk+1 − λku2(x
k). (2.58)

�i·u ki»n døng: N¸u ∥xk−xk+1∥+∥yk+1−wk∥ = 0, th¼ døng thuªt to¡n. Ng÷ñc
l¤i, �°t k := k + 1 v  quay l¤i B÷îc l°p.
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Chó þ 2.2. (1) Kh¡c vîi c¡c thuªt to¡n ph¥n r¢ �÷ñc giîi thi»u trong c¡c cæng
tr¼nh tr÷îc nh÷ [5, 29, 32, 33], vèn y¶u c¦u gi£i tø hai �¸n ba b i to¡n tèi ÷u
lçi m¤nh t¤i méi váng l°p, ho°c sû döng hai ph²p chi¸u trong [42], Thuªt
to¡n 2.4 m  chóng tæi �· xu§t ch¿ c¦n mët ph²p chi¸u duy nh§t l¶n tªp
ch§p nhªn �÷ñc t¤i méi b÷îc l°p. �i·u n y gióp gi£m �¡ng kº chi ph½ t½nh
to¡n v  phò hñp hìn vîi c¡c b i to¡n câ c§u tróc phùc t¤p.

(2) Tø (2.55) suy ra r¬ng

∞∑
k=1

αk∥yk − yk−1∥ <∞,

∞∑
k=1

αk∥yk − yk−1∥2 <∞. (2.59)

(3) Theo (2.58), ta câ

∥yk+1 − xk+1∥ = λk∥u2(xk)∥ ≤ βk → 0 khi k → ∞. (2.60)

Do �â, ta công nhªn �÷ñc ∥yk − xk∥ → 0 khi k → ∞. Ngh¾a l  kho£ng c¡ch
giúa hai d¢y l°p {xk} v  {yk} s³ d¦n v· 0 theo sè váng l°p, �£m b£o t½nh
hëi tö cõa thuªt to¡n.

Tr÷îc khi ph¥n t½ch sü hëi tö cõa Thuªt to¡n 2.4, chóng tæi tr¼nh b y mët
bê �· câ vai trá then chèt cho c¡c lªp luªn sau.

Bê �· 2.3. N¸u xk+1 = xk v  yk+1 = wk th¼ xk ∈ Sol(f, C).

Chùng minh. Tr÷îc ti¶n, do ∂2f1(xk, xk)+∂2f2(xk, xk) ⊂ ∂2f(x
k, xk), tùc l  tçn t¤i

u(xk) ∈ ∂2f(x
k, xk) sao cho u(xk) = u1(x

k) + u2(x
k), trong �â u1(xk) ∈ ∂2f1(x

k, xk)

v  u2(x
k) ∈ ∂2f2(x

k, xk). Theo �ành ngh¾a cõa d÷îi vi ph¥n �÷íng ch²o, ta câ
�i·u sau

f(xk, y) ≥ ⟨u(xk), y − xk⟩ ∀y ∈ C. (2.61)

N¸u xk+1 = xk v  yk+1 = wk th¼ theo (2.57), (2.58) v  M»nh 1.1(1), ta câ �¡nh
gi¡ sau

⟨xk − λku1(x
k)− u2(x

k)− xk, y − xk⟩ ≤ 0 ∀y ∈ C, (2.62)

ho°c t÷ìng �÷ìng,

⟨u(xk), y − xk⟩ ≥ 0 ∀y ∈ C. (2.63)

Do �â, tø (2.61) v  (2.63), ta nhªn �÷ñc

f(xk, y) ≥ 0 ∀y ∈ C. (2.64)

V¼ vªy, xk ∈ Sol(f, C).
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Ti¸p theo, chóng tæi tr¼nh b y mët bê �· quan trång, �âng vai trá hé trñ
chùng minh sü hëi tö cõa Thuªt to¡n 2.4.

Bê �· 2.4. Gi£ sû r¬ng {xk} v  {yk} l  hai d¢y sinh bði Thuªt to¡n 2.4. Khi
�â, vîi méi z ∈ C, b§t �¯ng thùc sau �÷ñc thäa m¢n

∥yk+1 − z∥2 ≤ ∥wk − z∥2 − ∥xk+1 − wk∥2 − 2λk⟨u(xk), xk − z⟩
+ 4ϵ2k + 6β2k + 4β2k−1. (2.65)

Chùng minh. Chån u(xk) ∈ ∂2f(x
k, xk) sao cho

u(xk) = u1(x
k) + u2(x

k), (2.66)

trong �â u1(xk) ∈ ∂2f1(x
k, xk) v  u2(xk) ∈ ∂2f1(x

k, xk). Vîi méi z ∈ C, theo �ành
ngh¾a cõa yk+1, ta câ

∥yk+1 − z∥2 = ∥xk+1 − λku2(x
k)− z∥2

= ∥xk+1 − z∥2 − 2λk⟨u2(xk), xk+1 − z⟩+ λ2k∥u2(x
k)∥2. (2.67)

M°t kh¡c, theo �ành ngh¾a cõa xk+1, ta câ b§t �¯ng thùc sau

∥xk+1 − z∥2 ≤ ∥wk − λku1(x
k)− z∥2 − ∥wk − λku1(x

k)− xk+1∥2

= ∥wk − z∥2 − ∥wk − xk+1∥2 − 2λk⟨u1(xk), xk+1 − z⟩. (2.68)

K¸t hñp hai b§t �¯ng thùc (2.67) v  (2.68), ta thu �÷ñc

∥yk+1 − z∥2 ≤ ∥wk − z∥2 − ∥xk+1 − wk∥2 − 2λk⟨u(xk), xk+1 − z⟩+ λ2k∥u2(x
k)∥2

= ∥wk − z∥2 − ∥xk+1 − wk∥2 − 2λk⟨u(xk), xk − z⟩
− 2λk⟨u(xk), xk+1 − xk⟩+ λ2k∥u2(x

k)∥2. (2.69)

�p döng t½nh khæng gi¢n cõa ¡nh x¤ chi¸u PC v  tø c¡c biºu thùc (2.57), (2.58)
v  (2.60), ta câ

∥xk+1 − xk∥ ≤ ∥wk − λku1(x
k)− xk∥ ≤ ∥yk − xk∥+ αk∥yk − yk−1∥+ λk∥u1(xk)∥

≤ βk−1 + ϵk + βk, (2.70)

do �â

∥xk+1 − xk∥2 ≤ (ϵk + βk + βk−1)
2. (2.71)

Ti¸p theo, ¡p döng b§t �¯ng thùc Cauchy�Schwarz v  gi£ thi¸t ∥u1(wk)∥ ≤ ηk,
∥u2(wk)∥ ≤ ηk, ta câ ÷îc l÷ñng sè h¤ng thù t÷ ð v¸ ph£i cõa (2.69) nh÷ sau

2λk⟨u(xk), xk+1 − xk⟩ ≤ 4βk∥xk+1 − xk∥
≤ 2∥xk+1 − xk∥2 + 2β2k ≤ 4ϵ2k + 6β2k + 4β2k−1. (2.72)
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K¸t hñp (2.61), (2.69) v  (2.72), ta câ

∥yk+1 − z∥2 ≤ ∥wk − z∥2 − ∥xk+1 − wk∥2 − 2λk⟨u(xk), xk − z⟩+ 4ϵ2k + 6β2k + 4β2k−1

(2.73)
≤ ∥wk − z∥2 − ∥xk+1 − wk∥2 + 2λkf(x

k, z) + 4ϵ2k + 6β2k + 4β2k−1.
(2.74)

Suy ra b§t �¯ng thùc c¦n chùng minh.

�ành lþ d÷îi �¥y thi¸t lªp t½nh hëi tö y¸u cõa Thuªt to¡n 2.4.

�ành lþ 2.5. Gi£ sû r¬ng c¡c �i·u ki»n (A1'), (A2)�(A6) �÷ñc thäa m¢n. Khi
�â, d¢y {xk} sinh bði Thuªt to¡n 2.4 hëi tö y¸u �¸n mët �iºm thuëc tªp nghi»m
Sol(f, C).

Chùng minh. Chóng ta ti¸n h nh chùng minh �ành lþ thæng qua ba b÷îc nh÷
�÷ñc tr¼nh b y sau �¥y.
B÷îc 1: Chùng minh r¬ng

lim inf
k→∞

〈
u(xk), xk − z

〉
≤ 0 ∀z ∈ Sol(f, C). (2.75)

Gi£ sû ng÷ñc l¤i, tùc l  tçn t¤i z ∈ Sol(f, C) sao cho

lim inf
k→∞

⟨u(xk), xk − z⟩ > 0. (2.76)

Khi �â, tçn t¤i mët h¬ng sè ϵ > 0 v  ch¿ sè k̄ sao cho

⟨u(xk), xk − z⟩ > ϵ ∀k ≥ k̄. (2.77)

�p döng �¡nh gi¡ cõa chu©n, ta câ

∥wk − z∥2 = ∥(1 + αk)(y
k − z)− αk(y

k−1 − z)|2

= (1 + αk)∥yk − z∥2 − αk∥yk−1 − z∥2 + αk(1 + αk)∥yk − yk−1∥2

≤ (1 + αk)∥yk − z∥2 − αk∥yk−1 − z∥2 + 2αk∥yk − yk−1∥2. (2.78)

Tø b§t �¯ng thùc (2.74), suy ra

∥yk+1 − z∥2 − ∥yk − z∥2 ≤ αk(∥yk − z∥2 − ∥yk−1 − z∥2)− ∥wk − xk+1∥2

+ 2αk∥yk − yk−1∥2 + 2λkf(x
k, z) + 4ϵ2k + 6β2k + 4β2k−1

≤ αk(∥yk − z∥2 − ∥yk−1 − z∥2)
+ 2αk∥yk − yk−1∥2 + 4ϵ2k + 6β2k + 4β2k−1. (2.79)

Tø �â, ta thu �÷ñc

∥yk+1 − z∥2 − ∥yk − z∥2 ≤ αk(∥yk − z∥2 − ∥yk−1 − z∥2) + 2αk∥yk − yk−1∥2

+ 4ϵ2k + 6β2k + 4β2k−1 (2.80)
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v  th¶m v o �â

1

2
∥wk − xk+1∥2 ≤ ∥yk − z∥2 − ∥yk+1 − z∥2 + αk(∥yk − z∥2 − ∥yk−1 − z∥2)

+ 2αk∥yk − yk−1∥2 + 4ϵ2k + 6β2k + 4β2k−1. (2.81)

�p döng Bê �· 1.2 cho b§t �¯ng thùc (2.80) vîi c¡c d¢y

ϕk := ∥yk − z∥2, δk := 2αk∥yk − yk−1∥2 + 4ϵ2k + 6β2k + 4β2k−1, (2.82)

v  l÷u þ r¬ng
∞∑
k=1

δk <∞ (nhí v o (2.54), (2.55) v  (2.59)), ta k¸t luªn r¬ng d¢y

{∥yk − z∥} hëi tö. �i·u n y k²o theo t½nh bà ch°n cõa {yk}, v  do �â, d¢y {wk}
công bà ch°n. Qua giîi h¤n biºu thùc (2.81) v  sû döng sü hëi tö cõa d¢y {ϕk},
{δk} hëi tö v· 0 khi k ti¸n tîi ∞, ta câ �i·u sau

lim
k→∞

∥wk − xk+1∥ = 0. (2.83)

Hìn núa, tø (2.73), ta câ

∥yk+1 − z∥2 ≤ ∥wk − z∥2 − ∥xk+1 − wk∥2 − 2λk⟨u(xk), xk − z⟩
+ 4ϵ2k + 6β2k + 4β2k−1. (2.84)

K¸t hñp (2.78) v  (2.84), ta thu �÷ñc

∥yk+1 − z∥2 − ∥yk − z∥2 ≤ αk(∥yk − z∥2 − ∥yk−1 − z∥2)− 2
βk
ηk

〈
u(xk), xk − z

〉
+ 2αk∥yk − yk−1∥2 + 4ϵ2k + 6β2k + 4β2k−1. (2.85)

Mët l¦n núa, ¡p döng Bê �· 1.2 vîi

ϕk := ∥yk − z∥2, δk := 2αk∥yk − yk−1∥2 + 4ϵ2k + 6β2k + 4β2k−1, (2.86)

suy ra d¢y {∥yk−z∥} hëi tö v 
∞∑
k=1

[θk]+ <∞, vîi θk = ϕk−ϕk−1, [t]+ = max{t, 0}.

Do �â {yk} bà ch°n, v  {wk} công vªy. Ngo i ra, tø (2.85), ta câ

2
βk
ηk

〈
u(xk), xk − z

〉
≤ ϕk − ϕk+1 + θ[θk]+ + δk, (2.87)

v  �i·u n y suy ra r¬ng

2

∞∑
k=1

βk
ηk

〈
u(xk), xk − z

〉
≤ ϕ1 +

∞∑
k=1

θ[θk]+ +

∞∑
k=1

δk <∞. (2.88)
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Hìn núa, do {wk} bà ch°n, n¶n theo (A5), tçn t¤i h¬ng sè M > 0 sao cho
∥u1(xk)∥ ≤ M, ∥u2(xk)∥ ≤ M vîi måi k ∈ N. Do �â, ta câ thº l§y L ≥ max{1,M}
sao cho vîi méi k ∈ N, ta câ

ηk = max{1, ∥u1(xk)∥, ∥u2(xk)∥} ≤ L. (2.89)

K¸t hñp (2.77), (2.88) v  (2.89), ta thu �÷ñc
∞∑
k=0

βk < ∞, �i·u n y m¥u thu¨n

vîi gi£ thi¸t
∞∑
k=0

βk = ∞. Vªy gi£ thi¸t ph£n chùng l  sai, �i·u �â câ ngh¾a B÷îc

1 �÷ñc chùng minh.
B÷îc 2: Ta chùng minh

lim sup
k→∞

f
(
xk, z

)
= 0 ∀z ∈ Sol(f, C). (2.90)

X²t mët �iºm z ∈ Sol(f, C). Sû döng �ành ngh¾a d÷îi vi ph¥n �÷íng ch²o v  f
l  song h m gi£ �ìn �i»u tr¶n C, ta câ

0 ≥ f
(
xk, z

)
≥
〈
u
(
xk
)
, z − xk

〉
∀z ∈ Sol(f, C). (2.91)

Do �â, sû döng B÷îc 1, ta suy ra r¬ng

0 ≤ − lim sup
k→∞

f
(
xk, z

)
= lim inf

k→∞

[
−f
(
xk, z

)]
≤ lim inf

k→∞

〈
u
(
xk
)
, xk − z

〉
≤ 0. (2.92)

Chuéi b§t �¯ng thùc tr¶n cho th§y c¡c giîi h¤n li¶n quan �·u ti¸n v· 0, tø �â
kh¯ng �ành �÷ñc k¸t qu£ mong muèn.
B÷îc 3: Chùng minh r¬ng ωw(yk) ⊂ Sol(f, C).
L§y z̄ ∈ ωw(y

k) v  d¢y con {ykj} cõa d¢y {yk} sao cho

ykj ⇀ z̄.

Tø �¡nh gi¡ trong (2.60), ta công suy ra r¬ng xkj ⇀ z̄. Theo k¸t qu£ trong B÷îc
2, tçn t¤i d¢y con {xkj} cõa d¢y {xk} sao cho lim sup

k→∞
f(xk, z) = lim

j→∞
f(xkj , z) = 0.

K¸t hñp gi£ thi¸t (A2) vîi B÷îc 2, ta câ

f (z̄, z) ≥ lim sup
j→∞

f
(
xkj , z

)
= lim

j→∞
f
(
xkj , z

)
= lim sup

k→∞
f
(
xk, z

)
≥ 0. (2.93)

Tø gi£ thi¸t (A1'), ta câ f(z̄, z) ≤ 0, v¼ vªy

f(z̄, z) = 0. (2.94)

Theo �â, tø (A4) suy ra r¬ng z̄ ∈ Sol(f, C), �i·u n y câ ngh¾a ωw(xk) ⊂ Sol(f, C).
Khi �â, theo M»nh �· 1.2, d¢y {xk} hëi tö y¸u tîi mët ph¦n tû cõa Sol(f, C).
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Ti¸p theo, chóng tæi �÷a ra thuªt to¡n chi¸u ph¥n r¢ hi»u ch¿nh gi£i b i to¡n
(1.8). C§u tróc cõa thuªt to¡n �÷ñc x¥y düng nh÷ sau: Chån c¡c d¢y sè d÷ìng
{βk}, {γk} v  {ϵk} thäa m¢n

∞∑
k=0

βk = ∞,

∞∑
k=0

β2k <∞,

∞∑
k=0

ϵk <∞, (2.95)

lim
k→∞

γk = 0,

∞∑
k=0

γk = ∞, lim
k→∞

γk
βk

= 0. (2.96)

Ta ti¸n h nh c¡c b÷îc l°p nh÷ sau:

Thuªt to¡n 2.5 (Thuªt to¡n mët ph²p chi¸u ph¥n r¢ hi»u ch¿nh gi£i
b i to¡n c¥n b¬ng [roPSM])
Khði t¤o: Chån tòy þ c¡c �iºm x1, y0, y1 ∈ C, θ ∈ [0, 1) v  �°t k = 1.
B÷îc l°p: Tø xk, yk−1 v  yk (k ≥ 1), chån αk sao cho 0 ≤ αk ≤ ᾱk, trong �â

ᾱk =

min
{
θ,

ϵk
∥yk − yk−1∥

,
ϵk

∥yk − yk−1∥2
}

n¸u yk ̸= yk−1,

θ n¸u yk = yk−1.
(2.97)

T½nh wk = (1−γk)yk+αk(yk−yk−1). L§y u1(xk) ∈ ∂2f1(x
k, xk), u2(xk) ∈ ∂2f2(x

k, xk)

v  t½nh

ηk = max{1, ∥u1(xk)∥, ∥u2(xk)∥}, λk =
βk
ηk

(2.98)

v  cªp nhªt

xk+1 = PC(w
k − λku1(x

k)), (2.99)

yk+1 = xk+1 − λku2(x
k). (2.100)

�i·u ki»n døng: N¸u ∥xk−xk+1∥+∥yk+1−wk∥ = 0, th¼ døng thuªt to¡n. Ng÷ñc
l¤i, �°t k := k + 1 v  quay l¤i B÷îc l°p.

Tr÷îc ti¶n, chóng tæi chùng minh t½nh bà ch°n cõa c¡c d¢y �÷ñc sinh bði
Thuªt to¡n 2.5.

Bê �· 2.5. Gi£ sû c¡c �i·u ki»n (A1'), (A3) v  (A6) �÷ñc thäa m¢n. Khi �â,
hai d¢y {xk} v  {yk} sinh bði Thuªt to¡n 2.5 �·u bà ch°n.

Chùng minh. Gi£ sû z ∈ Sol(f, C) v  �°t ξk = −f(xk, z). Tø chùng minh cõa Bê
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�· 2.4, ta câ

∥yk+1 − z∥2 ≤ ∥wk − z∥2 − ∥xk+1 − wk∥2 + 2λkf(x
k, z) + 4ϵ2k + 6β2k + 4β2k−1

≤ ∥wk − z∥2 − 2λkξk + 4ϵ2k + 6β2k + 4β2k−1

= ∥(1− γk)y
k − z + αk(y

k − xk−1)∥2 − 2λkξk + 4ϵ2k + 6β2k + 4β2k−1

≤ ∥(1− γk)y
k − z∥2 + 2αk∥(1− γk)y

k − z∥∥yk − yk−1∥
− 2λkξk + α2

k∥y
k − yk−1∥2 + 4ϵ2k + 6β2k + 4β2k−1

= ∥yk − z∥2 + 2αk∥(1− γk)y
k − z∥∥yk − yk−1∥ − 2λkξk − 2γk⟨yk, yk − z⟩

+ γ2k∥y
k∥2 + α2

k∥y
k − yk−1∥2 + 4ϵ2k + 6β2k + 4β2k−1. (2.101)

Tø �â, ta câ b§t �¯ng thùc

∥yk+1 − z∥2 − ∥yk − z∥2 + 2
βkξk
ηk

≤ −2γk⟨yk, yk − z⟩+ ψk, (2.102)

trong �â

ψk = 2αk∥(1− γk)y
k − z∥∥yk − yk−1∥+ γ2k∥y

k∥2

+ α2
k∥y

k − yk−1∥2 + 4ϵ2k + 6β2k + 4β2k−1. (2.103)

Do �i·u ki»n (A1') �£m b£o r¬ng ξk ≥ 0, ta suy ra

Γk+1 − Γk ≤ −2γk⟨yk, yk − z⟩, (2.104)

vîi d¢y {Γk}k≥0 �÷ñc �ành ngh¾a bði

Γk = ∥yk − z∥2 −
k−1∑
j=1

ψj . (2.105)

�º chùng minh {xk} bà ch°n, ta x²t hai tr÷íng hñp:
Tr÷íng hñp 1: Gi£ sû tçn t¤i k0 sao cho d¢y {Γk}k≥k0 l  khæng t«ng. Khi

�â, vîi måi k ≥ k0, ta câ

Γk = ∥yk − z∥2 −
k−1∑
j=1

ψj ≤ Γk0 . (2.106)

Do
∑

ψk <∞, suy ra

∥yk − z∥2 ≤
∞∑
k=1

ψk + Γk0 <∞. (2.107)

Tùc l , d¢y {yk} bà ch°n. Suy ra tø (2.60), d¢y {xk} công bà ch°n.
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Tr÷íng hñp 2: Gi£ sû tçn t¤i mët d¢y con {Γkj}j≥0 sao cho Γkj < Γkj+1 vîi
måi j ≥ 0. Khi �â, x²t d¢y ch¿ sè {τ(k)} nh÷ trong Bê �· 1.3, ta câ

Γτ(k)+1 − Γτ(k) > 0, (2.108)

v  �¡nh gi¡ sau �óng

Γk ≤ Γτ(k)+1. (2.109)

Do �â, tø (2.104) v  (2.108), ta suy ra

⟨yτ(k), yτ(k) − z⟩ ≤ 0, (2.110)

tùc l ,

∥yτ(k)∥2 + ∥yτ(k) − z∥2 − ∥z∥2 ≤ 0. (2.111)

Suy ra, {yτ(k)} bà ch°n, n¶n theo (2.60), d¢y {xτ(k)} công bà ch°n. Tø (2.70), ta
câ {xτ(k)+1} bà ch°n, do �â {yτ(k)+1} công bà ch°n nhí (2.60). Hìn núa,

Γτ(k)+1 = ∥yτ(k)+1 − z∥2 −
τ(k)∑
j=1

ψj ≤ ∥yτ(k)+1 − z∥2.

Tø (2.109), ta suy ra r¬ng {Γk} bà ch°n tr¶n. Do �â, l°p l¤i lªp luªn nh÷ ð
Tr÷íng hñp 1, ta suy ra d¢y {yk} bà ch°n.

B¥y gií, chóng ta �÷a ra k¸t qu£ hëi tö m¤nh sau �¥y.

�ành lþ 2.6. Cho d¢y {xk} sinh bði Thuªt to¡n 2.5 v  c¡c �i·u ki»n (A1'),
(A2)�(A6) �÷ñc thäa m¢n. Khi �â, d¢y {xk} hëi tö m¤nh tîi nghi»m câ chu©n
nhä nh§t z = PSol(f,C)(0).

Chùng minh. Gåi z = PSol(f,C)(0) v  �°t ξk = −f(xk, z). Tø b§t �¯ng thùc (2.102),
ta câ

∥yk+1 − z∥2 − ∥yk − z∥2 + 2
βkξk
ηk

≤ −2γk⟨yk, yk − z⟩+ ψk, (2.112)

trong �â,

ψk = 2αk∥(1− γk)y
k − z∥∥yk − yk−1∥+ γ2k∥y

k∥2

+ α2
k∥y

k − yk−1∥2 + 4ϵ2k + 6β2k + 4β2k−1. (2.113)

Do �â, ta thu �÷ñc

Γk+1 − Γk +
βkξk
ηk

≤ −2γk⟨yk, yk − z⟩, (2.114)
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trong �â, d¢y {Γk}k≥0 �÷ñc x¡c �ành bði

Γk = ∥yk − z∥2 +
k−1∑
j=1

βjξj
ηj

−
k−1∑
j=1

ψj . (2.115)

Chóng ta x²t hai tr÷íng hñp sau:
Tr÷íng hñp 1: Gi£ sû tçn t¤i ch¿ sè k0 sao cho d¢y {Γk}k≥k0 l  khæng t«ng.

Trong tr÷íng hñp n y, ta câ Γk+1 ≤ Γk ∀k ≥ k0, do �â

∥yk+1 − z∥2 − ∥yk − z∥2 + βkξk
ηk

≤ ψk. (2.116)

Do
∑

ψk <∞, ta suy ra

lim
k→∞

∥yk − z∥ tçn t¤i (2.117)

v  têng sau kh£ têng ∑ βkξk
ηk

<∞. (2.118)

Tø �ành ngh¾a cõa {ηk} v  t½nh bà ch°n cõa d¢y {xk}, d¹ th§y r¬ng d¢y {ηk} l 
bà ch°n. Do �â, tçn t¤i h¬ng sè d÷ìng δ sao cho

1 ≤ ηk ≤ δ ∀k ≥ 1 (2.119)

v  tø �â, suy ra ngay
∑

βkξk <∞. H» qu£ l 

lim inf
k→∞

ξk ≤ 0.

V¼ song h m f gi£ �ìn �i»u tr¶n C, n¶n ta câ

0 ≤ − lim sup
k→∞

f(xk, z) = lim inf
k→∞

[
−f(xk, z)

]
≤ 0, (2.120)

tùc l ,

lim sup
k→∞

f(xk, z) = 0 ∀z ∈ Sol(f, C). (2.121)

K¸t hñp �i·u n y vîi B÷îc 3 trong �ành lþ 2.5, ta suy ra måi giîi h¤n y¸u cõa
d¢y {xk} �·u thuëc Sol(f, C). �º chùng minh sü hëi tö m¤nh cõa d¢y {xk}, ta
s³ chùng minh

lim sup
k→∞

⟨yk, z − yk⟩ ≥ 0. (2.122)
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Gi£ sû ng÷ñc l¤i r¬ng l := lim sup
k→∞

⟨yk, z − yk⟩ < 0. Khi �â, tçn t¤i k0 �õ lîn sao

cho vîi måi k ≥ k0, ta câ

⟨yk, z − yk⟩ ≤ 1

2
l. (2.123)

Khi k¸t hñp vîi b§t �¯ng thùc (2.114), �i·u n y d¨n �¸n

Γk+1 − Γk +
βkξk
ηk

≤ γkl, (2.124)

tùc l ,

−lγk +
βkξk
ηk

≤ Γk − Γk+1. (2.125)

L§y têng hai v¸ tø k0 �¸n k, ta thu �÷ñc

|l|
k∑

j=k0

γj ≤ Γk0 − Γk+1. (2.126)

L§y giîi h¤n khi k → ∞, ta thu �÷ñc m¥u thu¨n vîi gi£ thi¸t
∑
k

γk = ∞ v¼ v¸

ph£i bà ch°n trong khi v¸ tr¡i câ thº ti¸n ra væ còng. Do �â, �i·u gi£ sû l  sai
v  b§t �¯ng thùc (2.122) �÷ñc chùng minh. M°t kh¡c, ta câ �¯ng thùc

⟨yk, z − yk⟩ = −⟨z, yk − z⟩ − ∥yk − z∥2. (2.127)

X²t tø biºu thùc (2.122) v  (2.127), ta thu �÷ñc

0 ≤ lim sup
k→∞

⟨yk, z − yk⟩ = lim sup
k→∞

(−⟨z, yk − z⟩ − ∥yk − z∥2)

≤ − lim inf
k→∞

⟨z, yk − z⟩ − lim inf
k→∞

∥yk − z∥2, (2.128)

suy ra

lim inf
k→∞

∥yk − z∥2 ≤ − lim inf
k→∞

⟨z, yk − z⟩. (2.129)

Do d¢y {yk} bà ch°n, n¶n tçn t¤i mët d¢y con {ykj} cõa d¢y {yk} hëi tö y¸u v·
mët �iºm x̄ ∈ H, sao cho

lim inf
k→∞

⟨z, yk − z⟩ = lim
j→∞

⟨z, ykj − z⟩. (2.130)

Do tªp Sol(f, C) l  lçi, �âng kh¡c réng n¶n tçn t¤i duy nh§t h¼nh chi¸u z =

PSol(f,C)(0) .V¼ måi giîi h¤n y¸u cõa {yk} �·u thuëc Sol(f, C) (do x̄ ∈ Sol(f, C))
v  z = PSol(f,C)(0), n¶n

lim inf
k→∞

⟨z, yk − z⟩ = ⟨z, x̄− z⟩ ≥ 0. (2.131)
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Tø �â v  (2.129), ta suy ra

lim inf
k→∞

∥yk − z∥2 = 0.

Do giîi h¤n lim
k→∞

∥yk − z∥ tçn t¤i tø tr÷îc, ta k¸t luªn

lim
k→∞

∥yk − z∥ = 0. (2.132)

Do �â, tø (2.60), ta suy ra

lim
k→∞

∥xk − z∥ = 0. (2.133)

Nâi c¡ch kh¡c, d¢y {xk} hëi tö m¤nh tîi nghi»m z = PSol(f,C)(0).
Tr÷íng hñp 2: Gi£ sû tçn t¤i mët d¢y con {Γkj}j≥0 cõa {Γk}k≥k0 sao cho

Γkj < Γkj+1 vîi måi j ≥ 0. Khi �â, ta x²t d¢y ch¿ sè {τ(k)} �÷ñc �ành ngh¾a nh÷
trong Bê �· 1.3. Theo Bê �· n y, ta câ

Γτ(k)+1 − Γτ(k) > 0, (2.134)

v  �¡nh gi¡ sau �óng

Γk ≤ Γτ(k)+1. (2.135)

Do �â, x²t tø b§t �¯ng thùc (2.114) còng vîi (2.134), ta suy ra

0 ≤
βτ(k)ξτ(k)

ητ(k)
≤ −2γτ(k)⟨yτ(k), yτ(k) − z⟩, (2.136)

n¶n, ta câ

⟨yτ(k), yτ(k) − z⟩ ≤ 0, (2.137)

tùc l  yτ(k) ⊂ Q, vîi Q �÷ñc �ành ngh¾a bði

Q := {y ∈ H : ∥y − z∥2 + ∥y∥2 ≤ ∥z∥2} = {y ∈ H : ⟨y, y − z⟩ ≤ 0}. (2.138)

D¹ th§y r¬ng Q l  tªp lçi, �âng v  bà ch°n trong H, n¶n công l  tªp �âng y¸u
v  bà ch°n. V¼ vªy, ta câ ωw(yτ(k)) ̸= ∅ v  ωw(yτ(k)) ⊂ Q. Hìn núa, tø (2.136), ta
thu �÷ñc �¡nh gi¡ sau

0 ≤ ξτ(k) ≤ −2ητ(k)
γτ(k)

βτ(k)
⟨yτ(k), yτ(k) − z⟩. (2.139)

Do {xτ(k)}, {yτ(k)} bà ch°n, tø gi£ thi¸t (A5), v  (2.95), ta suy ra

lim
k→∞

ξτ(k) = 0,
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n¶n theo B÷îc 3 cõa �ành lþ 2.5, ta câ

ωw(y
τ(k)) ⊂ Sol(f, C).

Do �â
ωw(y

τ(k)) ⊂ Sol(f, C) ∩Q.

Ta s³ chùng minh Sol(f, C) ∩Q = {z}. Tr÷îc h¸t, do z = PSol(f,C)(0) n¶n rã r ng
z ∈ Q v  v¼ ⟨z, z − z⟩ = 0, n¶n theo �ành ngh¾a (2.138) ta câ z ∈ Q, �çng thíi
z ∈ Sol(f, C). Vªy z ∈ Sol(f, C) ∩Q. Gi£ sû tçn t¤i y ∈ Sol(f, C) ∩Q, ta s³ chùng
minh y = z. Do y ∈ Q v  z = PSol(f,C)(0), n¶n ta câ

⟨−z, y − z⟩ ≤ 0.

K¸t hñp vîi �i·u ki»n ⟨y, y − z⟩ ≤ 0 (v¼ y ∈ Q), cëng hai b§t �¯ng thùc n y ta
nhªn �÷ñc �i·u sau

−∥z − y∥ ≥ 0 ⇒ y = z.

Vªy Sol(f, C) ∩ Q = {z}. Tø �â, k¸t hñp ωw(y
τ(k)) ⊂ Sol(f, C) ∩ Q = {z} v 

ωw(y
τ(k)) ̸= ∅, suy ra d¢y yτ(k) hëi tö y¸u tîi z khi k → ∞. Tø (2.127), ta câ

∥yτ(k) − z∥2 = ⟨yτ(k), yτ(k) − z⟩+ ⟨z, z − yτ(k)⟩. (2.140)

Düa v o (2.137) v  (2.140) suy ra

∥yτ(k) − z∥2 ≤ ⟨z, z − yτ(k)⟩. (2.141)

L§y giîi h¤n tr¶n, v  v¼ yτ(k) ⇀ z, ta �÷ñc

lim sup
k→∞

∥yτ(k) − z∥2 ≤ lim sup
k→∞

⟨yτ(k), yτ(k) − z⟩+ lim sup
k→∞

⟨z, z − yτ(k)⟩

≤ lim sup
k→∞

⟨z, z − yτ(k)⟩ = max
ẑ∈ωw(yτ(k))

⟨z, z − ẑ⟩ ≤ 0, (2.142)

do �â,

lim sup
k→∞

∥yτ(k) − z∥2 = 0. (2.143)

Tø �â, ta suy ra r¬ng

lim
k→∞

∥yτ(k) − z∥2 = 0. (2.144)

Theo Bê �· 1.3, ta câ
Γk ≤ Γτ(k)+1,

tùc l ,

∥yk − z∥2 +
k−1∑
j=0

βjξj
ηj

−
k−1∑
j=0

ψj ≤ ∥yτ(k)+1 − z∥2 +
τ(k)∑
j=0

βjξj
ηj

−
τ(k)∑
j=0

ψj . (2.145)
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Suy ra

∥yk − z∥2 ≤ ∥yτ(k)+1 − z∥2 +
τ(k)∑
j=0

βjξj
ηj

−
k−1∑
j=0

βjξj
ηj

+

( k−1∑
j=0

ψj −
τ(k)∑
j=0

ψj

)

≤ ∥yτ(k)+1 − z∥2 +
τ(k)∑
j=0

βjξj
ηj

−
k−1∑
j=0

βjξj
ηj

+
( k−1∑

j=0

ψj −
τ(k)∑
j=0

ψj

)
+

k∑
j=τ(k)

βjξj
ηj

+ ψk

= ∥yτ(k)+1 − z∥2 + βkξk
ηk

+

k∑
j=τ(k)

ψk. (2.146)

Ta công suy ra mët sè kh¯ng �ành sau:
(i) lim

k→∞

∑k
j=τ(k) ψj = 0, do τ(k) → ∞ v 

∑
k ψk <∞;

(ii) lim
k→∞

βkξk
ηk

= 0, thªt vªy, ta câ

0 ≤ βkξk
ηk

=
βk
ηk

(−f(xk, z) ≤ βk
ηk

⟨u(xk), xk − z⟩. (2.147)

Do d¢y {xk} bà ch°n, k¸t hñp gi£ thi¸t (A5) ta suy ra d¢y {u(xk)} công bà ch°n.
Tø h» thùc (2.147) v  lim

k→∞
βk

ηk
= 0 suy ra �i·u ph£i chùng minh.

(iii) lim
k→∞

∥yτ(k)+1 − z∥ = 0, thªt vªy, tø (2.70) v  βk → 0, ϵk → 0, ta câ

∥xτ(k)+1 − xτ(k)∥ ≤ βτ(k)−1 + ϵτ(k) + βτ(k) → 0. (2.148)

K¸t hñp �i·u tr¶n vîi (2.60) v  (2.144), ta suy ra r¬ng

∥xτ(k)+1 − z∥ ≤ ∥xτ(k)+1 − xτ(k)∥+ ∥xτ(k) − z∥
≤ ∥xτ(k)+1 − xτ(k)∥+ ∥xτ(k) − yτ(k)∥+ ∥yτ(k) − z∥ → 0. (2.149)

Do �â, ta câ

∥yτ(k)+1 − z∥ ≤ ∥yτ(k)+1 − xτ(k)+1∥+ ∥xτ(k)+1 − z∥ → 0. (2.150)

Khi �â, tø (2.146), ta câ k¸t luªn r¬ng lim
k→∞

∥yk − z∥ = 0, v  lim
k→∞

∥xk − z∥ = 0.

Chùng minh �÷ñc ho n th nh.

2.2.3. Thû nghi»m sè v  so s¡nh

Trong ph¦n n y, chóng tæi s³ ¡p döng Thuªt to¡n 2.4 �º gi£i mët b i to¡n
c¥n b¬ng �÷ñc x²t trong V½ dö 2.1. Ngo i ra, chóng tæi công ¡p döng Thuªt
to¡n 2.5 cho mët v½ dö trong khæng gian væ h¤n chi·u.
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V½ dö 2.3 (Ùng döng v o mæ h¼nh c¥n b¬ng Nash�Cournot cõa thà tr÷íng �i»n).

Ta x²t l¤i V½ dö 2.1 ð möc tr÷îc. Chóng tæi ti¸n h nh thû nghi»m hi»u su§t
cõa Thuªt to¡n 2.4 (oPSM) v  thüc hi»n �èi chi¸u vîi b£y thuªt to¡n kh¡c, cö
thº l : NSAA trong [6, Thuªt to¡n 1], SSA trong [29, Thuªt to¡n 1], PSA trong
[42, Thuªt to¡n 3.1], PSPM trong [80], SAL trong [5, Thuªt to¡n 1], MPA trong
[97, Thuªt to¡n 3.1] v  SGA trong [96, Thuªt to¡n 3.1]. Chóng tæi chån a = 110.
Trong c¡c k¸t qu£ t½nh to¡n sè, chóng tæi chån ng¨u nhi¶n d÷îi �¤o h m cõa
song h m f v  c¡c song h m th nh ph¦n f1 v  f2.
Thû nghi»m 3: Trong l¦n thû nghi»m n y, chóng tæi kh£o s¡t hi»u n«ng

cõa c¡c thuªt to¡n khi lüa chån ba �iºm khði �¦u kh¡c nhau nh÷ sau:

xa = (54, 42, 60, 36, 66, 30)⊤, xd = (72, 56, 80, 48, 88, 40)⊤, xc = (90, 70, 100, 60, 110, 50)⊤.

C¡c tham sè trong c¡c thuªt to¡n �÷ñc lüa chån nh÷ sau:

� Trong thuªt to¡n MPA: ρk = 1, βk =
1

(k + 5)0.55
, ∀k ≥ 1, vîi D = C.

� Trong thuªt to¡n PSA: ϵk = 0, ρk = 1, βk =
1

(k + 5)0.55
, ∀k ≥ 1.

� Trong thuªt to¡n PSPM: rk =
1

(k + 1)0.84
, ∀k ≥ 1.

� Trong thuªt to¡n SGA: ξk = 0, ϵk = 0, ρk = 1, βk =
1

(k + 5)0.55
, ∀k ≥ 1.

� Trong thuªt to¡n oPSM: y1 = y0 = x1 = x0, θ = 0.99, ϵk =
1

k1.1
, αk = ᾱk,

βk =
1

(k + 5)0.55
, ∀k ≥ 1.

Ti¶u ch½ døng �÷ñc ¡p döng cho t§t c£ c¡c thuªt to¡n l  ∥xk − x∗∥ ≤ 10−6. K¸t
qu£ so s¡nh hi»u su§t cõa n«m thuªt to¡n �÷ñc tr¼nh b y trong B£ng 2.6. H¼nh
2.4 minh håa trüc quan k¸t qu£ khi lüa chån �iºm khði �¦u x0 = xd.

x0 = xa x0 = xd x0 = xc

Running time Iter. Running time Iter. Running time Iter.

MPA 2.0087 31302 5.7577 64179 12.4285 110341
PSA 5.8804 79695 15.8729 114287 30.2254 147201
PSPM 4.2868 63171 11.8202 108542 54.0647 167690
SGA 0.2053 7012 0.4639 14206 0.9531 24256
oPSM 0.1283 3646 0.2125 3658 0.2196 3685

B£ng 2.6: Hi»u su§t cõa c¡c thuªt to¡n MPA, PSA, PSPM, SGA v  oPSM trong
Thû nghi»m 3
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H¼nh 2.4: So s¡nh hi»u su§t giúa thuªt to¡n oPSM v  c¡c thuªt to¡n MPA, PSA,
PSPM v  SGA, vîi x0 = xd trong Thû nghi»m 3

Thû nghi»m 4: Vîi l¦n thû n y, ta x²t c¡c �iºm khði t¤o sau:

xa = (0, 0, 0, 0, 0, 0)⊤, xe = (1, 1, 1, 1, 1, 1)⊤, xf = (45, 35, 50, 30, 55, 25)⊤.

C¡c tham sè �÷ñc chån nh÷ sau:

� Trong thuªt to¡n NSAA, λk =
1

(k + 5)0.55
∀k ≥ 1.

� Trong thuªt to¡n SAL, λk =
1

k + 5
∀k ≥ 1.

� Trong thuªt to¡n SSA, βk =
1

(k + 5)0.55
∀k ≥ 1.

� Trong thuªt to¡n oPSM, y1 = y0 = x1 = x0, θ = 0.99, ϵk =
1

k1.1
, αk = ᾱk,

βk =
1

(k + 5)0.55
∀k ≥ 1.

Sû döng ÷îc l÷ñng ∥xk − x∗∥ ≤ 10−4 ho°c khi thíi gian t½nh to¡n v÷ñt qu¡ 50s

l  �i·u ki»n døng cõa t§t c£ c¡c thuªt to¡n. K¸t qu£ �÷ñc �÷a ra ð B£ng 2.7 v 
B£ng 2.8.

Thuªt to¡n X§p x¿ nghi»m x∗ ∥xk − x∗∥
NSAA 11.3361 11.4868 11.3532 10.8748 10.7930 10.7930 9.9999e-05
SAL 11.3375 11.4881 11.3546 10.8761 10.7945 10.7943 0.0033
SSA 11.3361 11.4868 11.3533 10.8748 10.7931 10.7931 9.9796e-05
oPSM 11.3361 11.4868 11.3532 10.8748 10.7930 10.7930 9.7038e-05

B£ng 2.7: X§p x¿ nghi»m cõa c¡c thuªt to¡n NSAA, SAL, SSA v  oPSM, vîi
x0 = xa
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x0 = xa x0 = xe x0 = xf

Times Iter. Error Times Iter. Error Times Iter. Error

NSAA 27.0440 136884 9.9999e-05 22.7085 137415 9.9996e-05 62.4650 160035 9.9996e-05
SAL 50.0189 2157 0.0033 50.0306 2235 0.0032 50.1891 1636 0.0042
SSA 37.0305 1750 9.9796e-05 31.2968 1599 9.9956e-05 50.0673 1722 22.9009
oPSM 0.1239 2441 9.7038e-05 0.1367 2276 8.1164e-05 0.1354 2627 9.9573e-05

B£ng 2.8: Hi»u su§t cõa c¡c thuªt to¡n NSAA, SAL, SSA v  oPSM trong Thû
nghi»m 4

Câ thº th§y r¬ng thuªt to¡n oPSM v÷ñt trëi hìn so vîi ba thuªt to¡n cán
l¤i (NSAA, SAL, SSA) v· c£ �ë ch½nh x¡c v  hi»u su§t t½nh to¡n. K¸t qu£ n y
chõ y¸u nhí thuªt to¡n oPSM ch¿ c¦n mët ph²p chi¸u �çng thíi k¸t hñp ph÷ìng
ph¡p ph¥n r¢ v  kÿ thuªt qu¡n t½nh, trong khi thuªt to¡n NSAA khæng sû döng
hai kÿ thuªt n y, cán SAL v  SSA tuy câ sû döng ph÷ìng ph¡p ph¥n r¢ nh÷ng
ph£i gi£i hai b i to¡n quy ho¤ch lçi t¤i méi váng l°p.
Thû nghi»m 5: Trong thû nghi»m sè ti¸p theo, ta so s¡nh c¡c thuªt to¡n

oPSM, SESM, iTSM, v  TESM. Ta x²t c¡c �iºm khði t¤o sau:

xe = (1, 1, 1, 1, 1, 1)⊤, xg = (36, 28, 40, 24, 44, 20)⊤, xh = (72, 56, 80, 48, 88, 40)⊤.

C¡c tham sè cõa c¡c thuªt to¡n �÷ñc chån t÷ìng ùng nh÷ �¢ n¶u ð tr¶n. K¸t
qu£ �÷ñc thº hi»n trong B£ng 2.9 v  H¼nh 2.5.

H¼nh 2.5: So s¡nh hi»u su§t cõa c¡c thuªt to¡n oPSM, SESM, iTSM, v  TESM
vîi x0 = xh
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x0 = xe x0 = xg x0 = xh

Times Iter. Error Times Iter. Error Times Iter. Error

oPSM 0.1242 3308 8.5873e-07 0.1136 3623 9.7205e-07 0.1118 3658 9.9397e-07
SESM 0.0077 139 9.9651e-07 0.0087 286 9.9838e-07 0.0287 1132 9.7982e-07
iTSM 0.0314 140 8.8377e-07 0.0371 287 9.3992e-07 0.0495 1133 9.5540e-07
TESM 0.0065 144 9.2216e-07 0.0084 286 9.9838e-07 0.0244 1132 9.7988e-07

B£ng 2.9: Hi»u su§t cõa c¡c thuªt to¡n oPSM, SESM, iTSM, v  TESM trong
Thû nghi»m 5

V½ dö 2.4 (V½ dö vîi khæng gian væ h¤n chi·u).
Trong v½ dö n y, chóng ta so s¡nh hi»u qu£ t½nh to¡n cõa Thuªt to¡n 2.5

(roPSM) vîi mët sè thuªt to¡n �¢ câ, cö thº NSAA trong [6, Thuªt to¡n 1],
SSA trong [29, Thuªt to¡n 1], PSA trong [42, Thuªt to¡n 3.1], OSOM trong [43,
Thuªt to¡n 1], SAL trong [5, Thuªt to¡n 1], PSABE trong [109, Thuªt to¡n 1],
SGA trong [96, Thuªt to¡n 3.1].

X²t khæng gian Hilbert c¡c h m b¼nh ph÷ìng kh£ t½ch trong �o¤n [0, 1], H :=

L2([0, 1]) vîi t½ch væ h÷îng

⟨u, v⟩ :=
1∫

0

u(t)v(t)dt ∀u, v ∈ H,

v  chu©n ∥ · ∥ t÷ìng ùng. X²t b i to¡n (1.8) vîi C := {u ∈ H : ∥u∥ ≤ 1} v  song
h m �÷ñc chån cö thº nh÷ sau

f : C × C → R, f(u, v) := ⟨u, v − u⟩+ ∥v∥4 − ∥u∥4 ∀u, v ∈ C.

�°t f1(u, v) = ⟨u, v−u⟩ v  f2(u, v) = ∥v∥4−∥u∥4. D¹ d ng chùng minh �÷ñc r¬ng
c¡c song h m thäa m¢n c¡c gi£ thi¸t cõa c¡c thuªt to¡n. Hìn núa, ph²p chi¸u
l¶n C câ cæng thùc hi»n nh÷ sau

PC(u(t)) =

{
u(t), n¸u ∥u(t)∥ ≤ 1,
u(t)

∥u(t)∥ , n¸u ∥u(t)∥ > 1.

Thû nghi»m 6: X²t c¡c �iºm khði t¤o sau:

x0 =
1

185
(t2 + 1) cos t, x0 =

sin(−3t) + cos(−10t)

200
, x0 =

1

220
(t+ 1)e5t.

Vîi c¡c tham sè �÷ñc chån nh÷ d÷îi �¥y:

� Trong thuªt to¡n NSAA, λk =
1

k0.55
∀k ≥ 1.

69



� Trong thuªt to¡n PSA, ϵk = 0, ρk = 1, βk =
1

(k + 5)0.55
∀k ≥ 1.

� Trong thuªt to¡n PSABE, g(u, v) = 0, µ = 0.6 λk =
1

k0.55
, αk =

1

k0.4
∀k ≥ 1.

� Trong thuªt to¡n SGA, ξk = 0, ϵk = 0, ρk = 1, βk =
1

k0.55
∀k ≥ 1.

� Trong thuªt to¡n roPSM, y1 = y0 = x1 = x0, θ = 0.15, ϵk =
1

k1.1
, βk =

1

k0.55
,

αk = ᾱk, γk =
1

k0.56
∀k ≥ 1.

Sû döng �i·u ki»n døng l  ∥xk − x∗∥ ≤ 10−16 (vîi x∗ = 0 l  nghi»m duy nh§t cõa
b i to¡n) ho°c sè b÷îc l°p khæng v÷ñt qu¡ 1000. K¸t qu£ thû nghi»m sè �÷ñc
tr¼nh b y trong B£ng 2.10 v  H¼nh 2.6.

x0 = 1
185

(t2 + 1) cos t x0 = sin(−3t)+cos(−10t)
200

x0 = 1
220

(t+ 1)e5t

Times Iter. Times Iter. Times Iter.

NSAA 2.3340 1000 2.0511 1000 4.0733 1000
PSA 3.8144 1000 3.6121 1000 4.9719 1000
PSABE 0.5192 175 0.3424 171 0.5848 175
SGA 1.3082 471 1.0209 448 1.4448 491
roPSM 0.3369 78 0.2851 77 0.3326 78

B£ng 2.10: Hi»u su§t cõa c¡c thuªt to¡n NSAA, PSA, PSABE, SGA v  roPSM trong
Thû nghi»m 6 cõa V½ dö 2.4
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H¼nh 2.6: So s¡nh hi»u su§t giúa thuªt to¡n roPSM vîi c¡c thuªt to¡n NSAA,
PSA, PSABE v  SGA, vîi x0 = 1

185(t
2 + 1) cos t

Thû nghi»m 7: Trong thû nghi»m n y, ta x²t c¡c �iºm khði t¤o sau:

x0 =
(t3 + 1)e5t

185
, x0 =

sin(−3t) + cos(−10t)

200
, x0 =

3 + t− t2

200
.

70



C¡c tham sè �÷ñc chån nh÷ d÷îi �¥y:

� Trong thuªt to¡n SAL, λk =
1

k + 1
∀k ≥ 1.

� Trong thuªt to¡n OSOM, λk =
1

(k + 1)0.55
, αk =

1

(k + 1)0.44
∀k ≥ 1.

� Trong thuªt to¡n SSA, βk =
1

(k + 1)0.55
∀k ≥ 1.

� Trong thuªt to¡n roPSM, x1 = x0, y0 =
2t2 sin(3t)e2t

100
, y1 =

t4 − e−t

255
, θ = 0.15,

ϵk =
1

k1.1
, βk =

1

(k + 1)0.55
, αk = ᾱk, γk =

1

k0.56
∀k ≥ 1.

Sû döng ÷îc l÷ñng ∥xk − x∗∥ ≤ 10−8 ho°c thíi gian t½nh to¡n v÷ñt qu¡ 20s nh÷
l  �i·u ki»n døng cho t§t c£ c¡c thuªt to¡n. K¸t qu£ �÷ñc tr¼nh b y trong B£ng
2.11 v  minh håa trong H¼nh 2.7.

x0 = (t3+1)e5t

185
x0 = sin(−3t)+cos(−10t)

200
x0 = 3+t−t2

200

Times Iter. Error Times Iter. Error Times Iter. Error

SAL 21.1696 3 0.0989 22.8967 3 0.0105 22.7937 3 0.0269
OSOM 20.7950 4 0.0032 22.2626 5 0.0034 20.2039 3 0.0039
SSA 20.2176 2 1.0303e-05 24.3255 2 1.0466e-05 22.9194 2 3.2235e-05
roPSM 0.0084 20 4.0103e-09 0.0609 20 4.0103e-09 0.0493 20 4.0103e-09

B£ng 2.11: Hi»u su§t cõa c¡c thuªt to¡n SAL, OSOM, SSA v  roPSM trong Thû
nghi»m 7 cõa V½ dö 2.4

H¼nh 2.7: So s¡nh hi»u su§t giúa thuªt to¡n roPSM vîi c¡c thuªt to¡n SAL,
OSOM v  SSA, vîi x0 = sin(−3t)+cos(−10t)

200
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Nhªn th§y r¬ng, nhí c¡c ÷u �iºm ch¿ sû döng mët ph²p chi¸u ð méi b÷îc
l°p, �çng thíi k¸t hñp c¡c kÿ thuªt qu¡n t½nh v  ph¥n r¢, thuªt to¡n roPSM
cho th§y hi»u qu£ thüc nghi»m v÷ñt trëi hìn so vîi c¡c thuªt to¡n SAL, OSOM
v  SSA, c¡c thuªt to¡n n y y¶u c¦u gi£i mët ho°c hai b i to¡n quy ho¤ch lçi t¤i
méi b÷îc l°p.

K¸t luªn

Trong ch÷ìng n y, chóng tæi �¢ �· xu§t mët sè thuªt to¡n chi¸u ph¥n
r¢ �º gi£i b i to¡n c¥n b¬ng. C¡c song h m �÷ñc ph¥n r¢ th nh têng hai song
h m �ìn gi£n hìn. Khi �â, thay v¼ gi£i c¡c b i to¡n quy ho¤ch lçi têng qu¡t vîi
c¡c song h m th nh ph¦n nh÷ �¢ �÷ñc ¡p döng trong c¡c thuªt to¡n ph¥n r¢
�¢ câ, thuªt to¡n cõa chóng tæi ch¿ sû döng c¡c ph²p chi¸u, �çng thíi chóng tæi
k¸t hñp sû döng c¡c k¾ thuªt qu¡n t½nh v  hi»u ch¿nh nh¬m t«ng tèc �ë hëi tö
cõa thuªt to¡n v  thu �÷ñc sü hëi tö m¤nh cõa c¡c thuªt to¡n �· xu§t. Chóng
tæi �¢ ti¸n h nh mët v i thû nghi»m sè v  so s¡nh sì bë vîi mët sè thuªt to¡n
kh¡c. K¸t qu£ cho th§y, trong mët sè v½ dö cö thº, thuªt to¡n mîi tä ra ÷u vi»t
hìn so vîi c¡c thuªt to¡n �÷ñc �· xu§t tr÷îc �â.
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Ch÷ìng 3

PH×ÌNG PH�P D×ÎI ��O H�M, D×ÎI
��O H�M T�NG C×ÍNG CHO B�T ��NG
THÙC BI�N PH�N V� B�I TO�N C�N

B�NG

Trong ch÷ìng n y, chóng tæi �· xu§t ph÷ìng ph¡p chi¸u d÷îi �¤o h m cho
b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n v  tr¼nh b y ùng döng trong khû mí £nh. Trong ph¦n
ti¸p theo, chóng tæi �÷a ra thuªt to¡n d÷îi �¤o h m t«ng c÷íng k¸t hñp sû döng
kÿ thuªt qu¡n t½nh, kÿ thuªt g­n k¸t vîi cï b÷îc t«ng gi£i b i to¡n c¥n b¬ng.
Chóng tæi công �÷a ra c¡c v½ dö sè �º minh håa cho thuªt to¡n �· xu§t. Nëi
dung cõa ch÷ìng �÷ñc x¥y düng düa tr¶n c¡c cæng tr¼nh [1] v  [4] trong Danh
möc cæng tr¼nh khoa håc cõa t¡c gi£ câ li¶n quan �¸n luªn ¡n.

3.1. Ph÷ìng ph¡p chi¸u d÷îi �¤o h m cho b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n

3.1.1. X¥y düng thuªt to¡n chi¸u d÷îi �¤o h m nîi läng

Trong ph¦n n y, chóng tæi x²t b i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n �÷ñc
ph¡t biºu trong (1.7), trong �â tªp ch§p nhªn C �÷ñc biºu di¹n d÷îi d¤ng tªp
mùc d÷îi cõa mët h m lçi

C = {x ∈ H : c(x) ≤ 0}, (3.1)

vîi c : H → R l  h m lçi, nûa li¶n töc d÷îi. Chóng tæi c¦n mët sè c¡c gi£ thi¸t
cì b£n cho b i to¡n VIP(F,C) nh÷ sau:

(B1) Sol(F,C) ̸= ∅;

(B2) �nh x¤ F �ìn �i»u m¤nh v  li¶n töc Lipschitz vîi h¬ng sè L;

(B3) ∂c bà ch°n tr¶n tªp bà ch°n.

Thuªt to¡n chi¸u �¤o h m nîi läng cho b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n �÷ñc thi¸t
k¸ nh÷ d÷îi �¥y.
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Thuªt to¡n 3.1 (Thuªt to¡n chi¸u d÷îi �¤o h m nîi läng [IGPM])

B÷îc 0 (Khði t¤o): Chån c¡c �iºm b­t �¦u x0, x1 ∈ C, θ ∈ [0, 1) v  hai d¢y sè
thüc d÷ìng {βk}, {ϵk} thäa m¢n

lim
k→∞

βk = 0,

∞∑
k=0

βk = ∞, ϵk = o(βk), (3.2)

trong �â ϵk = o(βk) l  væ còng b² c§p cao hìn {βk}. �°t k := 1.
B÷îc 1: Vîi xk−1 v  xk (k ≥ 1), chån αk sao cho

αk =

{
min

{
θ, ϵk

∥xk−xk−1∥

}
n¸u xk ̸= xk−1,

θ n¸u xk = xk−1.
(3.3)

T½nh wk = xk + αk(x
k − xk−1) v  l§y ξk ∈ ∂c(wk). X¥y düng nûa khæng gian

Ck = {x ∈ H : c(wk) + ⟨ξk, x− wk⟩ ≤ 0}, (3.4)

v  t½nh

xk+1 = PCk
(wk − βkFw

k). (3.5)

B÷îc 2: N¸u xk+1 = wk th¼ døng. Ng÷ñc l¤i, �°t k := k+1 v  quay l¤i B÷îc 1.

Chó þ 3.1. Nhªn th§y C ⊆ Ck vîi måi k ≥ 0. Thªt vªy, do ξk ∈ ∂c(wk), tùc l 

c(x)− c(wk) ≥ ⟨ξk, x− wk⟩ ∀x ∈ H.

N¸u x ∈ C th¼ ta câ c(wk) + ⟨ξk, x − wk⟩ ≤ 0, �i·u �â câ ngh¾a x ∈ Ck. Do �â,
kh¯ng �ành l  �óng.

3.1.2. Ph¥n t½ch sü hëi tö

Tr÷îc ti¶n, c¦n x¡c lªp t½nh hñp lþ cõa �i·u ki»n døng trong Thuªt to¡n 3.1,
�i·u n y �÷ñc kh¯ng �ành thæng qua bê �· sau.

Bê �· 3.1. N¸u wk = xk+1 th¼ wk ∈ Sol(F,C).

Chùng minh. N¸u wk = xk+1 th¼ tø (3.5) v  M»nh �· 1.1(1), ta câ

⟨wk − λkFw
k − wk, y − wk⟩ ≤ 0 ∀y ∈ Ck,

ho°c t÷ìng �÷ìng,

⟨Fwk, y − wk⟩ ≥ 0 ∀y ∈ Ck. (3.6)
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Theo �â, ta nhªn �÷ñc

⟨Fwk, y − wk⟩ ≥ 0 ∀y ∈ C. (3.7)

V¼ vªy wk ∈ Sol(F,C).

Mët bê �· �âng vai trá n·n t£ng trong vi»c thi¸t lªp �ành lþ hëi tö cõa Thuªt
to¡n 3.1, s³ �÷ñc tr¼nh b y d÷îi �¥y.

Bê �· 3.2. Gi£ sû c¡c gi£ thi¸t (B1)�(B3) �÷ñc thäa m¢n. Khi �â, d¢y {xk}
sinh bði Thuªt to¡n 3.1 bà ch°n.

Chùng minh. Vîi måi z ∈ C, ta câ

∥xk+1 − z∥ = ∥PCk
(wk − βkFw

k)− z∥
≤ ∥wk − βkFw

k − z∥
= ∥(I − βkF )w

k − (I − βkF )z − βkFz∥
≤ ∥(I − βkF )w

k − (I − βkF )z∥+ βk∥Fz∥. (3.8)

Do βk → 0 khi k → ∞, n¶n tçn t¤i sè nguy¶n d÷ìng k0 sao cho

0 < βk <
η

L2
(3.9)

vîi måi k ≥ k0. M°t kh¡c, theo gi£ thi¸t (B2) v  ¡p döng Bê �· 1.8, ta câ

∥(I − βkF )x− (I − βkF )y∥ ≤ (1− γk)∥x− y∥,

trong �â γk = 1
2βk(2η − βkL

2). Khi �â, b§t �¯ng thùc (3.8) t÷ìng �÷ìng

∥xk+1 − z∥ ≤ (1− γk)∥wk − z∥+ βk∥Fz∥. (3.10)

Hìn núa, ta l¤i câ ∥∥wk − z
∥∥ =

∥∥xk − z + αk
(
xk − xk−1

)∥∥
≤
∥∥xk − z

∥∥+ αk
∥∥xk − xk−1

∥∥ . (3.11)

K¸t hñp (3.10) v  (3.11), ta suy ra

∥xk+1 − z∥ ≤ (1− γk)∥xk − z∥+ (1− γk)αk∥xk − xk−1∥+ βk∥Fz∥. (3.12)

Tø (3.3), ta th§y r¬ng

lim
k→∞

bk
γk

= lim
k→∞

(1− γk)αk∥xk − xk−1∥+ βk∥Fz∥
γk

,

= lim
k→∞

[
2(1− γk)

2η − βkL2

αk
βk

∥xk − xk−1∥+ 2

2η − βkL2
∥Fz∥

]
=

∥Fz∥
η

, (3.13)

trong �â, bk = (1−γk)αk∥xk−xk−1∥+βk∥Fz∥. �i·u n y suy ra d¢y
{

bk
γk

}
bà ch°n.

Sû döng M»nh �· 1.6(1), ta công câ k¸t luªn d¢y {∥xk − z∥} bà ch°n. �i·u n y
chùng tä d¢y {xk} bà ch°n v  {wk} công vªy.
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Tr÷îc khi tr¼nh b y �ành lþ hëi tö ch½nh, chóng tæi thi¸t lªp mët b§t �¯ng
thùc quan trång, l m cæng cö kÿ thuªt then chèt trong ph¦n chùng minh hëi tö
v· sau.

Bê �· 3.3. Gi£ sû c¡c �i·u ki»n (B1)�(B3) �÷ñc thäa m¢n v  {xk} l  d¢y sinh
bði Thuªt to¡n 3.1. Khi �â, vîi méi z ∈ C, ta câ

∥xk+1 − z∥2 ≤ (1− γk)(∥xk − z∥2 + 2αk∥xk − xk−1∥∥xk − z∥+ α2
k∥xk − xk−1∥2)

+ γk

[
−4

2η − βkL2
⟨Fz,wk − z⟩+ 4βk

2η − βkL2
∥Fz∥∥Fwk∥

]
.

Chùng minh. Vîi méi z ∈ C, ta câ

∥xk+1 − z∥2 = ∥PCk
(wk − βkFw

k)− z∥2

≤ ∥(I − βkF )w
k − (I − βkF )z − βkFz∥2

= (1− γk)∥wk − z∥2 − 2βk⟨Fz,wk − z − βkFw
k⟩

≤ (1− γk)∥wk − z∥2 − 2βk⟨Fz,wk − z⟩+ 2β2
k∥Fz∥∥Fwk∥

= (1− γk)∥wk − z∥2

+ γk

[ −4

2η − βkL2
⟨Fz,wk − z⟩+ 4βk

2η − βkL2
∥Fz∥∥Fwk∥

]
.

Hìn núa, ta câ

∥wk − z∥ = ∥xk − z + αk(x
k − xk−1)∥

≤ ∥xk − z∥+ αk∥xk − xk−1∥. (3.14)

Ta thu �÷ñc �¡nh gi¡ sau

∥xk+1 − z∥2 ≤ (1− γk)(∥xk − z∥+ αk∥xk − xk−1∥)2

+ γk

[
−4

2η − βkL2
⟨Fz,wk − z⟩+ 4βk

2η − βkL2
∥Fz∥∥Fwk∥

]
= (1− γk)(∥xk − z∥2 + 2αk∥xk − xk−1∥∥xk − z∥+ α2

k∥xk − xk−1∥2)

+ γk

[
−4

2η − βkL2
⟨Fz,wk − z⟩+ 4βk

2η − βkL2
∥Fz∥∥Fwk∥

]
.

Do �â, chùng minh �÷ñc ho n th nh.

Düa tr¶n c¡c k¸t qu£ chu©n bà trong c¡c bê �· ð tr¶n, sau �¥y chóng tæi �÷a
ra v  chùng minh �ành lþ hëi tö ch½nh cõa Thuªt to¡n 3.1.

�ành lþ 3.1. Gi£ sû c¡c �i·u ki»n (B1)�(B3) �÷ñc thäa m¢n. Khi �â, d¢y {xk}
sinh bði Thuªt to¡n 3.1 hëi tö m¤nh �¸n nghi»m duy nh§t cõa b i to¡n b§t �¯ng
thùc bi¸n ph¥n (1.7).
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Chùng minh. Vîi méi z ∈ C, sû döng t½nh khæng gi¢n cõa to¡n tû chi¸u, ta câ

∥xk+1 − z∥2 = ∥PCk
(wk − βkFw

k)− PCk
wk + PCk

(wk)− PCk
(z)∥2

= ∥PCk
(wk)− PCk

(z)∥2 + 2βk∥wk − z∥∥Fwk∥+ β2
k∥Fwk∥2

≤ ∥wk − z∥2 − ∥wk − PCk
(wk)∥2 + 2βk∥wk − z∥∥Fwk∥+ β2

k∥Fwk∥2

= ∥wk − z∥2 − ∥wk − PCk
(wk)∥2 + βkK, (3.15)

trong �â K ≥ supk{2∥wk − z∥∥Fwk∥+ βk∥Fwk∥2}. M°t kh¡c, ta công câ

∥wk − z∥2 = ∥(1 + αk)(x
k − z)− αk(x

k−1 − z)∥2

= (1 + αk)∥xk − z∥2 − αk∥xk−1 − z∥2 + αk(1 + αk)∥xk − xk−1∥2

≤ (1 + αk)∥xk − z∥2 − αk∥xk−1 − z∥2 + 2αk∥xk − xk−1∥2. (3.16)

K¸t hñp (3.15) v  (3.16), ta nhªn �÷ñc

∥xk+1 − z∥2 ≤ (1 + αk)∥xk − z∥2 − αk∥xk−1 − z∥2 + 2αk∥xk − xk−1∥2

− ∥wk − PCk
(wk)∥2 + βkK, (3.17)

�°t Γk := ∥xk − z∥2 vîi måi k ∈ N, ta thu �÷ñc

∥wk − PCk
(wk)∥2 ≤ Γk − Γk+1 + αk(Γk − Γk−1) + 2αk∥xk − xk−1∥2 + βkK. (3.18)

Ti¸p theo, ta x²t hai tr÷íng hñp sau:
Tr÷íng hñp 1: Gi£ sû tçn t¤i k0 ≥ 0 sao cho vîi méi k ≥ k0, Γk+1 ≤ Γk.

Trong tr÷íng hñp n y, lim
k→∞

Γk tçn t¤i v  lim
k→∞

(Γk − Γk+1) = 0. Do lim
k→∞

βk = 0 v 

lim
k→∞

αk∥xk − xk−1∥2 = 0, n¶n tø (3.18) ta suy ra r¬ng

lim
k→∞

∥wk − PCk
wk∥2 = 0. (3.19)

Ta c¦n chùng minh r¬ng ωw(xk) ⊂ C. Thªt vªy, l§y x̄ ∈ ωw(x
k) b§t ký, do {xk}

bà ch°n, n¶n tçn t¤i d¢y con {xkl} hëi tö y¸u tîi x̄ ∈ Ck. Chó þ r¬ng

lim
k→∞

∥wk − xk∥ = lim
k→∞

αk∥xk − xk−1∥ = 0. (3.20)

Tø (3.20) suy ra r¬ng {wkl} công hëi tö y¸u tîi x̄. Ti¸p theo, ta c¦n chùng minh
x̄ ∈ C. Do PCkl

(wkl) ∈ Ckl, n¶n tø �ành ngh¾a cõa Ckl, ta suy ra r¬ng

c(wkl) + ⟨ξkl , PCkl
(wkl)− wkl⟩ ≤ 0,

trong �â, ξkl ∈ ∂c(wkl). Sû döng B§t �¯ng thùc Cauchy�Schwart, ta nhªn �÷ñc

c(wkl) ≤ ∥ξkl∥
∥∥PCkl

(wkl)− wkl
∥∥. (3.21)

77



Düa v o t½nh bà ch°n cõa d¢y {ξkl} còng vîi c¡c biºu thùc (3.19) v  (3.21), ta
suy ra

c(wkl) ≤ ∥ξkl∥
∥∥PCkl

(wkl)− wkl
∥∥→ 0. (3.22)

K¸t hñp vîi t½nh nûa li¶n töc d÷îi y¸u cõa h m lçi c(x) v  t½nh hëi tö y¸u
wkl ⇀ x̄, n¶n tø biºu thùc (3.22), ta thu �÷ñc

c(x̄) ≤ lim inf
l→∞

c(wkl) ≤ 0,

�i·u n y câ ngh¾a x̄ ∈ C. M°t kh¡c, ¡p döng Bê �· 3.3, ta câ

∥xk+1 − z∥2 ≤ (1− γk)(∥xk − z∥2 + 2αk∥xk − xk−1∥∥xk − z∥+ α2
k∥xk − xk−1∥2)

+ γk

[
−4

2η − βkL2
⟨Fz,wk − z⟩+ 4βk

2η − βkL2
∥Fz∥∥Fwk∥

]
. (3.23)

B¶n c¤nh �â, ta công câ

∥xk − z∥2 + 2αk∥xk − z∥
∥∥xk − xk−1

∥∥+ α2
k∥xk − xk−1∥2

≤ ∥xk − z∥2 + 2αk∥xk − z∥
∥∥xk − xk−1

∥∥+ αk∥xk − xk−1∥2

≤ ∥xk − z∥2 + 3K1αk∥xk − xk−1∥, (3.24)

trong �â, K1 = sup
k∈N

{∥xk−z∥, ∥xk−xk−1∥}. K¸t hñp c¡c biºu thùc (3.23) v  (3.24),

ta nhªn �÷ñc

∥xk+1 − z∥2 ≤ (1− γk)∥xk − z∥2 + 3K1(1− γk)αk∥xk − xk−1∥

+ γk

[
−4

2η − βkL2
⟨Fz,wk − z⟩+ 4βk

2η − βkL2
∥Fz∥∥Fwk∥

]
≤ (1− γk)∥xk − z∥2 + γk

[
3K1(1− γk)

αk

γk
∥xk − xk−1∥

+
−4

2η − βkL2
⟨Fz,wk − z⟩+ 4βk

2η − βkL2
∥Fz∥∥Fwk∥

]
. (3.25)

Ta d¹ d ng nhªn th§y r¬ng

lim
k→∞

[
(1− γk)

αk
γk

∥xk − xk−1∥+ 4βk
2η − βkL2

∥Fz∥∥Fwk∥
]
= 0. (3.26)

�º câ thº ¡p döng Bê �· 1.6, ta c¦n chùng minh th¶m r¬ng

lim sup
k→∞

⟨Fz,wk − z⟩ ≥ 0.

Thªt vªy, v¼ z ∈ Sol(F,C), ta câ

lim sup
k→∞

⟨Fz,wk − z⟩ = max
ẑ∈ωw({wk})

⟨Fz, ẑ − z⟩ ≥ 0, (3.27)
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trong �â ωw
({
wk
})

l  tªp c¡c giîi h¤n y¸u cõa d¢y
{
wk
}
. �p döng Bê �· 1.6

cho b§t �¯ng thùc (3.31) vîi c¡c thæng sè sau

ak := ∥xk − z∥2, δk := γk, ck := 0,

bk := 3K1(1− γk)
αk
γk

∥xk − xk−1∥+ −4

2η − βkL2
⟨Fz,wk − z⟩+ 4βk

2η − βkL2
∥Fz∥∥Fwk∥,

ta suy ra r¬ng d¢y {xk} hëi tö m¤nh tîi z ∈ Sol(F,C).
Tr÷íng hñp 2: Gi£ sû r¬ng tçn t¤i d¢y {Γkm} ⊂ {Γk} sao cho Γkm ≤ Γkm+1

vîi måi m ∈ N. Trong tr÷íng hñp n y, ta �ành ngh¾a τ : N → N bði

τ(k) = max{n ≤ k : Γn < Γn+1}. (3.28)

Khi �â, ¡p döng Bê �· 1.3, ta suy ra r¬ng τ(k) → ∞ khi k → ∞ v  Γτ(k) < Γτ(k)+1.
V¼ vªy, tø biºu thùc (3.18), ta câ

∥wτ(k) − PCτ(k)
(wτ(k))∥2 ≤ Γτ(k) − Γτ(k)+1 + ατ(k)(Γτ(k) − Γτ(k)−1)

+ 2ατ(k)∥xτ(k) − xτ(k)−1∥2 + βτ(k)K

≤ ατ(k)∥xτ(k) − xτ(k)−1∥
(√

Γτ(k) +
√
Γτ(k)−1

)
+ 2ατ(k)∥xτ(k) − xτ(k)−1∥2 + βτ(k)K

→ 0. (3.29)

T÷ìng tü nh÷ lªp luªn trong Tr÷íng hñp 1, tø b§t �¯ng thùc (3.29), ta suy
ra c¡c k¸t qu£ sau

lim
k→∞

∥wτ(k) − PCτ(k)
(wτ(k))∥2 = 0, (3.30)

lim sup
k→∞

⟨Fz,wτ(k) − z⟩ = max
ẑ∈ωw({wτ(k)})

⟨Fz, ẑ − z⟩ ≥ 0 (3.31)

v  ta câ b§t �¯ng thùc sau

∥xτ(k)+1 − z∥2 ≤ (1− γτ(k))∥xτ(k) − z∥2 + γτ(k)

[
3K1(1− γτ(k))

ατ(k)

γτ(k)
∥xτ(k) − xτ(k)−1∥

+
−4

2η − βτ(k)L2
⟨Fz,wτ(k) − z⟩+

4βτ(k)
2η − βτ(k)L2

∥Fz∥∥Fwτ(k)∥
]
. (3.32)

V¼ Γτ(k) < Γτ(k)+1, n¶n tø biºu thùc (3.32), ta suy ra

∥xτ(k) − z∥2 ≤ 3K1(1− γτ(k))
ατ(k)

γτ(k)
∥xτ(k) − xτ(k)−1∥

+
−4

2η − βτ(k)L2
⟨Fz,wτ(k) − z⟩+

4βτ(k)
2η − βτ(k)L2

∥Fz∥∥Fwτ(k)∥.

(3.33)
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Tø c¡c h» thùc (3.26), (3.31) v  (3.33), ta suy ra r¬ng

lim sup
k→∞

∥xτ(k) − z∥2 ≤ 0,

v  do �â
lim
k→∞

∥xτ(k) − z∥2 = 0.

Ti¸p theo, tø b§t �¯ng thùc (3.32), ta câ

lim sup
k→∞

∥xτ(k)+1 − z∥2 ≤ lim sup
k→∞

∥xτ(k) − z∥2,

n¶n suy ra
lim
k→∞

∥xτ(k)+1 − z∥2 = 0.

Tø Bê �· 1.3, ta nhªn �÷ñc

0 ≤ ∥xk − z∥ ≤ max{∥xτ(k) − z∥, ∥xk − z∥} ≤ ∥xτ(k)+1 − z∥ → 0.

V¼ vªy, {xk} hëi tö tîi z ∈ Sol(F,C).

3.1.3. Thû nghi»m sè v  ùng döng trong khû mí £nh

Trong ph¦n n y, chóng tæi �÷a ra thû nghi»m sè nh¬m minh håa hi»u qu£
cõa thuªt to¡n �· xu§t thæng qua b i to¡n khû mí £nh.

V½ dö 3.1. B i to¡n khæi phöc £nh câ thº ph¡t biºu nh÷ b i to¡n ng÷ñc sau:
T¼m x, bi¸t A, y v  v, sao cho

y = Ax+ v, (3.34)

trong �â, A ∈ Rm×n l  to¡n tû tuy¸n t½nh (ch¯ng h¤n, PSF), y ∈ Rm×1 l  £nh mí
nháe, v  v ∈ Rm×1 l  nhi¹u trong qu¡ tr¼nh ghi £nh ho°c truy·n £nh, x ∈ Rn×1 l 
£nh gèc ch÷a bi¸t, c¦n khæi phöc, gi£ sû r¬ng x còng sè chi·u vîi y, tùc l  n = m.
Trong h¦u h¸t c¡c tr÷íng hñp, b i to¡n n y l  �°t khæng ch¿nh, do �â vi»c dòng
nghàch �£o cõa A (n¸u tçn t¤i) câ thº d¨n tîi væ nghi»m ho°c nhi·u nghi»m.
�º kh­c phöc nh÷ñc �iºm n y, mët gi£i ph¡p phê bi¸n l  sû döng ph÷ìng ph¡p
hi»u ch¿nh, ð �â, thæng tin cõa £nh muèn khæi phöc �÷ñc cung c§p tr÷îc. Trong
v½ dö n y, b i to¡n (3.34) �÷ñc thay b¬ng mæ h¼nh tèi ÷u hâa sau

min
x∈Rn

f(x) :=
1

2
∥Ax− y∥2 + 1

2
α∥x∥2, (3.35)

thäa m¢n �i·u ki»n ∥x∥1 ≤ t,

trong �â, α l  tham sè d÷ìng, v  ∥.∥1 l  chu©n ℓ1. H m möc ti¶u f l  lçi m¤nh,
kh£ vi v  gradient �÷ñc x¡c �ành bði

∇f(x) = A∗(Ax− y) + αx,
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trong �â A∗ l  li¶n hñp cõa A. Nhªn th§y r¬ng gradient ∇f l  (∥A∥2 + α)-li¶n
töc Lipschitz v  α-�ìn �i»u m¤nh. Bi¸t r¬ng x∗ l  nghi»m cõa b i to¡n (3.35)
n¸u v  ch¿ n¸u x∗ l  nghi»m cõa b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n

T¼m x ∈ C sao cho ⟨∇f(x), y − x⟩ ≥ 0 ∀y ∈ C,

trong �â, C := {x ∈ Rn : ∥x∥1 ≤ t}. Ch§t l÷ñng khæi phöc £nh �÷ñc �°c tr÷ng
bði t¿ sè t½n hi»u cüc �¤i tr¶n nhi¹u nh÷ sau:

PSNR(x) = 20 log10
xmax√
Var(x, x̄)

,

trong �â

Var(x, x̄) =

∑n2

j=1[x̄(j)− x(j)]2

n2
,

v  x̄ l  £nh gèc v  xmax l  gi¡ trà pixel lîn nh§t câ thº cõa £nh.

Original image Blurred and noisy image

Original image Blurred and noisy image

H¼nh 3.1: �nh gèc v  £nh mí nháe.

Chóng tæi ¡p döng Thuªt to¡n 3.1 (IGPM) v  c¡c thuªt to¡n hëi tö m¤nh
trong t i li»u bao gçm Thuªt to¡n VPRGM [46, Thuªt to¡n 1], Thuªt to¡n GPM
[58, Thuªt to¡n 3.1], v  Thuªt to¡n GRA [74] vîi c¡c cï b÷îc gi£m �º khæi phöc
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£nh mí nháe Lena v  Cameraman. K½ch th÷îc cõa £nh l  m = n = 256. �nh gèc
v  £nh mí nháe �÷ñc �÷a ra trong H¼nh 3.1. Trong t§t c£ c¡c thuªt to¡n, chóng
tæi sû döng chung �iºm khði t¤o x0 = x1 = 0 (0 l  vectì trong Rn m  t§t c£ c¡c
th nh ph¦n �·u l  0) v  giîi h¤n sè b÷îc l°p l  2500. Hìn núa, �°t A = RW ,
trong �â R l  ma trªn mí v  W l  bi¸n �êi wavelet nghàch �£o. Nh¥n mí �÷ñc
x¡c �ành bði hij = 1

1+i2+j2 , vîi i, j = −4, 4.
Vîi Thuªt to¡n 3.1 (IGPM), l§y ϵk = 1

k1.1 , θ = 0.6 v  αk �÷ñc t½nh bði (3.3).
Chóng tæi l§y còng cï b÷îc λk = 1

k0.3 , tham sè hi»u ch¿nh α = 2e−5 cho t§t c£
c¡c thuªt to¡n. B¶n c¤nh �â, chån θk = 1 cho VPRGM cõa [46]. K¸t qu£ so s¡nh
cõa bèn thuªt to¡n cho £nh Cameraman v  Lena �÷ñc tr¼nh b y trong B£ng 3.1
v  B£ng 3.2 t÷ìng ùng. C¡c h¼nh £nh khæi phöc �÷ñc thº hi»n ð H¼nh 3.3, 3.5.
D¡ng �i»u hëi tö cõa c¡c thuªt to¡n �÷ñc �÷a ra ð H¼nh 3.2, 3.4.

Times Iter. PSNR

GRA 112.9531 2500 28.4390
VPRGM 113.5313 2500 31.8681
GPM 113.6406 2500 31.8692
IGPM 83.6 2500 37.0024

B£ng 3.1: So s¡nh bèn thuªt to¡n �º khæi phöc l¤i £nh Cameraman bà mí.

Times Iter. PSNR

GRA 112.9531 2500 31.9244
VPRGM 117.6094 2500 35.2395
GPM 117.0469 2500 35.7691
IGPM 94.2031 2500 44.5633

B£ng 3.2: So s¡nh bèn thuªt to¡n �º khæi phöc l¤i £nh Lena bà mí.

H¼nh 3.2, 3.4 cho th§y r¬ng IGPM câ thíi gian ch¤y ½t hìn so vîi c¡c thuªt
to¡n kh¡c. Hìn núa, ph÷ìng ph¡p cõa chóng tæi �÷a ra h¼nh £nh khæi phöc rã
r ng hìn v  gi¡ trà PSNR �÷ñc c£i thi»n.
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H¼nh 3.2: Sü bi¸n thi¶n cõa PSNR cõa £nh Cameraman

Reconstructed image using GRA Reconstructed image using VPRGM

Reconstructed image using GPM Reconstructed image using IGPM

H¼nh 3.3: �nh Cameraman �÷ñc khæi phöc
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H¼nh 3.4: Sü bi¸n thi¶n cõa PSNR cõa £nh Lena

Reconstructed image using GRA Reconstructed image using VPRGM

Reconstructed image using GPM Reconstructed image using IGPM

H¼nh 3.5: �nh Lena �÷ñc khæi phöc
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3.2. Ph÷ìng ph¡p d÷îi �¤o h m t«ng c÷íng gi£i b i to¡n c¥n b¬ng

Trong ph¦n n y, chóng tæi x²t b i to¡n c¥n b¬ng �÷ñc ph¡t biºu nh÷ sau:

T¼m �iºm x∗ ∈ C sao cho f(x∗, y) ≥ 0 ∀y ∈ C, (3.36)

trong �â f : H×H → R l  song h m. �º nghi¶n cùu c¡c thuªt to¡n v  k¸t qu£
thû nghi»m sè cõa b i to¡n c¥n b¬ng (3.36), chóng tæi sû döng c¡c gi£ thi¸t sau

(C1) f gi£ �ìn �i»u tr¶n C;

(C2) Vîi méi y ∈ C, ¡nh x¤ f(·, y) l  nûa li¶n töc tr¶n y¸u tr¶n C;

(C3) Vîi méi x ∈ C, ¡nh x¤ f(x, ·) l  lçi v  nûa li¶n töc d÷îi tr¶n C;

(C4) Tçn t¤i c¡c h¬ng sè d÷ìng c1 v  c2 sao cho �i·u ki»n kiºu Lipschitz sau
�÷ñc thäa m¢n

f(x, y) + f(y, z) ≥ f(x, z)− c1∥x− y∥2 − c2∥y − z∥2 ∀x, y, z ∈ H; (3.37)

(C5) Sol(f, C) ̸= ∅.

G¦n �¥y, c¡c t¡c gi£ trong [28, 38, 39] �¢ �· xu§t nhi·u ph÷ìng ph¡p kh¡c
nhau nh¬m x§p x¿ nghi»m cõa b i to¡n c¥n b¬ng vîi song h m f gi£ �ìn �i»u
m¤nh v  thäa m¢n �i·u ki»n kiºu Lipschitz (3.37). C¦n l÷u þ r¬ng cï b÷îc cõa
c¡c ph÷ìng ph¡p n y th÷íng phö thuëc v o hai h¬ng sè c1 v  c2. Tuy nhi¶n,
trong c¡c b i to¡n c¥n b¬ng têng qu¡t, vi»c x¡c �ành c¡c h¬ng sè c1 v  c2 khæng
d¹ d ng, �i·u n y câ thº £nh h÷ðng �¸n hi»u qu£ cõa c¡c ph÷ìng ph¡p �÷ñc
sû döng. �º kh­c phöc nh÷ñc �iºm n y, Yang v  Liu [117] �¢ �· xu§t ph÷ìng
ph¡p sau:

Thuªt to¡n 3.2 (Thuªt to¡n d÷îi �¤o h m t«ng c÷íng vîi cï b÷îc tü
th½ch nghi)
B÷îc 0: Chån λ0 > 0, x0 ∈ H, µ ∈ (0, 1). �°t k = 1.
B÷îc 1: Vîi k ≥ 1, tø xk, t½nh

yk = argmin
{
λkf(x

k, y) +
1

2
∥xk − y∥2, y ∈ C

}
= proxλkf(xk,.)

(
xk
)
.

B÷îc 2: Chån wk ∈ ∂(f(xk, .)(yk) sao cho xk − λkw
k − yk ∈ NC(y

k), t½nh

zk = argmin
{
λkf(y

k, y) +
1

2
∥xk − y∥2, y ∈ Tk

}
,

vîi Tk =
{
v ∈ H | ⟨xk − λkw

k − yk, v − yk⟩ ≤ 0
}
.
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Thuªt to¡n 3.2 (Thuªt to¡n d÷îi �¤o h m t«ng c÷íng vîi cï b÷îc tü
th½ch nghi)
B÷îc 3: Vîi ¡nh x¤ S : H → H, t½nh

tk = αkx
0 + (1− αk)z

k, xk+1 = βkz
k + (1− βk)St

k,

v 

λk+1 =

{
min

{
µ(∥xk−yk∥2+∥zk−yk∥2)

2(f(xk,zk)−f(xk,yk)−f(yk,zk)) , λk

}
, n¸u f(xk, zk)− f(xk, yk)− f(yk, zk) > 0,

λk, ng÷ñc l¤i.

�°t k := k + 1 v  quay l¤i B÷îc 1.

C¡c t¡c gi£ trong [117] �¢ chùng minh r¬ng d¢y cï b÷îc {λk} t¤o bði Thuªt
to¡n 3.2 l  mët d¢y �ìn �i»u gi£m v  bà ch°n d÷îi nh÷ sau:

λk ≥ min
{

µ

2max{c1, c2}
, λ0

}
∀k.

�º tr¡nh t½nh gi£m cõa d¢y cï b÷îc {λk}, g¦n �¥y Ngamkhum v  cëng sü
[86] �¢ �· xu§t mët thuªt to¡n vîi quy t­c chån cï b÷îc khæng �ìn �i»u gi£m
v  thi¸t lªp �÷ñc t½nh hëi tö m¤nh cõa thuªt to¡n n y d÷îi c¡c �i·u ki»n gi£
thi¸t th½ch hñp.

Thuªt to¡n 3.3 (Thuªt to¡n �¤o h m t«ng c÷íng qu¡n t½nh vîi cï
b÷îc khæng �ìn �i»u gi£m)
Khði t¤o: Chån c¡c tham sè λ1 > 0, τ ∈ [0, 1), µ ∈ (0, 1), σ ∈ (0, 1

2µ), η ∈ [σ, 1µ),
{γk} ⊂ [0, 1] sao cho lim

k→∞
γk = 1, {αk} ⊂ (0, 1) vîi 0 < inf αk ≤ supαk < 1,

{ξk} ⊂ [1,∞),
∞∑
k=0

(ξk − 1) < ∞, {ρk} ⊂ [0,∞),
∞∑
k=0

ρk < ∞, v  {ϵk} ⊂ [0,∞),

{βk} ⊂ (0, 1) sao cho
∞∑
k=0

βk = ∞, lim
k→∞

βk = 0, v  lim
k→∞

ϵk
βk

= 0. Chån c¡c �iºm x0,

x1 ∈ H v  �°t k = 1.
B÷îc 1: Chån θk thäa m¢n 0 ≤ θk ≤ θ̄k, trong �â

θ̄k =

{
min

{
τ, ϵk

∥xk−xk−1∥

}
, n¸u xk ̸= xk−1

τ, ng÷ñc l¤i,

v  t½nh
wk = (1− βk)

(
xk + θk

(
xk − xk−1

))
.
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Thuªt to¡n 3.3 (Thuªt to¡n �¤o h m t«ng c÷íng qu¡n t½nh vîi cï
b÷îc khæng �ìn �i»u gi£m)
B÷îc 2: Gi£i hai b i to¡n lçi m¤nh sau

yk = argmin
{
ηλkf

(
wk, y

)
+

1

2

∥∥y − wk
∥∥2 : y ∈ C

}
zk = argmin

{
σλkf

(
yk, y

)
+

1

2

∥∥y − wk
∥∥2 : y ∈ C

}
.

B÷îc 3: T½nh

λk+1 =


min

{
µ
(
∥wk−yk∥2

+∥zk−yk∥2
)

2(f(wk,zk)−f(wk,yk)−f(yk,zk))
, ξkλk + ρk

}
,

n¸u f
(
wk, zk

)
− f

(
wk, yk

)
− f

(
yk, zk

)
> 0,

ξkλk + ρk, ng÷ñc l¤i.

B÷îc 4: Vîi ¡nh x¤ T : H → H, t½nh

vk = γkw
k + (1− γk)Tw

k,

xk+1 = αkv
k + (1− αk)Tz

k,

B÷îc 5: �°t k := k + 1 v  quay l¤i B÷îc 1.

C¡c k¸t qu£ kh¡c li¶n quan �¸n cï b÷îc n y câ thº tham kh£o c¡c t i li»u
[31, 95, 98, 99, 108, 116] v  c¡c t i li»u tham kh£o trong �â. Tuy nhi¶n, d¢y {λk}
sinh bði Thuªt to¡n 3.2 l  mët d¢y �ìn �i»u gi£m. N¸u cï b÷îc qu¡ nhä, khèi
l÷ñng t½nh to¡n s³ lîn v  ti¶u tèn nhi·u thíi gian. Hìn núa, ph÷ìng ph¡p chi¸u
kiºu t¼m ki¸m theo tia (line-search) nh÷ trong [26, 113] th÷íng l m cho cï b÷îc
gi£m v· 0, d¨n �¸n tèc �ë hëi tö cõa thuªt to¡n chªm ð c¡c b÷îc l°p lîn.

Nhúng l÷u þ n y d¨n �¸n c¥u häi sau: Li»u câ thº x¥y düng c¡c thuªt to¡n
sao cho d¢y cï b÷îc t«ng d¦n sau mët sè b÷îc húu h¤n n o �â khæng? �÷ñc thóc
�©y bði c¡c nghi¶n cùu cõa Yang v  Liu [116], Ho i v  cëng sü [48, 49] còng vîi
c¡c ph÷ìng ph¡p �¢ �÷ñc �· cªp, chóng tæi �· xu§t hai thuªt to¡n d÷îi �¤o
h m t«ng c÷íng x§p x¿ nghi»m b i to¡n (3.36). ×u �iºm ch½nh cõa c¡c ph÷ìng
ph¡p n y l  d¢y cï b÷îc th½ch nghi t«ng d¦n sau mët sè húu h¤n b÷îc l°p. �°c
�iºm n y gióp kh­c phöc nhúng h¤n ch¸ cõa mët sè thuªt to¡n �¢ �÷ñc n¶u
tr÷îc �â.

3.2.1. Thuªt to¡n vîi cï b÷îc t«ng

Düa tr¶n þ t÷ðng tø c¡c thuªt to¡n �÷ñc tr¼nh b y trong [47, 48, 112, 116],
chóng tæi x¥y düng mët thuªt to¡n vîi cï b÷îc t«ng x§p x¿ nghi»m b i to¡n c¥n
b¬ng vîi song h m gi£ �ìn �i»u.

87



Thuªt to¡n 3.4 (Thuªt to¡n d÷îi �¤o h m t«ng c÷íng vîi cï b÷îc
t«ng [NISEM])
Khði t¤o: Chån c¡c tham sè λ1 > 0, 0 < µ1 < µ0 < σ < 1

2 , θ ∈ [0, 1). Chån c¡c

d¢y tham sè {ϵk}, {ξk} ⊂ [0,∞) thäa m¢n
∞∑
k=0

ϵk <∞,
∞∑
k=0

ξk <∞. Chån c¡c �iºm

khði t¤o x0, x1 ∈ C v  �°t k = 1.
B÷îc 1: Tø c¡c �iºm xk−1 v  xk (k ≥ 1), chån αk sao cho 0 ≤ αk ≤ ᾱk, vîi

ᾱk =

{
min

{
θ, ξk

∥xk−xk−1∥

}
n¸u xk ̸= xk−1,

θ ng÷ñc l¤i.

T½nh wk = xk + αk(x
k − xk−1),

yk = argmin
y∈C

{
λkf(w

k, y) +
1

2
∥y − wk∥2

}
.

N¸u yk = wk th¼ xk l  nghi»m v  døng thuªt to¡n. Ng÷ñc l¤i, chuyºn B÷îc 2.
B÷îc 2: L§y ζk ∈ ∂(f(wk, .))(yk) sao cho wk−λkζk−yk ∈ NC(y

k). X²t nûa khæng
gian Tk câ c§u tróc nh÷ sau

Tk = {x ∈ H : ⟨wk − λkζ
k − yk, x− yk⟩ ≤ 0}.

T½nh

xk+1 = argmin
y∈Tk

{
λkf(y

k, y) +
1

2
∥y − wk∥2

}
,

ηk = f(wk, xk+1)− f(wk, yk)− f(yk, xk+1), δk = ∥wk − yk∥2 + ∥yk − xk+1∥2.

Cªp nhªt cï b÷îc λk theo cæng thùc

λk+1 =

µ1
δk
ηk
, n¸u ηk >

µ0

λk
δk,

(1 + ϵk)λk, ng÷ñc l¤i.
(3.38)

�°t k := k + 1, v  quay l¤i B÷îc 1.

Chó þ 3.2 (B¼nh luªn v· chi¸n l÷ñc cï b÷îc t«ng th½ch nghi). Chi¸n l÷ñc cï
b÷îc trong Thuªt to¡n 3.4 thuëc lîp c¡c ph÷ìng ph¡p adaptive non�monotone,
trong �â cï b÷îc khæng bà ²p ph£i gi£m �ìn �i»u theo sè váng l°p, nh÷ng måi
sü gia t«ng �·u �÷ñc kiºm so¡t ch°t ch³. T� sè

f(wk, xk+1)− f(wk, yk)− f(yk, xk+1)

∥wk − yk∥2 + ∥yk − xk+1∥2
(3.39)
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xem nh÷ mët ÷îc l÷ñng cöc bë, thay th¸ cho c¡c h¬ng sè kiºu Lipschitz to n
cöc. �i·u ki»n

f(wk, xk+1)− f(wk, yk)− f(yk, xk+1) ≤ µ0
λk

(∥wk − yk∥2 + ∥yk − xk+1∥2), 0 < µ0 < 1,

(3.40)
�âng vai trá nh÷ mët ti¶u chu©n an to n, b£o �£m r¬ng cï b÷îc hi»n t¤i khæng
v÷ñt qu¡ ng÷ïng ên �ành cöc bë x¡c �ành bði (3.39). Khi �i·u ki»n n y �÷ñc
thäa m¢n, cï b÷îc �÷ñc ph²p t«ng theo quy t­c λk+1 = λk(1 + ϵk), nh¬m khai
th¡c c¡c vòng m  cï b÷îc nhä hìn nghàch �£o (câ trång sè) cõa t� sè (3.39).
Ng÷ñc l¤i, khi �i·u ki»n bà vi ph¤m, cï b÷îc �÷ñc �i·u ch¿nh gi£m ngay lªp tùc
bði cæng thùc (3.38), �÷a thuªt to¡n trð l¤i vòng ên �ành. Vi»c cho ph²p cï b÷îc
t«ng câ t¡c döng c£i thi»n �¡ng kº hi»u n«ng thüc nghi»m, �°c bi»t l  gi£m sè
váng l°p ho°c thíi gian t½nh to¡n. M°t kh¡c, cï b÷îc t«ng khæng g¥y ph¥n ký.

Thªt vªy, chuéi �i·u khiºn {ϵk} thäa
∞∑
k=1

ϵk < ∞, n¶n sü gia t«ng cõa λk l  húu

h¤n. Hìn núa, méi khi cï b÷îc trð n¶n qu¡ lîn, tùc l  �i·u ki»n (3.40) bà ph¡
vï v  cì ch¸ gi£m cï b÷îc �÷ñc k½ch ho¤t ngay. Do �â, thuªt to¡n �¤t �÷ñc sü
c¥n b¬ng giúa t½nh th½ch nghi, hi»u qu£ t½nh to¡n v  t½nh ên �ành cõa sü hëi tö
to n cöc.

Bê �· sau �£m b£o r¬ng n¸u thuªt to¡n k¸t thóc t¤i b÷îc l°p thù k, th¼ x§p
x¿ thu �÷ñc t¤i b÷îc n y ch½nh l  nghi»m cõa b i to¡n c¥n b¬ng (3.36).

Bê �· 3.4. N¸u yk = wk th¼ yk ∈ Sol(f, C).

Chùng minh. Ta câ

yk = argmin
y∈C

{
λkf(w

k, y) +
1

2
∥y − wk∥2

}
.

Do �â, ¡p döng Bê �· 1.1, ta câ

0 ∈ ∂

[
λkf(w

k, .) +
1

2
∥.− wk∥2

]
(yk) +NC(y

k),

câ ngh¾a, 0 ∈ ∂(λkf(w
k, .))(yk)+yk−wk+NC(y

k). V¼ vªy, tçn t¤i ηk ∈ ∂(f(wk, .))(yk)
sao cho

wk − λkη
k − yk ∈ NC(y

k).

Tø �â suy ra r¬ng

⟨wk − λkη
k − yk, y − yk⟩ ≤ 0 ∀y ∈ C.

N¸u yk = wk th¼
⟨ηk, y − yk⟩ ≥ 0 ∀y ∈ C.

Theo gi£ thi¸t (C3), ta câ

f(yk, y) = f(yk, y)− f(yk, yk) ≥ ⟨ηk, y − yk⟩ ≥ 0 ∀y ∈ C,

�i·u �â câ ngh¾a r¬ng yk ∈ Sol(f, C).
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Chó þ 3.3. Tø chùng minh cõa Bê �· 3.4, ta suy ra r¬ng C ⊂ Tk.

Bê �· sau �÷a ra c¡c t½nh ch§t cõa d¢y cï b÷îc �÷ñc x¡c �ành trong Thuªt
to¡n 3.4.

Bê �· 3.5. Gi£ sû {λk} l  d¢y cï b÷îc sinh bði Thuªt to¡n 3.4. Khi �â, ta câ
c¡c kh¯ng �ành sau

(i) Vîi måi k ≥ 2, ta câ λk ≥ λmin := min
{

µ1

max{c1,c2} , λ1

}
> 0;

(ii) D¢y {λk} hëi tö;

(iii) Tçn t¤i sè nguy¶n d÷ìng k0 sao cho λk+1 ≥ λk vîi måi k ≥ k0.

Chùng minh. (i) Thªt vªy, do f thäa m¢n gi£ thi¸t (C4), n¶n ta suy ra r¬ng

µ1
∥wk − yk∥2 + ∥yk − xk+1∥2

ηk
≥ µ1

∥wk − yk∥2 + ∥yk − xk+1∥2

c1∥wk − yk∥2 + c2∥yk − xk+1∥2

≥ µ1
max{c1, c2}

∀k ≥ 2.

V¼ vªy, ta suy ra r¬ng

λ2 ≥ min
{

µ1
max{c1, c2}

, λ1

}
.

Dòng quy n¤p, ta suy ra d¢y {λk} bà ch°n d÷îi bði min
{

µ1

max{c1,c2} , λ1
}
.

(ii) Lªp luªn t÷ìng tü nh÷ trong [47, 48], �°t uk = lnλk+1 − lnλk ∀k ≥ 0, ta
câ uk = u+k − u−k , vîi

u+k = max{0, uk} ≥ 0 v  u−k = −min{0, uk} ≥ 0 vîi måi k ≥ 0.

Düa v o biºu thùc x¡c �ành λk trong Thuªt to¡n 3.4, ta suy ra r¬ng

uk = ln
λk+1

λk
≤ ln(1 + ϵk) ≤ ϵk ∀k ≥ 0,

�i·u �â câ ngh¾a u+k ≤ ϵk. Do �â chuéi
∞∑
k=0

ϵk hëi tö, ta suy ra
∞∑
k=0

u+k < ∞. Ta

nhªn th§y r¬ng
∞∑
k=0

u−k l  mët chuéi khæng ¥m v  sû döng h» thùc sau

lnλk+1 − lnλ0 =

k∑
i=0

ui =

k∑
i=0

(u+i − u−i ) =

k∑
i=0

u+i −
k∑

i=0

u−i , (3.41)
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ta th§y r¬ng n¸u lim
k→∞

k∑
i=0

u−i = ∞ th¼ lim
k→∞

(lnλk+1) = −∞, tùc l , lim
k→∞

λk = 0. �i·u

n y m¥u thu¨n vîi (i) v  do �â chuéi
∞∑
k=0

u−k ph£i hëi tö. Cuèi còng, tø h» thùc

(3.41), ta câ k¸t luªn c¦n chùng minh lim
k→∞

λk = λ∗, vîi λmin ≤ λ∗ <∞.

(iii) Ta c¦n chùng minh tçn t¤i h¬ng sè k0 sao cho

ηk ≤ µ0
λk
δk ∀k ≥ k0.

Khi �â theo cæng thùc cªp nhªt cï b÷îc, ta câ λk+1 = (1 + ϵk)λk ≥ λk. Gi£ sû
ng÷ñc l¤i r¬ng tçn t¤i mët d¢y ch¿ sè con {kl}, kl → ∞ sao cho

ηkl >
µ0
λkl

δkl .

Khi �â, theo quy t­c cªp nhªt cï b÷îc trong tr÷íng hñp n y, ta câ

λkl+1 = µ1
δkl
ηkl

Do �â
µ1δkl
λkl+1

= ηkl >
µ0
λkl

δkl ,

tùc l ,
λkl+1

λkl
<
µ1
µ0

∀kl.

M°t kh¡c, tø k¸t qu£ (ii), ta bi¸t r¬ng

lim
l→∞

λkl = lim
l→∞

λkl+1 = lim
k→∞

λk = λ∗.

K¸t hñp vîi b§t �¯ng thùc tr÷îc, ta suy ra

λ∗

λ∗
≤ µ1
µ0

< 1.

�i·u n y m¥u thu¨n. Do �â, gi£ sû ban �¦u l  sai v  Bê �· �÷ñc chùng minh.

Bê �· ti¸p theo �âng vai trá then chèt trong vi»c thi¸t lªp t½nh hëi tö cõa
Thuªt to¡n 3.4.

Bê �· 3.6. Gi£ sû c¡c d¢y {xk} v  {yk} sinh bði Thuªt to¡n 3.4 v  z ∈ Sol(f, C).
Khi �â ∀k ≥ k1, b§t �¯ng thùc sau �÷ñc thäa m¢n

∥xk+1 − z∥2 ≤ ∥wk − z∥2 −
(
1− 2σ

λk
λk+1

)
∥wk − yk∥2 −

(
1− 2σ

λk
λk+1

)
∥xk+1 − yk∥2

+ 2λkf(y
k, z).
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Chùng minh. Tø xk+1 = argmin
y∈Tk

{
λkf(y

k, y) + 1
2∥y − wk∥2

}
v  Bê �· 1.1, suy ra

0 = λkg
k + xk+1 − wk + qk,

trong �â gk ∈ ∂(f(yk, .))(xk+1) v  qk ∈ NTk
(xk+1). Tø �ành ngh¾a

NTk
(xk+1) = {q ∈ H : ⟨q, y − xk+1⟩ ≤ 0, ∀y ∈ Tk}

v  do C ⊂ Tk, ta câ

⟨wk − xk+1 − λkg
k, z − xk+1⟩ ≤ 0.

Suy ra

⟨wk − xk+1, z − xk+1⟩ ≤ λk⟨gk, z − xk+1⟩ ≤ λk(f(y
k, z)− f(yk, xk+1)).

Khi �â, ta câ �¡nh gi¡ sau

∥xk+1 − z∥2 = ∥wk − z∥2 + ∥xk+1 − wk∥2 + 2⟨xk+1 − wk, wk − z⟩
= ∥wk − z∥2 − ∥xk+1 − wk∥2 + 2⟨xk+1 − wk, xk+1 − z⟩
≤ ∥wk − z∥2 − ∥xk+1 − wk∥2 + 2λk(f(y

k, z)− f(yk, xk+1))

= ∥wk − z∥2 − ∥xk+1 − wk∥2 + 2λk[f(w
k, yk)− f(wk, xk+1)]

+ 2λk[f(w
k, xk+1)− f(wk, yk)− f(yk, xk+1)] + 2λkf(y

k, z)

= ∥wk − z∥2 − ∥xk+1 − wk∥2 + Ak +Bk + 2λkf(y
k, z), (3.42)

trong �â

Ak = 2λk[f(w
k, yk)− f(wk, xk+1)],

Bk = 2λk[f(w
k, xk+1)− f(wk, yk)− f(yk, xk+1)].

Tø �ành ngh¾a cõa tªp Tk v  xk+1 ∈ Tk, ta nhªn �÷ñc

⟨wk − λkζ
k − yk, xk+1 − yk⟩ ≤ 0,

trong �â ζk ∈ ∂(f(wk, .))(yk). Sû döng �ành ngh¾a d÷îi vi ph¥n cõa h m lçi, ta
câ �¡nh gi¡ sau

f(wk, y)− f(wk, yk) ≥ ⟨ζk, y − yk⟩, ∀y ∈ H.

Do �â

2λk[f(w
k, xk+1)− f(wk, yk)] ≥ 2λk⟨ζk, xk+1 − yk⟩

≥ 2⟨wk − yk, xk+1 − yk⟩. (3.43)
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Suy ra

Ak ≤ 2⟨yk − wk, xk+1 − yk⟩
= ∥xk+1 − wk∥2 − ∥wk − yk∥2 − ∥xk+1 − yk∥2. (3.44)

Do chuéi d÷ìng
∞∑
k=0

ϵk hëi tö v  gi£ thi¸t 0 < µ0 < σ, ta câ thº chån mët sè tü

nhi¶n k1 ∈ N sao cho
ϵk <

σ

µ0
− 1 ∀k ≥ k1.

Vi»c lüa chån ch¿ sè k1 nh÷ tr¶n cho ph²p chùng minh t½nh �óng �­n cõa b§t
�¯ng thùc sau

Bk ≤ 2σ
λk
λk+1

[∥wk − yk∥2 + ∥yk − xk+1∥2], ∀k ≥ k1. (3.45)

Thªt vªy, n¸u ηk >
µ0

λk
δk, th¼ tø (3.38), suy ra

Bk = 2λk[f(w
k, xk+1)− f(wk, yk)− f(yk, xk+1)]

= 2µ1
λk
λk+1

[∥wk − yk∥2 + ∥yk − xk+1∥2]

< 2σ
λk
λk+1

[∥wk − yk∥2 + ∥yk − xk+1∥2]. (3.46)

Ng÷ñc l¤i, n¸u ηk ≤ µ0

λk
δk, th¼ ta câ

Bk = 2λk[f(w
k, xk+1)− f(wk, yk)− f(yk, xk+1)]

≤ 2µ0[∥wk − yk∥2 + ∥yk − xk+1∥2]

< 2
σ

1 + ϵk
[∥wk − yk∥2 + ∥yk − xk+1∥2]

= 2σ
λk
λk+1

[∥wk − yk∥2 + ∥yk − xk+1∥2]. (3.47)

Tø c¡c b§t �¯ng thùc (3.46) v  (3.47), ta k¸t luªn r¬ng b§t �¯ng thùc (3.45) l 
�óng. K¸t hñp vîi (3.42), (3.44) v  (3.45), vîi ∀k ≥ k1, ta suy ra

∥xk+1 − z∥2 ≤ ∥wk − z∥2 −
(
1− 2σ

λk
λk+1

)
∥wk − yk∥2 −

(
1− 2σ

λk
λk+1

)
∥xk+1 − yk∥2

+ 2λkf(y
k, z). (3.48)

Do z ∈ Sol(f, C), th¼ theo t½nh gi£ �ìn �i»u cõa ¡nh x¤ f ta câ f(yk, z) ≤ 0. Khi
�â, vîi ∀k ≥ k1, b§t �¯ng thùc (3.48) d¨n �¸n

∥xk+1 − z∥2 ≤ ∥wk − z∥2 −
(
1− 2σ

λk
λk+1

)
∥wk − yk∥2 −

(
1− 2σ

λk
λk+1

)
∥xk+1 − yk∥2.

(3.49)

Ta câ �i·u c¦n chùng minh.
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Sû döng c¡c bê �· �¢ thi¸t lªp ð tr¶n, chóng ta câ thº ph¡t biºu v  chùng
minh k¸t qu£ hëi tö sau �èi vîi Thuªt to¡n 3.4.

�ành lþ 3.2. Cho C l  mët tªp lçi, �âng, kh¡c réng trong khæng gian Hilbert thüc
H, v  f : H×H → R l  song h m c¥n b¬ng thäa m¢n c¡c �i·u ki»n (C1)�(C5).
Khi �â, d¢y {xk} sinh bði Thuªt to¡n 3.4 hëi tö y¸u �¸n mët nghi»m cõa b i
to¡n c¥n b¬ng EP(f, C).

Chùng minh. Gi£ sû z ∈ Sol(f, C). Tr÷îc ti¶n, ta chùng minh tçn t¤i giîi h¤n
lim
k→∞

∥xk − z∥. Thªt vªy, x²t giîi h¤n

lim
k→∞

(
1− 2σ

λk
λk+1

)
= 1− 2σ > 0, (3.50)

do �â tçn t¤i ch¿ sè k2 > k1 sao cho
(
1− 2σ λk

λk+1

)
> 0 vîi måi k ≥ k2. Khi �â, tø

b§t �¯ng thùc (3.49), ta suy ra

∥xk+1 − z∥ ≤ ∥wk − z∥ ∀k ≥ k2.

Hìn núa, tø cæng thùc cªp nhªt cõa wk, ta câ

∥xk+1 − z∥ ≤ ∥xk − z∥+ αk∥xk − xk−1∥ ∀k ≥ k2.

�°t ak := ∥xk − z∥, bk = αk∥xk − xk−1∥ v  nhªn th§y r¬ng bk ≤ ξk vîi måi k ≥ 0,

do �â
∞∑
k=0

ck <∞. �p döng Bê �· 1.5 ta suy ra r¬ng giîi h¤n lim
k→∞

∥xk−z∥ tçn t¤i

v  do �â d¢y {xk} bà ch°n. M°t kh¡c, tø mët ph²p t½nh �ìn gi£n, ta thu �÷ñc

∥wk − z∥2 = ∥(1 + αk)(x
k − z)− αk(x

k−1 − z)∥2

= (1 + αk)∥xk − z∥2 − αk∥xk−1 − z∥2 + αk(1 + αk)∥xk − xk−1∥2

≤ (1 + αk)∥xk − z∥2 − αk∥xk−1 − z∥2 + 2αk∥xk − xk−1∥2. (3.51)

Hìn núa, tø b§t �¯ng thùc (3.49) ta suy ra

0 ≤
(
1− 2σ

λk
λk+1

)
∥wk − yk∥2 +

(
1− 2σ

λk
λk+1

)
∥xk+1 − yk∥2 ≤ ∥wk − z∥2 − ∥xk+1 − z∥2

≤ ∥xk − z∥2 − ∥xk+1 − z∥2 + αk[∥xk − z∥2 − ∥xk−1 − z∥2] + 2αk∥xk − xk−1∥2.
(3.52)

Do αk∥xk−xk−1∥2 ≤ αkM2∥xk−xk−1∥, trong �â M2 = sup
k∈N

∥xk−xk−1∥ v  k¸t hñp

vîi αk∥xk − xk−1∥ → 0, ta câ αk∥xk − xk−1∥2 → 0 khi k → ∞. L§y giîi h¤n hai v¸
cõa b§t �¯ng thùc (3.52) v  l÷u þ r¬ng d¢y {∥xk − z∥2} hëi tö, ta suy ra

lim
k→∞

∥wk − yk∥ = lim
k→∞

∥xk+1 − yk∥ = 0. (3.53)
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Tø �â, ta k¸t luªn r¬ng
lim
k→∞

∥wk − xk+1∥ = 0. (3.54)

Theo Bê �· 1.4, �º ho n t§t chùng minh, ta c¦n ch¿ ra r¬ng måi �iºm giîi h¤n
y¸u cõa d¢y {xk} �·u thuëc tªp nghi»m Sol(f, C). Gi£ sû x̄ l  mët �iºm giîi h¤n
y¸u b§t ký cõa d¢y {xk}. V¼ {xk} bà ch°n, n¶n tçn t¤i mët d¢y con {xkl} sao cho

xkl ⇀ x̄. Hìn núa, do 0 ≤ ∥wk − xk∥ = αk∥xk − xk−1∥ = bk v 
∞∑
k=0

bk < ∞, n¶n ta

câ wkl ⇀ x̄. Do �â suy ra ykl ⇀ x̄ ∈ C. Tø cæng thùc

xk+1 = argmin
y∈Tk

{
λkf(y

k, y) +
1

2
∥y − wk∥2

}
v  Bê �· 1.1, tçn t¤i uk ∈ ∂(f(yk, .))(xk+1) v  qk ∈ NTk

(xk+1), sao cho

0 = λku
k + xk+1 − wk + qk.

Tø �ành ngh¾a cõa NTk
(xk+1), ta suy ra

⟨wk − xk+1 − λku
k, y − xk+1⟩ ≤ 0 ∀y ∈ Tk.

Do C ⊂ Tk, n¶n ta câ

⟨wk − xk+1 − λku
k, y − xk+1⟩ ≤ 0 ∀y ∈ C,

⟨wk − xk+1, y − xk+1⟩ ≤ ⟨λkuk, y − xk+1⟩ ∀y ∈ C.

M°t kh¡c, v¼ uk ∈ ∂(f(yk, .))(xk+1), n¶n ta câ �¡nh gi¡ sau

⟨uk, y − xk+1⟩ ≤ f(yk, y)− f(yk, xk+1) ∀y ∈ C.

Do �â, ta thu �÷ñc b§t �¯ng thùc

⟨wk − xk+1, y − xk+1⟩
λk

≤ f(yk, y)− f(yk, xk+1) ∀y ∈ C. (3.55)

Tø (3.45) v  (3.43), ta suy ra

2λkf(y
k, xk+1) ≥ 2λk[f(w

k, xk+1)− f(wk, yk)]− 2σ
λk
λk+1

[∥wk − yk∥2 + ∥yk − xk+1∥2]

≥ 2⟨wk − yk, xk+1 − yk⟩ − 2σ
λk
λk+1

[∥wk − yk∥2 + ∥yk − xk+1∥2]. (3.56)

K¸t hñp (3.55) v  (3.56), ta thu �÷ñc

⟨wk − xk+1, y − xk+1⟩ ≤ λkf(y
k, y)− ⟨wk − yk, xk+1 − yk⟩

+ 2σ
λk
λk+1

[∥wk − yk∥2 + ∥yk − xk+1∥2] ∀y ∈ C. (3.57)
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Thay k bði kl trong b§t �¯ng thùc (3.57), ta suy ra r¬ng

⟨wkl − xkl+1, y − xkl+1⟩ ≤ λklf(y
kl , y)− ⟨wkl − ykl , xkl+1 − ykl⟩

+ σ
λkl
λkl+1

[∥wkl − ykl∥2 + ∥ykl − xkl+1∥2] ∀y ∈ C. (3.58)

L§y giîi h¤n khi l → ∞ trong (3.58) v  sû döng t½nh nûa li¶n töc d÷îi y¸u cõa
h m f(., y) còng vîi h» qu£ tø (3.53), ta suy ra

f(x̄, y) ≥ 0 ∀y ∈ C.

�i·u n y câ ngh¾a l  x̄ ∈ Sol(f, C). V¼ x̄ l  mët �iºm tö y¸u tòy þ cõa d¢y
{
xk
}
,

ta k¸t luªn r¬ng måi �iºm tö y¸u cõa d¢y n y �·u thuëc tªp nghi»m Sol(f, C).
Do �â, theo Bê �· 1.4, d¢y

{
xk
}
hëi tö y¸u �¸n mët nghi»m cõa b i to¡n c¥n

b¬ng (3.36).

3.2.2. Bi¸n thº qu¡n t½nh v  x§p x¿ g­n k¸t

Ph¡t triºn tø þ t÷ðng trong Thuªt to¡n 2.1 cõa [99], chóng tæi �· xu§t mët
c¡ch lüa chån kh¡c cho tham sè θ trong Thuªt to¡n 3.4 nh÷ sau:

Thuªt to¡n 3.5 (Thuªt to¡n d÷îi �¤o h m t«ng c÷íng qu¡n t½nh vîi
cï b÷îc t«ng [SEMNS])
Khði t¤o: Chån c¡c tham sè λ1 > 0, 0 < µ1 < µ0 < σ < 1

2 , θ ∈
[
0, 1√

τ

)
, τ ≥ 1,

α ∈ (0, 1). Chån c¡c d¢y tham sè {ϵk} thäa m¢n
∞∑
k=0

ϵk <∞. Chån c¡c �iºm khði

t¤o x0, x1 ∈ C v  �°t k = 1.
B÷îc 1: Tø c¡c �iºm xk−1 v  xk (k ≥ 1), t½nh

wk = xk + θ(xk − xk−1),

yk = argmin
y∈C

{
λkf(w

k, y) +
1

2
∥y − wk∥2

}
.

N¸u yk = wk th¼ xk l  nghi»m v  døng thuªt to¡n. Ng÷ñc l¤i, chuyºn B÷îc 2.
B÷îc 2: L§y ζk ∈ ∂(f(wk, .))(yk) sao cho wk−λkζk−yk ∈ NC(y

k). X²t nûa khæng
gian Tk câ c§u tróc nh÷ sau Tk = {x ∈ H : ⟨wk − λkζ

k − yk, x− yk⟩ ≤ 0}. T½nh

zk = argmin
y∈Tk

{
λkf(y

k, y) +
1

2
∥y − wk∥2

}
,

xk+1 = (1− α)wk + αzk, (3.59)

ηk = f(wk, xk+1)− f(wk, yk)− f(yk, xk+1), δk = ∥wk − yk∥2 + ∥yk − xk+1∥2.
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Thuªt to¡n 3.5 (Thuªt to¡n d÷îi �¤o h m t«ng c÷íng qu¡n t½nh vîi
cï b÷îc t«ng [SEMNS])
Cªp nhªt cï b÷îc λk theo cæng thùc

λk+1 =

µ1
δk
ηk
, n¸u ηk >

µ0

λk
δk,

(1 + ϵk)λk, ng÷ñc l¤i.

�°t k := k + 1, v  quay l¤i B÷îc 1.

Sü hëi tö cõa Thuªt to¡n 3.5 �÷ñc kh¯ng �ành trong �ành lþ sau.

�ành lþ 3.3. Cho C l  mët tªp lçi �âng kh¡c réng trong khæng gian Hilbert thüc
H, v  f : H×H → R l  song h m c¥n b¬ng thäa m¢n c¡c �i·u ki»n (C1)�(C5).
N¸u �i·u ki»n sau �÷ñc tho£ m¢n

α ∈
(
0,

√
τθ2 − (τ + 1)θ +

√
τ√

τθ2 − (τ + 1)θ +
√
τ +

√
τθ(1 + θ)

)
,

th¼ d¢y {xk} sinh bði Thuªt to¡n 3.5 hëi tö y¸u �¸n mët nghi»m cõa b i to¡n
c¥n b¬ng EP(f, C).

Chùng minh. Lªp luªn t÷ìng tü nh÷ trong Bê �· 3.6, vîi måi k ≥ k1, ta thu
�÷ñc

∥zk − z∥2 ≤ ∥wk − z∥2 −
(
1− 2σ

λk

λk+1

)
∥wk − yk∥2 −

(
1− 2σ

λk

λk+1

)
∥zk − yk∥2. (3.60)

Ti¸p töc theo h÷îng chùng minh trong [99, �ành lþ 3.1]. Tø (3.50), tçn t¤i
k2 > k1 sao cho

1− 2σ
λk
λk+1

> 0 ∀k > k2.

Tø biºu thùc (3.59), ta câ∥∥xk+1 − z
∥∥2 = ∥∥(1− α)wk + αzk − z

∥∥2
=
∥∥(1− α)

(
wk − z

)
+ α

(
zk − z

)∥∥2
= (1− α)

∥∥wk − z
∥∥2 + α

∥∥zk − z
∥∥2 − (1− α)α

∥∥zk − wk
∥∥2 . (3.61)

K¸t hñp (3.60) v  (3.61), ta thu �÷ñc

∥xk+1 − z∥2 ≤∥wk − z∥2 −
(
1− 2σ

λk
λk+1

)
α∥wk − yk∥2

−
(
1− 2σ

λk
λk+1

)
α∥zk − yk∥2 − (1− α)α∥zk − wk∥2. (3.62)
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Tø (3.59), ta câ zk −wk = 1
α(x

k+1−wk), �i·u n y k¸t hñp vîi (3.62) cho ta �¡nh
gi¡ sau

∥xk+1 − z∥2 ≤ ∥wk − z∥2 −
(
1− 2σ

λk
λk+1

)
α∥wk − yk∥2

−
(
1− 2σ

λk
λk+1

)
α∥zk − yk∥2 − 1− α

α
∥xk+1 − wk∥2

≤ ∥wk − z∥2 − 1− α

α
∥xk+1 − wk∥2

= ∥wk − z∥2 − ρ∥xk+1 − wk∥2 ∀k ≥ k2, (3.63)

trong �â ρ := 1−α
α . Hìn núa, ta câ

∥wk − z∥2 = ∥xk + θ(xk − xk−1)− z∥2

= ∥(1 + θ)(xk − z)− θ(xk−1 − z)∥2

= (1 + θ)∥xk − z∥2 − θ∥xk−1 − z∥2 + (1 + θ)θ∥xk − xk−1∥2. (3.64)

M°t kh¡c, ta công câ

∥xk+1 − wk∥2 = ∥xk+1 − xk − θ(xk − xk−1)∥2

= ∥xk+1 − xk∥2 + θ2∥xk − xk−1∥2 − 2θ⟨xk+1 − xk, xk − xk−1⟩
≥ ∥xk+1 − xk∥2 + θ2∥xk − xk−1∥2 − 2θ∥xk+1 − xk∥.∥xk − xk−1∥

≥ (1− θ
√
τ)∥xk+1 − xk∥2 +

(
θ2 − θ√

τ

)
∥xk − xk−1∥2. (3.65)

K¸t hñp c¡c b§t �¯ng thùc (3.63), (3.64) v  (3.65), ta thu �÷ñc

∥xk+1 − z∥2 ≤ (1 + θ)∥xk − z∥2 − θ∥xk−1 − z∥2 + (1 + θ)θ∥xk − xk−1∥2

− ρ(1− θ
√
τ)∥xk+1 − xk∥2 − ρ

(
θ2 − θ√

τ

)
∥xk − xk−1∥2

= (1 + θ)∥xk − z∥2 − θ∥xk−1 − z∥2 − ρ(1− θ
√
τ)∥xk+1 − xk∥2

+

[
(1 + θ)θ − ρ

(
θ2 − θ√

τ

)]
∥xk − xk−1∥2 ∀k ≥ k2. (3.66)

Tø �â, ta d¨n �¸n �¡nh gi¡ sau

∥xk+1 − z∥2 − θ∥xk − z∥2 +
[
(1 + θ)θ − ρ

(
θ2 − θ√

τ

)]
∥xk+1 − xk∥2

≤ ∥xk − z∥2 − θ∥xk−1 − z∥2 +
[
(1 + θ)θ − ρ

(
θ2 − θ√

τ

)]
∥xk − xk−1∥2

−
[
ρ(1− θ

√
τ)− (1 + θ)θ + ρ

(
θ2 − θ√

τ

)]
∥xk+1 − xk∥2 ∀k ≥ k2. (3.67)
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Kþ hi»u

Γk =: ∥xk − z∥2 − θ∥xk−1 − z∥2 +
[
(1 + θ)θ − ρ

(
θ2 − θ√

τ

)]
∥xk − xk−1∥2

v  �°t h¬ng sè γ nh÷ sau

γ := ρ(1− θ
√
τ)− (1 + θ)θ + ρ

(
θ2 − θ√

τ

)
= ρ
(√

τθ2 − (τ + 1)θ +
√
τ√

τ

)
− θ(1 + θ).

Do θ ∈
[
0, 1√

τ

)
v 

α ∈
(
0,

√
τθ2 − (τ + 1)θ +

√
τ√

τθ2 − (τ + 1)θ +
√
τ +

√
τθ(1 + θ)

)
,

n¶n d¹ d ng nhªn th§y r¬ng

γ = ρ
(√

τθ2 − (τ + 1)θ +
√
τ√

τ

)
− θ(1 + θ) > 0. (3.68)

Do �â, b§t �¯ng thùc (3.67) trð th nh

Γk+1 − Γk ≤ −γ
∥∥xk+1 − xk

∥∥2 ∀k ≥ k2. (3.69)

B§t �¯ng thùc n y cho th§y d¢y {Γk} l  gi£m d¦n khi k ≥ k2. Hìn núa, ta câ

Γk =
∥∥xk − z

∥∥2 − θ
∥∥xk−1 − z

∥∥2 + [(1 + θ)θ − ρ

(
θ2 − θ√

τ

)]
︸ ︷︷ ︸

> 0

∥∥xk − xk−1
∥∥2

≥
∥∥xk − z

∥∥2 − θ
∥∥xk−1 − z

∥∥2 .
Tø �â, vîi måi k ≥ k2, ta suy ra r¬ng∥∥xk − z

∥∥2 ≤ θ
∥∥xk−1 − z

∥∥2 + Γk

≤ θ
∥∥xk−1 − z

∥∥2 + Γk2

≤ · · · ≤ θk−k2
∥∥xk2 − z

∥∥2 + Γk2

(
θk−k2−1 + · · ·+ 1

)
≤ θk−k2

∥∥xk2 − z
∥∥2 + Γk2

1− θ
. (3.70)

M°t kh¡c, ta l¤i câ

Γk+1 =
∥∥xk+1 − z

∥∥2 − θ
∥∥xk − z

∥∥2 + [(1 + θ)θ − ρ

(
θ2 − θ√

2

)]∥∥xk − xk−1
∥∥2

≥ −θ
∥∥xk − z

∥∥2 . (3.71)
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K¸t hñp (3.70) v  (3.71), ta �÷ñc

−Γk+1 ≤ θ
∥∥xk − z

∥∥2 ≤ θk−k2+1
∥∥xk2 − z

∥∥2 + θΓk2

1− θ
.

Hìn núa, tø (3.69), ta công câ

γ

n∑
k=k2

∥∥xk+1 − xk
∥∥2 ≤ Γk2 − Γk+1 ≤ θn−k2+1

∥∥xk2 − z
∥∥2 + Γk2

1− θ
∀n ≥ k2

≤
∥∥xk2 − z

∥∥2 + Γk2

1− θ
∀n ≥ k2.

Ta suy ra r¬ng
∞∑
k=1

∥∥xk+1 − xk
∥∥2 <∞. Do �â, ta câ

∥∥xk+1 − xk
∥∥→ 0. Hìn núa

∥∥xk+1 − wk
∥∥2 = ∥∥xk+1 − xk

∥∥2 + θ2
∥∥xk − xk−1

∥∥2 − 2θ
〈
xk+1 − xk, xk − xk−1

〉
,

n¶n suy ra
∥∥xk+1 − wk

∥∥→ 0 v 

lim
k→∞

∥∥zk − wk
∥∥ =

1

α
lim
k→∞

∥∥xk+1 − wk
∥∥ = 0, (3.72)∥∥wk − xk

∥∥2 = θ2
∥∥xk − xk−1

∥∥2 → 0 khi k → ∞.

Tø (3.66), ta câ∥∥xk+1 − z
∥∥2 ≤ (1 + θ)

∥∥xk − z
∥∥2 − θ

∥∥xk−1 − z
∥∥2

+

[
(1 + θ)θ − ρ

(
θ2 − θ√

τ

)]∥∥xk − xk−1
∥∥2 ∀k ≥ k2. (3.73)

�p döng Bê �· 1.2 cho (3.73) vîi

ϕk := ∥xk − z∥2, δk :=

[
(1 + θ)θ − ρ

(
θ2 − θ√

τ

)]∥∥xk − xk−1
∥∥2 , θk := θ,

ta suy ra r¬ng giîi h¤n lim
k→∞

∥∥xk − z
∥∥2 tçn t¤i. Tø (3.64) công suy ra giîi h¤n

lim
k→∞

∥∥wk − z
∥∥2 tçn t¤i. K¸t hñp vîi (3.72), ta câ∥∥wk − z
∥∥2 − ∥∥zk − z

∥∥2 = (∥∥wk − z
∥∥+ ∥∥zk − z

∥∥) (| wk − z∥ − ∥zk − z∥
)

≤
(
| wk − z∥+ ∥zk − z∥

) ∥∥wk − zk
∥∥→ 0 khi k → ∞.

(3.74)

Tø (3.60), khi k → ∞, ta câ(
1− 2σ

λk
λk+1

)∥∥yk − wk
∥∥2 + (1− 2σ

λk
λk+1

)∥∥zk − yk
∥∥2 ≤ ∥∥wk − z

∥∥2 − ∥∥zk − z
∥∥2 → 0,

100



tùc l 

lim
k→∞

[(
1− 2σ

λk
λk+1

)∥∥yk − wk
∥∥2 +(1− 2σ

λk
λk+1

)∥∥zk − yk
∥∥2 ] = 0.

Tø �â, ta nhªn �÷ñc

lim
k→∞

∥∥yk − wk
∥∥ = 0 v  lim

k→∞

∥∥zk − yk
∥∥ = 0.

T÷ìng tü nh÷ (3.57), ta câ

⟨wk − zk, y − zk⟩ ≤ λkf(y
k, y)− ⟨wk − yk, zk − yk⟩

+ 2σ
λk
λk+1

[
∥wk − yk∥2 + ∥yk − zk∥2

]
∀y ∈ C.

Ph¦n cán l¤i cõa chùng minh �÷ñc ti¸n h nh t÷ìng tü nh÷ trong �ành lþ 3.2.
Do �â, ta k¸t luªn �÷ñc �ành lþ 3.3.

Chó þ 3.4. Tø Thuªt to¡n 3.5 v  �ành lþ 3.3, ta nhªn th§y r¬ng:

1. Trong mët sè tr÷íng hñp, vi»c lüa chån θ = θ(τ) còng vîi tham sè τ phò
hñp trong ph÷ìng ph¡p cõa chóng tæi cho ph²p t«ng gi¡ trà cõa tham sè α
trong (3.59). Do �â, câ thº nâi r¬ng c¡ch chån α cõa chóng tæi linh ho¤t
hìn so vîi c¡ch chån trong Thuªt to¡n 2.1 cõa [99]. Vui láng xem ph¦n so
s¡nh k¸t qu£ sè vîi c¡c tham sè kh¡c nhau trong V½ dö 3.3.

2. T÷ìng tü nh÷ lªp luªn trong chùng minh �ành lþ 3.2 cõa [99], chóng ta câ
thº thi¸t lªp tèc �ë hëi tö tuy¸n t½nh cho Thuªt to¡n 3.5 vîi gi£ thi¸t t½nh
gi£ �ìn �i»u m¤nh cõa song h m f .

Ti¸p theo, chóng tæi �· xu§t mët bi¸n thº sû döng kÿ thuªt x§p x¿ g­n k¸t
cõa Thuªt to¡n 3.4 vîi möc ti¶u thi¸t lªp mët k¸t qu£ hëi tö m¤nh mîi cho b i
to¡n c¥n b¬ng (3.36).

Thuªt to¡n 3.6 (Thuªt to¡n d÷îi �¤o h m t«ng c÷íng kiºu g­n k¸t
vîi cï b÷îc t«ng [VSEM])
Khði t¤o: Chån mët ¡nh x¤ co φ : H → H (tùc l , tçn t¤i h¬ng sè α ∈ (0, 1)

sao cho ∥φ(x) − φ(y)∥ ≤ α∥x − y∥ vîi måi x, y ∈ H). Chån c¡c tham sè λ1 > 0,
0 < µ1 < µ0 < σ < 1/2, θ ∈ [0, 1). Chån c¡c d¢y tham sè {ϵk}, {ξk}, {αk} ⊂ [0,∞)

thäa m¢n
∞∑
k=0

ϵk < ∞,
∞∑
k=0

ξk < ∞,
∞∑
k=0

αk = ∞, lim
k→∞

αk = 0, lim
k→∞

ξk
αk

= 0. (3.75)

Chån c¡c �iºm khði t¤o x0, x1 ∈ C v  �°t k = 1.
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Thuªt to¡n 3.6 (Thuªt to¡n d÷îi �¤o h m t«ng c÷íng kiºu g­n k¸t
vîi cï b÷îc t«ng [VSEM])
B÷îc 1: Tø c¡c �iºm xk−1 v  xk (k ≥ 1), chån θk sao cho 0 ≤ θk ≤ θ̄k, trong �â

θ̄k =

{
min

{
θ, ξk

∥xk−xk−1∥

}
n¸u xk ̸= xk−1,

θ ng÷ñc l¤i.

T½nh wk = xk + θk(x
k − xk−1),

yk = argmin
y∈C

{
λkf(w

k, y) + 1
2
∥y − wk∥2

}
.

N¸u yk = wk th¼ xk l  nghi»m v  døng thuªt to¡n. Ng÷ñc l¤i, chuyºn B÷îc 2.
B÷îc 2: L§y ζk ∈ ∂(f(wk, .))(yk) sao cho wk−λkζk−yk ∈ NC(y

k). X²t nûa khæng
gian câ c§u tróc nh÷ sau

Tk = {x ∈ H : ⟨wk − λkζ
k − yk, x− yk⟩ ≤ 0}.

T½nh

zk = argmin
y∈Tk

{
λkf(y

k, y) +
1

2
∥y − wk∥2

}
,

xk+1 = αkφ(w
k) + (1− αk)z

k,

ηk = f(wk, zk)− f(wk, yk)− f(yk, zk), δk = ∥wk − yk∥2 + ∥yk − zk∥2.

Cªp nhªt cï b÷îc λk theo cæng thùc

λk+1 =

µ1
δk
ηk
, n¸u ηk >

µ0

λk
δk,

(1 + ϵk)λk, ng÷ñc l¤i.

�°t k := k + 1, v  quay l¤i B÷îc 1.

Sü hëi tö m¤nh cõa d¢y l°p sinh bði Thuªt to¡n 3.6 �÷ñc kh¯ng �ành trong
�ành lþ d÷îi �¥y.

�ành lþ 3.4. Vîi c¡c gi£ thi¸t (C1)�(C5), d¢y {xk} sinh bði Thuªt to¡n 3.6
hëi tö m¤nh tîi nghi»m z = PSol(f,C)(φ(z)).

Chùng minh. Tr÷îc h¸t, theo M»nh �· 2 trong [33], ta câ tªp nghi»m Sol(f, C)

l  mët tªp �âng v  lçi. B¥y gií, ta s³ chùng minh r¬ng d¢y {xk} bà ch°n. Do
PSol(f,C)(φ(z)) l  ¡nh x¤ co n¶n tçn t¤i duy nh§t �iºm b§t �ëng z = PSol(f,C)(φ(z)).
Tø b§t �¯ng thùc (3.49), ta suy ra

∥zk − z∥2 ≤ ∥wk − z∥2 −
(
1− 2σ

λk
λk+1

)
∥wk − yk∥2 −

(
1− 2σ

λk
λk+1

)
∥zk − yk∥2.
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V¼ vªy, vîi måi k ∈ N, ta câ

∥zk − z∥ ≤ ∥wk − z∥. (3.76)

Ta nhªn th§y r¬ng

∥xk+1 − z∥ ≤ (1− αk)∥zk − z∥+ αk∥φ(wk)− z∥
≤ (1− αk)∥wk − z∥+ αk(∥φ(wk)− φ(z)∥+ ∥φ(z)− z∥)
≤ (1− αk)∥wk − z∥+ αk(α∥wk − z∥+ ∥φ(z)− z∥)
= (1− (1− α)αk)∥wk − z∥+ αk∥φ(z)− z∥.

Do �â, tø �ành ngh¾a cõa wk, ta câ �¡nh gi¡ sau

∥xk+1 − z∥ ≤ (1− (1− α)αk)∥wk − z∥+ αk∥φ(z)− z∥
= (1− (1− α)αk)∥xk + θk(x

k − xk−1)− z∥+ αk∥φ(z)− z∥
≤ (1− (1− α)αk)∥xk − z∥+ (1− (1− α)αk)θk∥xk − xk−1∥+ αk∥φ(z)− z∥

= (1− (1− α)αk)∥xk − z∥+ (1− α)αk

(
σk +

∥φ(z)− z∥
1− α

)
,

trong �â

σk =

(
1− (1− α)αk

1− α

)
θk
αk

∥xk − xk−1∥.

Theo �i·u ki»n cõa c¡c tham sè ξk v  αk, ta th§y r¬ng

lim
k→∞

σk = lim
k→∞

(
1− (1− α)αk

1− α

)
θk
αk

∥∥xk − xk−1
∥∥ = 0,

�i·u n y suy ra r¬ng d¢y {σk} l  bà ch°n. �°t

M = max

{
∥φ(z)− z∥

1− α
, sup
k∈N

σk

}
v  ¡p döng Bê �· 1.6(1) vîi c¡c dú li»u nh÷ sau: ak = ∥xk − z∥, δk = (1− α)αk,
bk = (1 − α)αk

[
σk +

∥ϕ(z)−z∥
1−α

]
, ck = 0, ta suy ra r¬ng d¢y {∥xk − z∥} l  bà ch°n,

tø �â suy ra d¢y {xk} l  bà ch°n v  do �â d¢y {wk} công bà ch°n, tø (3.76) ta
công câ {zk} bà ch°n. �p döng �¯ng thùc (3.51) v  gi£ thi¸t 0 ≤ θk < 1 (suy ra
θk(1 + θk) < 2θk), ta câ

∥wk − z∥2 ≤ ∥xk − z∥2 + θk(∥xk − z∥2 − ∥xk−1 − z∥2) + 2θk∥xk − xk−1∥2.
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M°t kh¡c, tø b§t �¯ng thùc ∥x+ y∥2 ≤ ∥x∥2 + 2⟨y, x+ y⟩ ∀x, y ∈ H, ta công câ

∥xk+1 − z∥2 = ∥(1− αk)(z
k − z) + αk(φ(w

k)− z)∥2

≤ (1− αk)∥zk − z∥2 + 2αk⟨φ(wk)− z, xk+1 − z⟩
≤ (1− αk)∥wk − z∥2 + 2αk⟨φ(wk)− z, xk+1 − z⟩

− (1− αk)

(
1− 2σ

λk
λk+1

)
∥wk − yk∥2 − (1− αk)

(
1− 2σ

λk
λk+1

)
∥zk − yk∥2

≤ (1− αk)∥xk − z∥2 + (1− αk)θk(∥xk − z∥2 − ∥xk−1 − z∥2)
+ 2(1− αk)θk∥xk − xk−1∥2 + 2αk⟨φ(wk)− z, xk+1 − z⟩

− (1− αk)

(
1− 2σ

λk
λk+1

)
∥wk − yk∥2 − (1− αk)

(
1− 2σ

λk
λk+1

)
∥zk − yk∥2.

�°t ak := ∥xk − z∥2 vîi måi k ∈ N, ta câ

(1− αk)

(
1− 2σ

λk
λk+1

)
∥wk − yk∥2 + (1− αk)

(
1− 2σ

λk
λk+1

)
∥zk − yk∥2

≤ak − ak+1 + 2αk⟨φ(wk)− z, xk+1 − z⟩+ (1− αk)θk(ak − ak−1)

+ 2(1− αk)θk∥xk − xk−1∥2. (3.77)

B¥y gií, ta x²t hai tr÷íng hñp câ thº x£y ra.
Tr÷íng hñp 1: Gi£ sû tçn t¤i mët sè nguy¶n k0 ≥ 0 sao cho vîi méi k ≥ k0, ta

câ ak+1 ≤ ak. Trong tr÷íng hñp n y, giîi h¤n lim
k→∞

ak tçn t¤i v  lim
k→∞

(ak−ak+1) = 0.

Do lim
k→∞

αk = 0 v  lim
k→∞

θk∥xk − xk−1∥2 = 0, n¶n tø b§t �¯ng thùc (3.77), ta suy

ra r¬ng

lim
k→∞

[(
1− αk)

(
1− 2σ

λk
λk+1

)
∥wk − yk∥2 + (1− αk)

(
1− 2σ

λk
λk+1

)
∥zk − yk∥2

]
= 0.

Do lim
k→∞

αk = 0 v  (3.50), ta câ

lim
k→∞

∥wk − yk∥2 = 0, lim
k→∞

∥zk − yk∥2 = 0. (3.78)

V¼ ϕ co n¶n {ϕ(wk)} bà ch°n v  do �â ta câ d¢y {ϕ(wk)− zk} bà ch°n, tø �¥y ta
suy ra

∥xk+1 − zk∥ = αk∥φ(wk)− zk∥ → 0 khi k → ∞.

V¼ vªy, sû döng �i·u sau

∥xk+1 − yk∥ ≤ ∥xk+1 − zk∥+ ∥zk − yk∥ → 0,

∥xk − yk∥ ≤ ∥xk − wk∥+ ∥wk − yk∥ = θk∥xk − xk−1∥+ ∥wk − yk∥ → 0 khi k → ∞,
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ta suy ra ∥xk+1 − yk∥ → 0 v  ∥xk − yk∥ → 0 khi k → ∞. Gåi x̄ l  mët �iºm tö
y¸u b§t ký cõa d¢y {xk}. V¼ d¢y {xk} bà ch°n, n¶n tçn t¤i mët d¢y con {xkl}
cõa {xk} sao cho xkl ⇀ x̄ ∈ C v  do �â, ykl ⇀ x̄. Tø (3.78), suy ra xkl+1 ⇀ x̄.
Düa v o lªp luªn t÷ìng tü trong chùng minh cõa �ành lþ 3.2, ta k¸t luªn r¬ng
ωw(x

k) ⊂ Sol(f, C). Do z = PSol(f,C)(φ(z)), n¶n theo t½nh ch§t �°c tr÷ng cõa ph²p
chi¸u (xem M»nh �· 1.1(1)), ta câ

lim sup
k→∞

⟨φ(z)− z, xk+1 − z⟩ = max
x̄∈ωw(xk)

⟨φ(z)− z, x̄− z⟩ ≤ 0.

M°t kh¡c, ta công th§y r¬ng

∥xk+1 − z∥2 =⟨xk+1 − z, xk+1 − z⟩
=αk⟨φ(wk)− φ(z), xk+1 − z⟩+ αk⟨φ(z)− z, xk+1 − z⟩

+ (1− αk)⟨zk − z, xk+1 − z⟩
≤ αkα∥wk − z∥∥xk+1 − z∥+ αk⟨φ(z)− z, xk+1 − z⟩

+ (1− αk)∥zk − z∥∥xk+1 − z∥
≤ αkα∥wk − z∥∥xk+1 − z∥+ αk⟨φ(z)− z, xk+1 − z⟩

+ (1− αk)∥wk − z∥∥xk+1 − z∥
≤ (1− αk(1− α))∥wk − z∥∥xk+1 − z∥+ αk⟨φ(z)− z, xk+1 − z⟩

≤ (1− αk(1− α))
(∥wk − z∥2

2
+

∥xk+1 − z∥2

2

)
+ αk⟨φ(z)− z, xk+1 − z⟩,

�i·u n y suy ra r¬ng

∥xk+1 − z∥2 ≤ 1− αk(1− α)

1 + αk(1− α)
∥wk − z∥2 + 2αk

1 + αk(1− α)
⟨φ(z)− z, xk+1 − z⟩

≤ 1− αk(1− α)

1 + αk(1− α)
(∥xk − z∥+ θk∥xk − xk−1∥)2

+
2αk

1 + αk(1− α)
⟨φ(z)− z, xk+1 − z⟩

=

(
1− 2αk(1− α)

1 + αk(1− α)

)
(∥xk − z∥2 + 2θk∥xk − xk−1∥∥xk − z∥

+θ2k∥xk − xk−1∥2) + 2αk

1 + αk(1− α)
⟨φ(z)− z, xk+1 − z⟩. (3.79)

B¶n c¤nh �â, ta công câ

∥xk − z∥2 + 2θk∥xk − z∥∥xk − xk−1∥+ θ2k∥x
k − xk−1∥2

≤ ∥xk − z∥2 + 2θk∥xk − z∥∥xk − xk−1∥+ θk∥xk − xk−1∥2

≤ ∥xk − z∥2 + 3M2θk∥xk − xk−1∥, (3.80)

trong �â
M2 = sup

k∈N
{∥xk − z∥, ∥xk − xk−1∥}.
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K¸t hñp (3.79) v  (3.80), ta câ �¡nh gi¡ sau

∥xk+1 − z∥2 ≤ (1− γk)∥xk − z∥2 + 3M2(1− γk)θk∥xk − xk−1∥

+
2αk

1 + αk(1− α)
⟨φ(z)− z, xk+1 − z⟩.

≤ (1− γk)∥xk − z∥2 + γk

[
3M2(1− γk)

θk
γk

∥xk − xk−1∥

+
1

1− α
⟨φ(z)− z, xk+1 − z⟩

]
, (3.81)

trong �â

γk =
2αk(1− α)

1 + αk(1− α)
.

D¹ th§y r¬ng vîi k �õ lîn th¼ γk ∈ (0, 1). Khæng m§t t½nh têng qu¡t, gi£ sû

0 < γk < 1 vîi måi k ≥ k0. Do lim
k→∞

γk
αk

= 2(1 − α) > 0 v 
∞∑
k=1

αk = ∞, ta suy ra
∞∑
k=1

γk = ∞. Tø gi£ thi¸t (3.75), ta câ

lim
k→∞

(1− γk)
θk
γk

∥xk − xk−1∥ = 0. (3.82)

�°t c¡c d¢y nh÷ sau:

ak := ∥xk − z∥2, δk := γk, ck := 0,

bk := 3M2(1− γk)
θk
γk

∥xk − xk−1∥+ 1

1− α
⟨φ(z)− z, xk+1 − z⟩.

K¸t hñp (3.75) v  (3.82), ¡p döng Bê �· 1.3 cho (3.81) vîi c¡c dú li»u tr¶n, ta
suy ra d¢y {xk} hëi tö m¤nh tîi z = PSol(C,f)(φ(z))

Tr÷íng hñp 2: Gi£ sû r¬ng tçn t¤i mët d¢y con {akl} ⊂ {ak} sao cho akl ≤
ak+1 vîi måi k ∈ N. Trong tr÷íng hñp n y, ta câ thº �ành ngh¾a mët ¡nh x¤
τ : N → N bði

τ(k) = max{i ≤ k : ai < ai+1}.

Khi �â, tø Bê �· 1.3, ta câ τ(k) → ∞ khi k → ∞ v  aτ(k) < aτ(k)+1. V¼ vªy, tø
b§t �¯ng thùc (3.77), ta nhªn �÷ñc �i·u sau(

1− 2σ
λτ(k)

λτ(k)+1

)
∥zτ(k) − yτ(k)∥2 +

(
1− 2σ

λτ(k)

λτ(k)+1

)∥∥xτ(k)+1 − yτ(k)
∥∥2 ≤ aτ(k) − aτ(k)+1

+ 2ατ(k)⟨φ(wτ(k))− z, zτ(k) − z⟩+ (1− ατ(k))θτ(k)(aτ(k) − aτ(k)−1)

+ 2(1− ατ(k))θτ(k)∥xτ(k) − xτ(k)−1∥2

≤ 2ατ(k)⟨φ(wτ(k))− z, zτ(k) − z⟩+ (1− ατ(k))θτ(k)
∥∥xτ(k) − xτ(k)−1

∥∥(√aτ(k) +
√
aτ(k)−1

)
+ 2(1− ατ(k))θτ(k)∥xτ(k) − xτ(k)−1∥2, (3.83)
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v  ta công câ �¡nh gi¡

aτ(k)+1 ≤ (1− γτ(k))aτ(k) + γτ(k)

[
3M2(1− γτ(k))

θτ(k)

γτ(k)
∥xτ(k) − xτ(k)−1∥

+
1

1− α
⟨φ(z)− z, xτ(k)+1 − z⟩

]
. (3.84)

Do aτ(k) < aτ(k)+1, n¶n tø (3.84) ta suy ra

γτ(k)aτ(k) ≤ γτ(k)

[
3M2(1− γτ(k))

θτ(k)
γτ(k)

∥xτ(k) − xτ(k)−1∥+ 1

1− α
⟨φ(z)− z, xτ(k)+1 − z⟩

]
,

v  do �â

∥xτ(k) − z∥2 = aτ(k) ≤ 3M2(1− γτ(k))
θτ(k)

γτ(k)
∥xτ(k) − xτ(k)−1∥

+
1

1− α
⟨φ(z)− z, xτ(k)+1 − z⟩. (3.85)

K¸t hñp (3.82), (3.83) v  (3.85), ta câ

lim sup
k→∞

∥xτ(k) − z∥2 ≤ 0,

v  do �â
lim
k→∞

∥xτ(k) − z∥2 = 0.

Tø (3.84), ta câ

lim sup
k→∞

∥xτ(k)+1 − z∥2 ≤ lim sup
k→∞

∥xτ(k) − z∥2.

Do �â
lim
k→∞

∥xτ(k)+1 − z∥2 = 0.

V¼ vªy, theo Bê �· 1.2, ta suy ra

0 ≤ ∥xk − z∥ ≤ max{∥xτ(k) − z∥, ∥xk − z∥} ≤ ∥xτ(k)+1 − z∥ → 0.

Theo �â, d¢y {xk} hëi tö m¤nh tîi z = PSol(f,C)(φ(z)) v  ta thu �÷ñc �i·u c¦n
chùng minh.

3.2.3. Ùng döng cho b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n

Ð tiºu möc n y, chóng tæi x²t ùng döng cõa thuªt to¡n tr¶n cho b i to¡n b§t
�¯ng thùc bi¸n ph¥n (1.7). �º �÷a b i to¡n (1.7) v· d¤ng b i to¡n c¥n b¬ng,
vîi méi c°p x, y ∈ H, ta �ành ngh¾a song h m c¥n b¬ng f nh÷ sau

f(x, y) := ⟨Fx, y − x⟩. (3.86)

Gi£ sû r¬ng c¡c �i·u ki»n sau �÷ñc thäa m¢n:
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(D1) F gi£ �ìn �i»u C;

(D2) F l  ¡nh x¤ F -hemi-li¶n töc ([77]), ngh¾a l  vîi måi y ∈ C, h m x 7→
⟨Fx, x−y⟩ l  nûa li¶n töc d÷îi y¸u tr¶n C (ho°c t÷ìng �÷ìng, x 7→ ⟨Fx, y−x⟩
l  nûa li¶n töc tr¶n y¸u tr¶n C);

(D3) F li¶n töc Lipschitz tr¶n H vîi h¬ng sè Lipschitz L;

(D4) Sol(F,C) ̸= ∅.

D¹ th§y r¬ng måi ¡nh x¤ li¶n töc tø y¸u �¸n m¤nh �·u l  ¡nh x¤ F -hemi-li¶n
töc, tuy nhi¶n �i·u ng÷ñc l¤i khæng �óng, �i·u n y �÷ñc minh håa trong v½ dö
ngay sau �¥y.

V½ dö 3.2. ([55]) X²t khæng gian Hilbert l2 = {x = (xi)i∈N :
∞∑
i=1

|xi|2 < ∞} v 

¡nh x¤ F : l2 → l2 l  ¡nh x¤ �çng nh§t. Cho d¢y {xn} ⊆ l2 hëi tö y¸u v·
x. Do h m x 7−→ ∥x∥2 li¶n töc v  lçi n¶n nâ nûa li¶n töc d÷îi ty¸u. Do �â,
∥x∥2 ≤ lim inf

n→∞
∥xn∥2, d¨n �¸n

⟨x, x− y⟩ ≤ lim inf
n→∞

⟨xn, xn − y⟩,

vîi måi y ∈ l2, tùc l , F l  F -hemi-li¶n töc. Tuy nhi¶n, n¸u ta l§y

xn = en = (0, 0, . . . , 1, 0, . . . )

vîi sè 1 ð và tr½ thù n, th¼ rã r ng en ⇀ 0, nh÷ng d¢y {en} khæng hëi tö m¤nh
(v¼ |en − em| =

√
2 vîi m ̸= n). Do �â, F khæng li¶n töc tø y¸u �¸n m¤nh.

Chó þ 3.5. Theo hiºu bi¸t hi»n t¤i cõa chóng tæi, ch÷a câ k¸t qu£ n o x¡c lªp
mèi quan h» giúa c¡c ¡nh x¤ li¶n töc y¸u v  c¡c ¡nh x¤ F -hemi-li¶n töc.

Nh÷ vªy, b i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n (1.7) câ thº �÷ñc vi¸t l¤i d÷îi
d¤ng b i to¡n c¥n b¬ng (3.86), v  c¡c �i·u ki»n (C1)�(C5) �÷ñc �£m b£o bði
(D1)�(D4). Khi �â, Thuªt to¡n 3.4 s³ trð th nh mët thuªt to¡n �°c bi»t �÷ñc
¡p döng cho b i to¡n VIP(F,C).

Thuªt to¡n 3.7 (Thuªt to¡n d÷îi �¤o h m t«ng c÷íng vîi cï b÷îc
t«ng cho b i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n)
Khði t¤o: Chån c¡c tham sè λ0 > 0, 0 < µ1 < µ0 < σ < 1/2, θ ∈ [0, 1). Chån c¡c
d¢y tham sè {ϵk}, {ξk} ⊂ [0,∞) thäa m¢n

∞∑
k=0

ϵk <∞,

∞∑
k=0

ξk <∞.

Chån c¡c �iºm khði t¤o x0, x1 ∈ C v  �°t k = 1.
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Thuªt to¡n 3.7 (Thuªt to¡n d÷îi �¤o h m t«ng c÷íng vîi cï b÷îc
t«ng cho b i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n)
B÷îc 1: Tø c¡c �iºm xk−1 v  xk (k ≥ 1), chån αk sao cho 0 ≤ αk ≤ ᾱk, trong �â

ᾱk =

min

{
θ,

ξk
∥xk − xk−1∥

}
n¸u xk ̸= xk−1,

θ ng÷ñc l¤i.

T½nh {
wk = xk + αk(x

k − xk−1),

yk = PC(w
k − λkFw

k).

N¸u yk = wk, th¼ xk l  nghi»m v  døng thuªt to¡n. Ng÷ñc l¤i, chuyºn B÷îc 2.
B÷îc 2: X²t nûa khæng gian Tk câ c§u tróc nh÷ sau

Tk = {x ∈ H : ⟨wk − λkFw
k − yk, x− yk⟩ ≤ 0}.

T½nh

xk+1 = PTk
(wk − Fyk),

ηk = ⟨Fwk − Fyk, xk+1 − yk⟩, δk = ∥wk − yk∥2 + ∥yk − xk+1∥2.

Cªp nhªt cï b÷îc λk theo cæng thùc

λk+1 =

µ1
δk
ηk
, n¸u ηk >

µ0

λk
δk,

(1 + ϵk)λk, ng÷ñc l¤i.

�°t k := k + 1, v  quay l¤i B÷îc 1.

K¸t qu£ sau �¥y l  h» qu£ trüc ti¸p cõa �ành lþ 3.2.

H» qu£ 3.1. Cho C l  mët tªp con lçi, �âng, kh¡c réng trong khæng gian Hilbert
thüc H, v  F : H → H l  mët ¡nh x¤ thäa m¢n c¡c �i·u ki»n (D1)�(D4). Gi£
sû r¬ng {xk}, {yk} l  hai d¢y sinh bði Thuªt to¡n 3.7. Khi �â, c£ hai d¢y {xk}
v  {yk} �·u hëi tö y¸u v· còng mët �iºm x∗ ∈ Sol(F,C).

3.2.4. Thû nghi»m sè v  ùng döng

Trong möc n y, chóng tæi ¡p döng c¡c Thuªt to¡n 3.4 (NISEM), 3.5
(SEMNS) v  3.6 (VSEM) gi£i g¦n �óng b i to¡n c¥n b¬ng v  ti¸n h nh so s¡nh
vîi c¡c thuªt to¡n �¢ câ.

V½ dö 3.3 (Ùng döng v o mæ h¼nh c¥n b¬ng Nash�Cournot cõa thà tr÷íng �i»n).
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Trong v½ dö n y, chóng tæi ti¸p töc xem x²t l¤i b i to¡n �¢ �÷ñc n¶u trong
V½ dö 2.1 ð Ch÷ìng 2. Möc ti¶u l  minh håa hi»u qu£ thüc nghi»m cõa thuªt
to¡n NISEM v  SEMNS, �çng thíi ti¸n h nh so s¡nh hi»u qu£ cõa chóng vîi
n«m thuªt to¡n hi»n câ gçm: AISEM trong [98, Thuªt to¡n 2.1], EPSM trong
[95, Thuªt to¡n 1], ISEM trong [99, Thuªt to¡n 2.1], NAKM trong [108, Thuªt
to¡n 3.1], v  SEM trong [117, Thuªt to¡n 3.1].
Thû nghi»m 8: Trong thû nghi»m n y, l§y a = 110 v  x²t ba �iºm khði �¦u

kh¡c nhau nh÷ sau:

xa = (0, 0, 0, 0, 0, 0)⊤, xi = (2, 2, 2, 2, 2, 2)⊤, xj = (1, 0, 1, 0, 1, 0)⊤.

Tham sè cõa c¡c thuªt to¡n �÷ñc �· cªp ph½a tr¶n �÷ñc chån nh÷ sau:

� Trong thuªt to¡n AISEM, µ = 0.5, θ = 0.45(1− µ), λ1 = 17, x1 = x0 = x0.

� Trong thuªt to¡n EPSM, θ = 0.05, αk = 0.2 ∀k ≥ 0, ϱ = 0.55, κ0 = κ1 =
0.01, u−1 = u0 = v0 = x0.

� Trong thuªt to¡n ISEM, µ = 0.9, α = 0.1, τ = 0.88, λ1 = 0.01, x0 = x1 = x0.

� Trong thuªt to¡n NAKM, δ = 2.1, α = δ−
√
2δ

10δ , θ = 0.9, τ = 0.99
1+δ , µ = 0.4,

λ1 = 0.7, x1 = x0 = x0.

� Trong thuªt to¡n SEM, µ = 0.99, λ0 = 0.7, αk = 1
104(k+5)

∀k ≥ 1, x0 = x0.

� Trong thuªt to¡n NISEM, θ = 0.9, µ0 = 0.49, µ1 = 0.48, α = 0.91, λ1 = 0.01,
ϵk = 1

k1.01 ∀k ≥ 1, x1 = x0.

� Trong thuªt to¡n SEMNS, θ = 0.5, µ0 = 0.48, µ1 = 0.47, λ1 = 0.2, ξk = ϵk =
1

k1.01 ∀k ≥ 1, x1 = x0.

Sû döng �i·u ki»n døng cõa t§t c£ c¡c thuªt to¡n �â l  ∥xk − x∗∥ ≤ 10−5 ho°c
thíi gian t½nh to¡n khæng v÷ñt qu¡ 50s. K¸t qu£ �÷ñc li»t k¶ trong c¡c B£ng
3.3, 3.4, v  H¼nh 3.6 thº hi»n d¡ng �i»u hëi tö cõa c¡c thuªt to¡n vîi �iºm khði
�¦u x0 = xi.
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Thuªt to¡n X§p x¿ nghi»m x∗ ∥xk − x∗∥
AISEM 11.3361 11.4869 11.3533 10.8748 10.7930 10.7930 1.6434e-05
EPSM 11.3362 11.4869 11.3533 10.8749 10.7931 10.7931 1.6500e-04
ISEM 11.3360 11.4866 11.3532 10.8749 10.7932 10.7932 1.1539e-05
NAKM 11.3361 11.4868 11.3533 10.8748 10.7930 10.7930 1.0788e-05
SEM 11.3361 11.4868 11.3533 10.8748 10.7930 10.7930 9.1780e-06

NISEM 11.3361 11.4868 11.3533 10.8748 10.7930 10.7930 9.9631e-06
SENMS 11.3361 11.4868 11.3533 10.8748 10.7930 10.7930 8.6399e-06

B£ng 3.3: X§p x¿ nghi»m cõa c¡c thuªt to¡n AISEM, EPSM, ISEM, NAKM,
SEM, NISEM v  SENMS, vîi x0 = xi trong V½ dö 3.3

x0 = xa x0 = xb x0 = xc

Times Iter. Error Times Iter. Error Times Iter. Error

AISEM 50.1593 434 1.7823e-05 50.0231 641 1.6434e-05 19.2622 148 9.6747e-06
EPSM 50.0414 423 1.8360e-04 39.5654 439 1.6500e-04 49.1020 365 1.8249e-04
ISEM 48.6476 565 9.8638e-06 50.0476 557 1.1539e-05 50.2284 367 9.3285e-04
NAKM 50.0074 432 1.1672e-05 50.0277 558 1.0788e-05 49.4926 388 9.6446e-06
SEM 17.7749 111 9.1414e-06 25.7378 112 9.1780e-06 19.2080 111 8.7619e-06
NISEM 10.3225 84 9.8823e-06 9.6250 83 9.9631e-06 12.7461 85 9.6491e-06
NSEM 10.3658 55 8.5917e-06 9.5109 53 8.6399e-06 10.3028 55 8.7515e-06

B£ng 3.4: Hi»u su§t cõa c¡c thuªt to¡n AISEM, EPSM, ISEM, NAKM, SEM,
NISEM v  SENMS trong Thû nghi»m 8 cõa V½ dö 3.3

H¼nh 3.6: So s¡nh hi»u su§t giúa c¡c thuªt to¡n NISEM v  SEMNS vîi c¡c thuªt
to¡n AISEM, EPSM, ISEM, NAKM v  SEM, vîi x0 = xi

C¡c k¸t qu£ thüc nghi»m cho th§y c¡c thuªt to¡n d÷îi �¤o h m t«ng c÷íng
sû döng k¾ thuªt qu¡n t½nh vîi chi¸n l÷ñc cï b÷îc t«ng (NISEM v  SEMNS)
nh¼n chung �¤t hi»u qu£ tèt hìn v· thíi gian t½nh to¡n so vîi mët sè thuªt to¡n
hi»n câ nh÷ thuªt to¡n AISEM, EPSM, ISEM, NAKM v  SEM. Mët nguy¶n
nh¥n �¡ng kº l  c¡c thuªt to¡n n y ch¿ sû döng chi¸n l÷ñc cï b÷îc tü th½ch nghi
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vîi d¢y cï b÷îc gi£m d¦n ho°c khæng �ìn �i»u t«ng.
Thû nghi»m 9: Trong th½ nghi»m sè ti¸p theo, chóng tæi thay �êi gi¡ trà cõa

tham sè α �èi vîi Thuªt to¡n 3.4 v  Thuªt to¡n 2.1 trong [99]. K¸t qu£ �÷ñc
tr¼nh b y trong B£ng 3.5 v  H¼nh 3.7. Câ thº th§y r¬ng vi»c thay �êi gi¡ trà cõa
α £nh h÷ðng �¡ng kº �¸n chi ph½ t½nh to¡n cõa Thuªt to¡n 2.1 trong [99].

H¼nh 3.7: So s¡nh hi»u su§t cõa hai thuªt to¡n NISEM v  ISEM vîi gi¡ trà tham
sè α kh¡c nhau

x0 = (1, 1, 1, 1, 1, 1)T x0 = (1, 0, 1, 0, 0, 0)

Times Iter. Error Times Iter. Error

ISEM: α = 0.6, τ = 0.1428 50.0424 516 0.0168 50.0542 514 0.0238
ISEM: α = 0.3, τ = 0.5568 50.0751 506 2.0252e-04 50.0035 552 1.3191e-04
ISEM: α = 0.2, τ = 0.7272 50.0828 594 1.2666e-05 50.0720 570 2.6494e-05
ISEM: α = 0.1, τ = 0.8800 48.2636 565 9.8638e-06 50.0574 557 1.0657e-05
NISEM: τ = 1, θ = 0.6, α = 0.1428 31.2201 235 9.7433e-06 38.8243 237 9.7250e-06
NISEM: τ = 2, θ = 0.2, α = 0.7800 10.6962 86 9.7387e-06 12.0562 87 9.6570e-06
NISEM: τ = 3, θ = 0.05, α = 0.9669 12.2118 84 9.5251e-06 10.5570 85 9.3631e-06
NISEM: τ = 4, θ = 0.05, α = 0.9709 9.6315 84 9.0968e-06 8.4241 84 9.8708e-06

B£ng 3.5: Hi»u su§t hai thuªt to¡n NISEM v  ISEM vîi gi¡ trà tham sè α kh¡c
nhau

V½ dö 3.4 (V½ dö vîi khæng gian væ h¤n chi·u).
Trong v½ dö n y, chóng tæi ti¸n h nh kh£o s¡t sü hëi tö cõa Thuªt to¡n 3.6

(VSEM) v  thüc hi»n so s¡nh vîi n«m thuªt to¡n kh¡c, bao gçm: EMIEgA �÷ñc
tr¼nh b y trong [81, Thuªt to¡n 2], MIEM trong [86, Thuªt to¡n 1], IEM �÷ñc
�· xu§t trong [31, Thuªt to¡n 3.1], ISEA trong [105, Thuªt to¡n 3.2] v  SEM
�÷ñc �÷a ra trong [117, Thuªt to¡n 3.1].

X²t khæng gian Hilbert c¡c h m b¼nh ph÷ìng kh£ t½ch trong �o¤n [0, 1] H :=
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L2([0, 1]) vîi t½ch væ h÷îng

⟨u, v⟩ :=
1∫

0

u(t)v(t)dt ∀u, v ∈ H,

v  chu©n ∥ · ∥ t÷ìng ùng. X²t b i to¡n (3.36) vîi C := {u ∈ H : ∥u∥ ≤ 1} v  song
h m �÷ñc chån cö thº nh÷ sau

f : C × C → R, f(x, y) :=
〈(

3

2
− ∥x∥

)
x, y − x

〉
+ ∥y∥4 − ∥x∥4, ∀x, y ∈ C.

(i) Tr÷îc ti¶n, ta chùng minh �÷ñc song h m f gi£ �ìn �i»u m¤nh tr¶n C.
Thªt vªy, vîi måi x, y ∈ C thäa m¢n

f(x, y) =
〈(3

2
− ∥x∥

)
x, y − x

〉
+ ∥y∥4 − ∥x∥4 ≥ 0.

Khi �â, ta câ �¡nh gi¡ sau

f(y, x) =
〈(

3

2
− ∥y∥

)
y, x− y

〉
+ ∥x∥4 − ∥y∥4

≤
〈(

3

2
− ∥y∥

)
y, x− y

〉
+
〈(

3

2
− ∥x∥

)
x, y − x

〉
= −3

2
∥x− y∥2 + ⟨−y∥y∥+ ∥x∥x, x− y⟩

= −3

2
∥x− y∥2 + ⟨(x− y)∥y∥+ (∥x∥ − ∥y∥)x, x− y⟩

≤ −3

2
∥x− y∥2 +

(
∥x− y∥∥y∥+

∣∣∥x∥ − ∥y∥
∣∣∥x∥)∥x− y∥

≤ −1

2
∥x− y∥2.

V¼ vªy, song h m f gi£ �ìn �i»u m¤nh tr¶n C vîi γ = 1
2 .

(ii) Ta công câ thº chùng minh song h m f thäa m¢n �i·u ki»n kiºu Lipschitz
(C4). Thªt vªy, vîi måi x, y, z ∈ C, ta câ

f(x, y) + f(y, z) = f(x, z) +
〈(

3

2
− ∥x∥

)
x−

(
3

2
− ∥y∥

)
y, y − z

〉
= f(x, z) +

3

2
⟨x− y, y − z⟩ − ⟨∥x∥x− y∥y∥, y − z⟩

= f(x, z) +
3

4
[∥x− z∥2 − ∥x− y∥2 − ∥y − z∥2]

− ⟨∥x∥x− y∥y∥, y − z⟩. (3.87)

M°t kh¡c, ta l¤i câ �¡nh gi¡ sau

⟨∥x∥x− y∥y∥, y − z⟩ = ⟨∥x∥(x− y) + y(∥x∥ − ∥y∥), y − z⟩
≤ 2
∥∥x− y∥

∣∣∥∥y − z
∥∥

≤ ∥x− y∥2 + ∥y − z∥2. (3.88)
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K¸t hñp hai �¡nh gi¡ tr¶n, ta thu �÷ñc

f(x, y) + f(y, z) ≥ f(x, z)− 7

4
∥x− y∥2 − 7

4
∥y − z∥2.

Do �â, song h m f thäa m¢n �i·u ki»n kiºu Lipschitz (C4) vîi c1 = c2 =
7
4 .

D¹ d ng nhªn th§y r¬ng c¡c song h m n y thäa m¢n �¦y �õ c¡c �i·u ki»n c¦n
thi¸t �º �£m b£o t½nh hëi tö cõa c¡c thuªt to¡n. Hìn núa, ph²p chi¸u trüc giao
l¶n tªp C câ cæng thùc t÷íng minh, cö thº

PC(x(t)) =

{
x(t), n¸u ∥x(t)∥ ≤ 1,
x(t)

∥x(t)∥ , n¸u ∥x(t)∥ > 1.

Ta x²t c¡c �iºm khði �¦u kh¡c nhau nh÷ sau:

x0 =
1

100
e2t sin 3t, x0 =

1

255
t4e−t, x0 = t2.

C¡c tham sè �÷ñc chån t÷ìng ùng nh÷ sau:

� Trong thuªt to¡n EMIEgA, κ = 0.1, ζk = 1
10(k+2)

, ϵk = log k
(k+1)1.05

∀k ≥ 1,
u−1 = u0 = x0.

� Trong thuªt to¡n MIEM, λ1 = τ = σ = η = 0.6, µ = 0.4, γk = 1 − 1
k+2 ,

αk = 0.01 + 1
k+1 , ϵk = 1

(k+1)2
, ξk = 1 + 1

(k+1)1.1
, ρk = 1

(k+1)1.1
, βk = 1

k+1 ∀k ≥ 1,
x0 = x1 = x0.

� Trong thuªt to¡n IEM, λ1 = 5000, ρ = 0.003, µ = 0.9, τk = 1
(k+1)2

∀k ≥ 1,
u0 = u1 = x0.

� Trong thuªt to¡n ISEA, λ1 = 0.1, µ = 0.9, τk = log k
(k+1)1.05

, θk = 0.01, βk =
1

100(k+5)
∀k ≥ 1, x0 = x1 = x0.

� Trong thuªt to¡n SEM, λ0 = 0.5, µ = 0.9, βk = 0.01, αk = 1
100(k+5)

∀k ≥ 1,
S = I, x0 = x0.

� Trong thuªt to¡n VSEM, φ(x) = 1
8x, λ1 = 0.1, µ0 = 0.2, µ1 = 0.15, ϵk =

log k
(k+1)1.05

, ξk = 1
k1.05 , αk = 1

k0.1 ∀k ≥ 1, x1 = x0.

Sû döng ti¶u chu©n døng l  khi �¤t �÷ñc ÷îc l÷ñng ∥xk − x∗∥ ≤ 10−3 ho°c khi
thíi gian t½nh to¡n v÷ñt qu¡ 20s �èi vîi t§t c£ c¡c thuªt to¡n. K¸t qu£ sè cõa
ba thuªt to¡n �÷ñc tr¼nh b y trong B£ng 3.6 v  H¼nh 3.8.
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x0 = 1
100
e2t sin 3t x0 = 1

255
t4e−t x0 = t2

Times Iter. Error Times Iter. Error Times Iter. Error

EMIEgA 20.0072 164 0.0057 20.0470 163 0.0057 20.0322 162 0.0057
MIEM 20.0255 190 0.0041 20.0565 180 0.0040 20.0448 185 0.0039
IEM 20.0417 131 0.0022 20.1158 127 0.0022 20.0506 129 0.0022
ISEA 20.0860 139 0.1531 20.0712 136 0.0103 20.0297 133 1.6774
SEM 20.0356 141 0.0013 20.0486 144 0.0013 20.0296 133 0.0013
VSEM 2.5160 3 1.9719e− 04 1.8715 2 1.1580e− 04 2.1409 5 4.9019e− 04

B£ng 3.6: Hi»u su§t cõa c¡c thuªt to¡n EMIEgA, MIEM, IEM, ISEA v  SEM v  VSEM
trong V½ dö 3.4
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H¼nh 3.8: So s¡nh hi»u su§t giúa thuªt to¡n VSEM v  c¡c thuªt to¡n EMIEgA,
MIEM, IEM, ISEA v  SEM, vîi x0 = 1

255t
4e−t

V½ dö n y cho th§y r¬ng, thuªt to¡n d÷îi �¤o h m t«ng c÷íng sû döng kÿ
thuªt g­n k¸t vîi cï b÷îc t«ng cho k¸t qu£ kh£ quan, thº hi»n ð c£ thíi gian
t½nh to¡n l¨n �ë ch½nh x¡c cõa nghi»m x§p x¿ thu �÷ñc.
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K¸t luªn

Trong ch÷ìng n y, chóng tæi �· xu§t thuªt to¡n chi¸u d÷îi �¤o h m cho
b i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n vîi tªp ch§p nhªn �÷ñc �÷ñc cho d÷îi d¤ng
l  mët tªp mùc d÷îi cõa mët h m lçi nh÷ng khæng nh§t thi¸t kh£ vi. Mët ùng
döng cõa thuªt to¡n trong vi»c khû mí £nh công �¢ �÷ñc t¼nh b y. Ð ph¦n cuèi,
chóng tæi tr¼nh b y c¡c thuªt to¡n d÷îi �¤o h m t«ng c÷íng vîi chi¸n l÷ñc cï
b÷îc t«ng gi£i b i to¡n c¥n b¬ng. Hìn núa, mët ùng döng cõa thuªt to¡n cho
b i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n công �¢ �÷ñc tr¼nh b y. Chóng tæi �÷a ra c¡c
v½ dö sè �º minh håa hi»u qu£ cõa c¡c thuªt to¡n �÷ñc �· xu§t v  ti¸n h nh so
s¡nh hi»u su§t cõa chóng vîi mët sè thuªt to¡n �¢ câ.

116



K�T LU�N

Luªn ¡n �· xu§t mët sè ph÷ìng ph¡p gi£i b i to¡n c¥n b¬ng, b i to¡n b§t
�¯ng thùc bi¸n ph¥n v  ùng döng trong khû mí £nh v  mët sè v½ dö thüc t¸.
Nhúng k¸t qu£ ch½nh �¢ �¤t �÷ñc trong luªn ¡n bao gçm:

1. �· xu§t mët sè thuªt to¡n ph¥n r¢ kiºu Tseng �º gi£i c¡c b i to¡n c¥n
b¬ng m  song h m câ thº biºu di¹n d÷îi d¤ng têng cõa hai song h m th nh
ph¦n trong khæng gian Hilbert thüc;

2. �· xu§t thuªt to¡n mët ph²p chi¸u ph¥n r¢ gi£i b i to¡n c¥n b¬ng gi£
�ìn �i»u cho bði têng cõa hai h m song h m th nh ph¦n trong khæng gian
Hilbert thüc;

3. B¬ng c¡ch k¸t hñp kÿ thuªt qu¡n t½nh v  ph÷ìng ph¡p d÷îi �¤o h m t«ng
c÷íng vîi mët chi¸n l÷ñc mîi v· lüa chån cï b÷îc, chóng tæi �· xu§t mët
ph÷ìng ph¡p �¤o h m t«ng c÷íng mîi �º gi£i c¡c b i to¡n c¥n b¬ng
gi£ �ìn �i»u trong khæng gian Hilbert thüc;

4. �· xu§t thuªt to¡n chi¸u d÷îi �¤o h m nîi läng cho b i to¡n b§t
�¯ng thùc bi¸n ph¥n vîi tªp ch§p nhªn �÷ñc l  tªp mùc d÷îi cõa mët h m
lçi khæng nh§t thi¸t kh£ vi, v  ùng döng thuªt to¡n trong vi»c khû mí £nh.

Mët sè h÷îng nghi¶n cùu ti¸p theo:

1. Nghi¶n cùu ph¡t triºn c¡c thuªt to¡n tèi ÷u gi£i b i to¡n c¥n b¬ng, b§t
�¯ng thùc bi¸n ph¥n tr¶n khæng gian khæng câ c§u tróc tuy¸n t½nh, nh÷ �a
t¤p Hadamard v  �a t¤p Riemann;

2. Nghi¶n cùu ph¡t triºn c¡c thuªt to¡n gi£i b i to¡n c¥n b¬ng ng¨u nhi¶n,
b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n ng¨u nhi¶n.
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